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Mioistra  de  JDitieia , Oalto  e Xaetracoioa  VúbMca  de  la  &cp6t)l<ea  de 
Chile,  «a.,  día. 


Ninguno  mejor  que  U.  S.  conoce  lo  que  contribuye  al  adelan- 
tamiento do  la  Instrucción  : la  posesión  de  un  testo  de  la  ciencia 
que  se  trata  de  enseñar;  en  él  pueden  los  alumnos  meditar  y com- 
parar las  verdades  que  oyeron  a sus  instructores,  sin  cuyo  ausilio 
serian  débiles  y fugaces  las  impresiones  que  la  mas  empeñosa 
constancia  tratase  de  imprimirles;  los  resultados  de  esta  verdad  los 
sintió  U.  S.  en  el  tiempo  que  con  tantas  ventajas  en  la  mejora 
de  la  Listruccion  pública,  dirijió  los  estudios  del  Instituto  Nacio- 
nal. Manifiestos  fueron  a U.  S.  en  todo  este  tiempo  mis  incesantes 
esfuerzos  por  lu  jenoralizacion  del  estudio  de  la  Jeometría  des- 
criptiva, que  con  razón  puede  llamarse  la  ciencia  propagadora  de 
los  inventos;  y si  estos  no  fueron  inútiles  por  sor  constantes  los  ade- 
lantamientos que  en  clin  hicieron  los  jóvenes  que  la  estudiaron, 
a lo  ménos,  la  copia  de  cuadernos  y de  fíguros  jencralmcntc  com- 
plicados iicclios  por  personas  que  ignoraban  los  primeros  elemen- 
tos do  la  ciencia,  añadieron  a la  incorrección  consiguiente  de  es- 
tos dos  objetos,  la  pérdida  de  tiempo  necesario  a los  infínitas  apli- 
caciones que  do  ella  debian  hacerse. 

En  este  estado,  llegó  a mis  manos  la  primera  edición  de  la  exce- 
lente obra  que  sobre  esta  ciencia  escribió  M.  Leroy,  profesor  de  la 
Escuela  Politécnica  de  París,  y propuse  a U.  S.,  cuando  ya  ocupa- 
1)0  el  alto  puesto  que  tan  dignamente  desempeña,  su  traducción 
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cu  beneficio  de  la  juventud  estudiosa,  y mediante  su  influjo,  de- 
cretó el  Supremo  Gobierno  su  impresión,  y tuvo  a bien  encargar 
a Francia  la  colección  de  láminas  que  el  mismo  M.  Leroy  remitió 
puntualmente  acompañándolas  con  la  segunda  edición  de  su  obra; 
pero  cuando  ésta  llegó  liabia  ya  impresos  algunos  pliegos  de  la 
primera:  sin  embargo  de  esto,  como  las  variaciones  hechas  en  estas 
primeras  hojas  eran  mui  pocas,  creí  poder  conservar  el  trabajo  ya 
ejecutado  y continuar  lo  demas  por  la  segunda  edición. 

Nada  tengo  que  decir  a U.  S.  sobre  la  utilidad  de  esta  ciencia, 
cuyo  estudio  es  indi.^pcnsable  en  toda  sociedad  que  desee  ponerse 
al  corriente  de  los  innumerables  descubrimientos  que  en  la  maqui- 
naria, artes  y construcción  de  todas  chiscs  hacen  las  naciones  mas 
adelantadas;  por  sus  métodos,  un  pliego  de  papel  es  suficiente  para 
comunicar  a las  mayores  distancias  el  invento  mas  comjilicado, 
V ejecutarlo,  siguiendo  sus  procedimientos,  con  tanta  exactitud  co- 
rno si  su  misino  inventor  la  hubiese  dirijido;  a ella  sin  duda  nin- 
guna se  debe  el  grado  de  perfección  que  admiramos  en  toda  clase 
de  contruccioncs;  y persuadido  el  (íohierno  Francos  de  estas  ma- 
nifiestas ventajas,  decretó  el  establesimicnto  de  una  escuela  espe- 
cial de  Jeometría  descriptiva  en  cada  departamento. 

He  puesto  todo  el  esmero  posible  en  la  jenuina  vemion  y exacta 
corrección  de  la  obra,  con  el  fin  de  qne  la  traducción  se  aproxime 
cuanto  me  ha  sido  posible  a la  excelencia  del  orijinal,  y sea,  asi 
como  este  lo  es  en  Francia,  un  tratado  de  pública  utilidad,  y un  no- 
ble estímulo  a la  estudiosa  juventud  chilena. 

Dígne.se  V.  S.  recibir  este  lijero  obsequio  de  amistad,  como  una 
petjncña  muestra  del  afecto  con  qne  siempre  ha  distinguido  a su 
servidor 

Santiagn,  Jt  tle  enero  He 

AZdmiLBfl  Airxomo  bb  oo&bba. 
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Los  procedimientos,  las  mas  voces  injeniosos.dcquese  servían  los  Can- 
teros y Carpinteros  para  construir  un  depurado,  eran  ciertamente  cono- 
cidos desde  mui  atras;  pero  por  lo  común  no  ofrccian  sino  métodos 
aislados,  particulares  a cada  problema,  y que  cada  artista  debía  inventar 
a medida  que  se  aventuraban  en  nuevas  combinaciones  de  bóvedas.  Solo 
a fínes  del  último  siglo  fue  cuaudo  el  célebre  Mü.vgi:  compiló  estos  va- 
rios procedimientos  en  un  cuerpo  de  doctrina,  cuyos  principios  jcnerales 
esposo  bajo  ol  título  de  Jeomotría  descriptiva;  de  este  modo,  creó 
una  ciencia,  tan  propia  para  representar  los  cuerpos  con  exactitud,  como 
para  darnos  los  medios  mas  espeditos  de  indagar  las  propiedades 
jenernies  do  la  cstension  considerada  do  un  modo  abstracto.  La  obra 
que  sobre  la  materia  ha  escrito  este  ilustre  Jeometra,  os  sin  duda  ningu- 
na un  modelo  de  claridad;  pero  deja  vacíos  en  muchas  teorías  importan- 
tes, y no  presenta  ejemplos  bastante  numerosos  y variados  pura  que  el 
lector  pueda  adquirir  el  hábito  que  require  el  método  de  proyección.  Es 
ademas  mui  esencial  que  los  depurados  estén  siempre  trazados  según 
un  sistema  de  puntuación  sujeto  a reglas  constantes,  para  que  asi  puedan 
manifestar  sin  ambigüedad,  y por  medio  de  una  especie  de  lenguaje 
sensible  al  ojo  del  espectador,  la  respectiva  posición  de  las  diversas 
partes  del  objeto  deñnido. 

Con  este  doble  objeto  se  ha  escrito  la  presento  obra,  en  la  cual  he  segui- 
do el  urden  adoptado  por  el  programa  de  la  Escuela  Politécnica;  a lo  mé- 
nos  en  cuanto  lo  permiten  las  diferencias  que  necesariamente  Imi  cutre 
un  tratado  escrito  y un  curso  oral,  en  que  la  distribución  de  las  materias 
debo  subordinarse  al  tiom|ioquc  los  alumnos  necesitan  para  ejecutar, 
en  el  intervalo  de  las  lecciones,  los  trabajos  grádeos  que  dicen  relación 
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a üllud.  Sin  embargo,  al  muntiplicar  l4a  ejemplos  relativos  a los  proble- 
mas de  los  planos  tanjentes  y de  las  intersecciones  de  las  superficies,  que 
es  lo  que  dará  lugar  a los  alumnos  para  que  puedan  variar  entre  si  los  da- 
tos de  una  misma  cuestión,  no  Le  crcido  deberme  circunscribir  a los  lími- 
tes de  este  programa,  que  la  corta  duración  de  los  estudios  de  la  Escuela 
Politécnica  ha  motivado  a restrinjir  mucho;  sino  que  he  tenido  el  designio 
de  presentar  a los  injenieros  y alas  personas,  que  ya  sea  por  gusto  o por 
su  estado,  quieran  profundizar  esta  ciencia  susceptible  de  tantas  y tan  di- 
versas aplicaciones,  los  medios  de  estudiar  todos  losrecursosdc  la  Jeomc- 
tría  descriptiva.  Por  consiguiente,  me  he  estendido  en  las  superñcies  de- 
sarrollables  y las  envolventes,  en  las  belizoides  desarrollables  o gansas, 
en  lo  curbatura  y ovolutas  de  las  enrbas  gansas,  en  la  carbatnra  de  las  sn- 
perficies  y sus  líneas  de  curbatura  cuya  teoría  he  establecido  por  medio 
de  consideraciones  sintéticas,  ocompeñándolos  de  diversos  ejemplos. 
En  cuanto  a los  superfícies  gausas,  tan  importantes  por  el  frecuente  oso 
que  de  ellas  se  hace  en  las  artes,  me  ha  convencido  una  larga  esperien- 
cia  que  por  de  pronto  era  mejor  no  citar  sino  algunos  ejemplos  mui  sen- 
cillos de  estas  superñcies,  para  evitar  de  este  modo  que  los  alumnos  las 
confundiesencon  las  qne  son  desarrollables;  y en  seguida,  reunir  todas  las 
partes  de  la  teoría  completa  de  esta  clase  de  superficies  en  un  libro  sepa- 
rado, cuya  teoría  he  tenido  cuidado  de  apoyar  también  en  numerosos 
ejemplos,  en  ios  cuales  se  realizan  las  constrneciones  indicadas  en  la 
csposicion  jciieral.  Este  órden  tiene  ademas  la  ventaja  de  estar  de  acuer- 
do con  la  marcha  del  curso  de  la  Escuela  Politécnica,  en  el  que  no  so 
presentan  las  propiedades  jenerales  de  las  superñcies  gausas,  sino  en  nim 
época  próxima  a sus  aplicaciones  a la  Estcrcotomía,  que  hace  resaltar 
mas  toda  su  importancia.  Finalmente,  so  han  rennido  en  las  Adicciones 
algunos  teoremas  útiles  para  las  Sombras  y la  Perspectiva,  con  una  espo- 
sicion  sucinta  del  método  de  los  Planos  de  acotación  que  sirve  para  los 
dibujos  de  Fortiñcacion. 

Fhi  esta  segunda  edición,  lio  añadido  muchos  depurados  nuevos,  y la 
teoría  y trazado  de  loa  Engargantes,  ha  oumentado  en  nuete  el  número 
de  las  Láminas.  En  cuanto  a la  obra  que  lie  anunciado  sobre  las  Som- 
bras, la  Perspectiva  y la  Estcrcotomía  ya  están  terminados  la  redacción 
y los  dibujos  para  los  dos  tercios  del  volúnicn,  y ine  esforzaré  cu  com- 
filctnrla  tan  pronto  como  me  sea  posible. 
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entóneos  iu  sección  recta  y las  jcneratriccs  de  esta  supcr6cic 

Una  curba  situada  sobro  el  cilindro , se  transforma  en  otra  curba  cuyos 
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rectilínia  después  de  desarrollada  esta  superfícte 
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CAPITTTLO  PRIIOPO. 

Nociones  preliminares. 

1 . Cada  paso  que  damos  en  las  cienrias  o en  las  artes,  nos  con- 
vence mas  de  la  necesidad  de  trasmitir  a los  demas  hombres  el  co- 
nocimiento exacto  de  las  formas  que  caracterizan  a los  cuerpos , ya 
sea  para  manifestar  las  razones  jeométricas  que  en  ellos  se  descu- 
bren, o ya  para  guiar  a los  artistas  encargados  de  reproducir  estos 
objetos,  según  formas  y dimensiones  determinadas  con  anticipación. 
Entre  todos  los  medios  conocidos  el  mas  eficaz,  y algunas  veces  el 
único  capaz  de  llenar  completamente  este  fin  es  la  descripción  grá- 
fica de  los  cuerpos,  y este  es  también,  el  primer  objeto  de  la  Jeomé- 
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tría  descríptiva,  cuyos  in^'todos  jenerah's  lle);an  a ser  por  su  fecun- 
didad,  los  medios  de  iiiduguciou  mas  uroiiiodudos , para  desciiUrir  pro- 
piedades nuevas  de  la  extensión,  proporciona  ademas , el  conocimien- 
to de  los  procederes  necesarios  para  resolver  loa  diferentes  proble- 
mas de  perspectiva,  estereométria,  fortificación,  etc. 

2.  Pero  aquí  se  nos  presentan  dos  jéneros  de  dificultades ; en 
primer  lugar,  los  cuerpos  constan  siempre  de  tres  dimensiones,  v 
conocenios  mui  bien  que  el  efectuar  sus  constnicciones  en  el  espacio; 
seria  mui  incómodo,  cuando  no  impracticable ; es  por  cunsiguicntc 
necesario  hallar  métodos  que  nos  penniinn  referir  todos  los  puntos 
del  espacio  a un  solo  y mismo  plano,  o por  lo  ménos  que  reduz- 
can todas  las  operueiones  gráficas  a que  puedan  ejecutarse  en  este 
plano  único. 

3.  Pn  segundo  lugar,  estos  métodos  delaui  servir,  no  a establecer 
teorías  puramente  especulativas,  sino  a la  ejecución  de  operaciones 
reales,  es  pues  indispensable  que  presenten  una  precisión  completa  en  el 
modo  de  expresar  los  datos  y los  resiilladus  gráficos  de  cada  cues- 
tión; y en  esto  es  en  lo  que  principalmente  se  diferencian  de  los 
procedimientos  empleados  en  lajcometría  ordinaria,  a lo  ménos  cuando 
se  consideran  las  tres  dimensiones  del  espacio.  Con  efecto,  como  en 
la  jeometriu  ordinaria,  no  están  dibujados  las  figuras,  sino  para  que 
sirvan  de  guia  a la  imajinacion  en  la  serie  de  raciocinios  necesarios 
para  demostrar  la  verdad  de  un  teorema,  no  están  trazadas  sino  de 
un  modo  vago,  o según  ciertos  convenios  tácitos  que  contienen  siem- 
pre mucho  de  arbitrario.  Pura  convencerse  de  esto,  basta  recordemos 
el  método  de  resolver  el  problema  de  la  menor  distancia  entre 
dos  rectas  que  no  están  colocadas  en  un  mismo  jilano;  o si  no,  aquel 
en  que  se  trata  de  hallar  el  centro  y radio  de  una  esfera  que  se  quiere 
hacer  pasar  por  cuatro  puntos  dados,  verémos  tacilmente  que  en  es- 
tas cuestiones,  la  Jeomciría  ordinaria  indica  mui  bien  la  serie  de 
operaciones  que  es  preciso  ejecutar,  para  llegar  a la  solución  del  pro- 
blema ; pero  que  no  da  los  medios  de  efectuar  realmente  estas  cons- 
trucciones , y de  obtener  un  resultado  determinado  respecto  a la  mag- 
nitud y posición  de  la  menor  distancia,  como  tampoco  respecto  a la  lon- 
jitud  del  radio  y posición  dcl  centro  de  la  esfera;  es  por  consiguiente 
indispensable  adoptar  en  la  Jeometría  descriptiva  otro  método  de  cous- 
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triiccioii,  que  no  deje  nada  que  sea  arbitrario  en  la  representación  de  los 
datos  y resultados,  y que  nos  permita  también  efectuar  todas  las  opera- 
ciones gráficas  en  uno  solo  y mismo  plano;  pero  estas  dos  ventajas  no 
se  podrán  adquirir  sino  por  el  mHodo  de  la»  proyecciones,  cuyos  princi- 
pios vamos  a exponer. 

4.  Si  desde  un  punto  a situado  en  el  espacio,  bajamos  aun  plano  fi-  rm.  1. 
jo  VXY  una  perpendicular  «A,  el  pie  A de  esta  recta  se  llama  la  proyec- 
ción del  punto  a sobre  el  plano  de  (pie  su  trata.  Del  mismo  modo  ba- 
jando perpendiculares  de  todos  los  puntos  de  la  recta  abd...  la  serie  de 
los  puntos  A,U,D....  forma  lo  que  se  llama  proyección  de  la  recta  abd 
sobre  el  plano  fijo;  y esta  proyccciou  es  precisamente  rectilínea,  porque 
todas  estos  perpendiculares  están  contenidas  evidentemente  en  el  plano 
tirado  por  una  de  ellas,  tal  como  aX  y por  la  recta  ad,  la  intersección 
del  plano  proyectante  da  \ con  el  plano  de  proyección  VXY  es  la  que 
nos  da  la  proyección  .ABD. 

Kn  jeneral , la  proyección  de  una  ciirba  cualquiera  nmp  es  la  serie 
de  los  pies  délas  p<;rpendiculnrcs  niM,  nN,  ^P....  bajadas  délos 
diversos  puntos  de  lacurbaal  plano  fijo,  y esta  proyección  MNP... 
es  una  línea  cuya  curbatiira  se  diferencia  jcncralmente  de  la  de  la  cur- 
ba  dada  en  el  espacio.  El  conjunto  de  estas  perpcndicuJarcs  compone 
ana  superficie  cilindrica,  en  el  sentido  jeneral  de  esta  voz,  y se  le  da 
el  nombre  de  cilindro  proyectante  de  la  ciirba  mnp. 

5 Esto  supuesto,  decimos  que  un  punto , una  recta  o una  curba,  que- 
dan completamente  determinadas  de  posición , cuando  se  señalan  sus  pro- 
yecciones sobre  dos  planos  fijos  cuya  situación  es  conocida , sin  que 
sean  paralelos.  Con  efecto,  sean  VXY  y XYZ  dos  planos  de  esta  cíase, 

A y A’  los  proyecciones  dadas  de  un  punto  colocado  en  el  espacio  ; 
si  por  el  punto  A levantamos  una  perpendicular  indifinida  Xa 
al  plano  VXY,  esta  perpendicular  pasará  necesariamente  por  el  pun- 
to pedido;  este  punto  deberá  también  bailarse  sobre  la  recta  A’a 
levantada  perpcndicularmente  al  plano  XYZ;  y como  no  puede  ocu- 
par en  el  espacio  sino  una  sola  posición,  ésta  quedará  determinada  por 
la  intersección  de  estos  dos  perpendiculares.  Si  las  dos  rectas  Xa  y A’a 
no  se  encontrasen , no  e.xistiría  ningún  pnnto  del  espacio  que  tuviese 
por  proyecciones  a A y A’;  esto  nos  pmeba  que  las  dos  proyeccio- 
nes de  un  punto  no  deben  tomarse  arbitrariamente,  y que  bai  entre 


Digitized  by  Google 


4 LIIBU  f.  DK  LÁÉ  MCTAt  t Dt  Loa  rLANn*. 

ellas  una  dependencia  que  mui  pronto  esplicaremoa  (n?  10)/ 
riu.  I.  6.  Sean  AD  y A’D’  las  proyecciones  de  una  recta  desconocida,  da- 
das sobre  los  dos  planos  fijos  VXY  y XYZ.  Suponiendo  que  por  la 
primera  pasa  un  plano  indefinido  DAa  jx-rpeiidicular  al  VXY,  este 
plano  contendrá  evidentemente  la  recta  pedida,  esta  se  liallaru  también 
en  el  plano  D'A’a  tirado  por  D’A’  per|>cndieular  a XYZ;  luego  la  línea 
incógnita  se  hallará  necesariamente  en  la  intersección  de  estos  dos 
planos,  que  es  una  recta  única  y detrrminadn.  No  habrá  en  esto  mas 
excepción , que  la  del  caso  en  que  los  dos  planos  prnyí'ctantes  DA« 
y D’A’«  se  confundan  en  uno  solo;  lo  que  supone  (pie  la  recta  dada 
en  el  espacio,  así  como  también  sus  dos  jiroyecciones  son  exacta- 
mente perj)emliculares  a la  intersección  XY'  de  los  dos  planos  fijos:  en 
cuyo  caso  no  son  suficientes,  estas  dos  proyecciones  para  definir  la 
recta  en  cuestión , y seria  preciso  pedir  otra  tercera  proyección  efec- 
tuada sobre  otro  plano  fijo  • <pie  no  fuese  paralelo  a la  intersección 
«le  los  dos  primeros. 

7.  Finalmente,  si  se  nos  dan  las  proyeccioiu’s  MNl’  y .M'N’P’  «le  una 
curba  desconoci«la , supon«lr<''mos  que  por  la  primera  puse  un  cilindro 
jrcrpendicular  al  plano  VXY,  y por  la  segundn  otro  cilindro  perpen- 
dicular al  plano  XYZ;  la  curba  pedida  «leberá  hidlarse  cvi«ientemen- 
tc  sitimda  sobre  cada  una  «le  e.stas  superficies,  y por  consiguiente  «pie- 
darán  determinadas  su  posición  y forma  por  medi«)s  de  su  intersección 
mnp,  la  cual  ])odrá  mui  bien  ser  una  curba  de  dable  curh<Uura\  es 
decir,  una  curba  «pie  no  tenga  todos  sus  puntos  situados  en  un  mismo 
plano. 

Así  es  que  desde  aquí  en  adelante,  difinírémos  gráficamente  un 
punto  o una  línea  por  medio  de  sus  dos  proyecciones , y cuando  diga- 
mus  «pie  se  mis  da  tal  punto  o tul  línea,  debéremos  entender  que  son 
sus  pr«)yeccioncs  las  «pie  conocemos.  En  cuanto  a l¡is  superficies,  vere- 
mos mas  adelante  como  «hdicmos  ni«Mlificar  el  uso  do  las  proyecciones 
para  repr«»entarla3  cómodamente. 

íl.  En  cuanto  llevamos  «lidio,  hemos  supuesto  que  las  proyecciones 
se  ejecutan  por  inexiiu  de  rectas  bajadas  perpeiidiciilarniente  al  pla- 
no fijo.  Es  cierto  «pie  algunas  veces,  hacemos  uso  de  rectas  oblicuas  al 
plano,  aun«]uc  siempre  son  estas  paralelas  a una  dirección  dada,  y las 
consecuencias  que  hemos  establecido  en  los  números  5 , 6 y 7 siempre 
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snlifliston  las  mismas;  pero  es  preciso  tener  graves  motivos  para 
adoptar  este  jénoro  de  proyecciones , por  ser  en  jeneral  méiios  sencillo 
y presentar  ménos  exactitud  los  resultados  gráficos , en  virtnd  de  que 
cuando  las  rectas  se  cortan  oblicuamente,  hai  mucha  iiicertidumbre  cu 
determinar  la  posición  exacta  de  su  punto  de  encuentro.  Así  es  que 
a no  ser  que  lu  advirtamos  expresamente,  siempre  consideraréinos  las 
proyecciones  ortogonales. 

Por  iguales  motivos  , se  elijen  jeiicralmcntc  loe  planos  de  j>royeccion 
V'XY,  XYZ  perpendiculares  cutre  sí  y pura  concebirlos  con  mas 
facilidad  , supondremos  que  el  primero  es  horizontal  y el  otro  vertical. 
Su  intersección  XY,  que  es  una  línea  interesante,  se  llama  línea  de 
tierra. 

9.  He  aquí  un  método  suricicntc  para  expresar  gráficamente  los  da- 
tos de  un  problema,  sin  que  de  él  resulte  ninguna  indeterminación:  rés- 
tanos aliora  modificarlo  de  modo  que  puedan  ejecutarse  todas  las  cons- 
trucciones en  un  solo  plano.  I’ara  conseguir  este  objeto,  nos  figuramos, 
que  despiK's  de  Imber  proyectado  los  puntos  y lus  líneas  de  que  se 
trata  sobre  los  dos  ¡danos  rectangulares  VXY,  XYZ,  bu  jirado  este 
último  al  rededor  de  la  línea  de  tierra  .XY,  basta  abatirse  sobre  el  plano 
borizontal,  de  motio  qtie  no  forme  con  él  sino  un  solo  y mismo  plano  VZ’, 
y sobre  este  último  es  sobre  el  que  realmente  trazaréinos  todas  las  cons- 
trucciones que  bubiémmos  debido  bncer  sobre  los  dos  planos  primi- 
tivos. Ksto  no  obstntite,  no  debemos  ¡mrder  de  vista  (¡iie  si  admitimos 
este  abatimiento  no  es  sino  como  uti  medio  do  facilitar  la  ejecución; 
y siempre  que  queramos  explicar  una  operación  por  medio  do  con- 
sideraciones jeométricas  , deberémos  , idealmente,  considerar  el  plano 
vertical  levantado  y suponerlo  en  una  situación  perpendicular  al  pla- 
no borizontal. 

10.  Ejecutado  que  sea  el  abatimiento  de  los  planos  fijos , verémos  qno 
existe  entre  lus  dos  proyecciones  de  un  mismo  punto  del  es¡>acio  una  de- 
pendencia cuyo  cononocimiento  os  importantísimo  ; con  efecto,  las  dos 
rectas  Aa  y Xa'  que  proyectan  el  punto  « a A y A’,  son  pcrperdiciilares 
una  al  plano  horizontal  y otra  al  plano  vertical : y así  es  que  el  pla- 
no A«A’ , tirado  por  estas  dos  rectas , será  perpendicular  a los  dos 
planos  de  proyección , y por  consiguiente  lo  será  también  a su  in- 
tersección común  XY ; luego  el  plano  XaX'  cortará  a estos  dos,  se- 
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gnn  doa  rerta¡A  AF  y A’F  perpondioularcs  :imbn)i  en  iin  niiamo  pun- 
to F de  esta  línea  de  tierra.  Esto  supuesto,  ruando  el  plano  ver- 
tical XYZ  jim  ni  rededor  de  XY  ;•  lleva  roiisigo  in  recta  A'F,  que  do- 
rante este  movimiento,  permanece  siempre  perpendicular  al  ejeXY; 
por  consiguiente,  después  del  uimtiniiento  del  |)lnno  vertical , la  rec- 
ta FA’  tomará  una  posición  F.\”,  qtie  será  evidentemente  la  prolon- 
gación de  FA.  Y así  la>  dos  prmjecriones  A y .\”  de  un  mismo  pun- 
to de!  espacio,  deben  hallarse  siempre  sobre  una  misma  recto  perptndi- 
eular  a la  linca  de  tierra  .\Y,  después  de  haber  ahnti<Io  los  planos 
de  proyección  uno  sobre  otro:  de  modo  que.  si  arbitrariamente  ele- 
jimos  una  de  estas  proyecciones , la  A por  ejemplo  , será  preciso  ti- 
rar una  recta  indefinida  -\F  perpendicular  a .\Y  , y colocar  en  algún 
punto  de  la  prolongación  de  .\F,  la  segunda  proyección  A.” 

11.  En  cuanto  a la  recta  rtd,  si  abatimos  del  mismo  modo  el  punto 

I)’  a D”,  tendremos  que  la  proyección  vertical  .\T)’  será  después 
de  abatida  la  pero  esta  no  tendrá  con  la  proyección  horizontal 

AD  ninguna  dependencia  necesaria  , de  modo  que  podremos  trazar 
arbitrariamente  las  línc:is  AI)  y para  representar  las  dos  pro- 

yecciones de  una  misma  recta  colocada  en  el  es[>acio.  Sin  embargo, 
es  necesario  exceptuar  el  solo  caso  en  que  .\I)  es  perpendicular  a 
la  línea  de  tierra  XY  ; porque  entónecs  la  proyección  vertical  debe- 
rá también  ser  la  prolongación  do  AI)  ; ¡lero  hemos  dicho  ya  ( n?  G.  ) 
que  en  este  caso  particular,  las  dos  proyecciones  intiieadas  dejan  a la 
recta  en  una  posición  indeti'rminada 

12.  De  aquí  en  adelante  colocaremos  los  planos  do  proyección 
abatidos , de  modo  que  la  línea  de  tierra  X Y'  tenga  la  |)Osicion  indi- 
cada Jig.  2 y como  en  este  caso  la  parte  VX  Y'  de  la  hoja  de  dibujo  re- 
presenta  al  mismo  tiempo  la  parte  anterior  del  plano  horizontal, 
y la  inferior  del  plano  vertical  que  ha  venido  a confundirse  con  la 
primera,  miéntras  que  la  parte  .XYZ  comprenderá  la  porción  sn- 
¡terior  del  plano  vertical  y la  posterior  del  plano  horizontal,  sígnese  que 
no  será  ya  suficiente  para  que  un  punto  del  espacio  quede  enteramente 
determinado  gráficamente  , el  dar  indistintamente  sus  dos  proyecciones 
A y A’.  Será  preciso  aun  enunciar  si  el  punto  A es  la  proyección  hori- 
zontal , o si  es  la  vertical ; porque  cualquiera  de  estas  dos  hipótesis  es 
admisible,  y su  variación  produciría  una  gran  diferencia  en  la  posición 
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real  del  puiitu  en  el  espacio.  Con  el  fíii  de  que  podamos  conocer  a la  sim- 
ple vista,  el  plano  a que  se  refíere  cada  proyección , convendremos  en 
marcar  jenerulmente,  con  letras  sin  acento  las  proyecciones  horizonta- 
les do  los  puntos  o de  los  rectas , y con  letros  acentuadas  las  proyec- 
ciones rcriicales.  Y así  es  que  el  punto  ( A , A’ ) representará  un  pun- 
to  del  espacio,  cuya  proyección  horizontal  se  halla  en  A y la  vertical  en 
A’:  (d  ( B,  B’  ) representará  otro  punto  que  tiene  por  jíroycccion  hori- 
zontal a B y por  vertical  a B’ , lo  mismo  sucederá  con  el  punto  ( C , C’,) 
y con  el  ( D , 1)' ) : pero  el  lector  hará  mui  bien  en  ejercitar  su  iniajina- 
cion  en  la  represiuitacion  de  las  diversas  posiciones  de  varios  de  estos 
puntos,  figurándoselos  colocados  encima  o debajo,  delante  o detrás  de  los 
planos  de  proyección,  puraque  en  adelanto  pueda  reconocer  con  facili- 
dad en  cual  de  los  cuatro  ángulos  diedros,  formado  por  estos  dos  planos, 
es  en  el  que  está  colocado  un  punto  definido  por  sus  proyecciones. 

13.  Los  mismos  convenios  deben  aplicarse  a las  lineas;  y así  es 
que  la  recta  (AB,  A’B’)  será  la  que  tiene  por  proyección  liorizoii- 
tnl  a Aí$  y por  proyección  vertical  a A’B':  pero  como  ademas  una 
recta  queda  determinuJu  de  posición  cuando  se  conocen  dos  de  sus 
puntos,  vamos  a dar  el  medio  jeueral  de  hallar  las  trauisde  una  rec- 
ta, es  decir,  los  puntos  en  que  va  a encontrar  a los  dos  planos  de 
proyección. 

Como  la  traza  tertiral  de  la  recta  ( AB  , A’B’)  es  un  punto  común 
al  plano  vertical  y a la  recta,  debe  proyectarse  horizontulmcnte  sobre  la 
línea  de  tierra  X Y,  y también  sobre  la  línea  AB  prolongada  indefinida- 
mente : luego  esta  traza  tiene  por  proyección  horizontal  el  'punto  C , y 
por  consiguiente  se  hallará  en  algún  punto  de  la  vertical  CC’ : pero  es- 
ta misma  traza  debe  evidentemente  estar  situada  sobre  la  proyección  ver- 
tical indefinida  A’B’ ; luego  se  halla  en  el  punto  C’.  Do  aquí  deducimos 
esta  regla  jeneral,  cuya  aplicación  deberemos  procurar  nos  sea  mui  fami- 
liar; prolónguese  ¡a  proyección  horizontal  ele  la  recta  hasta  la  linca  de 
tierra , y en  este  punto  lenántese  una  vertical  indefinida  al  encuentro 
de  ésta  con  la  proyección  vertical , nos  dará  a conocer  la  traza  ver- 
tical de  la  recta  propuesta. 

La  traza  horizontal  de  la  misma  recta  , es  un  punto  situado  al  mis- 
mo tiempo  en  el  plano  horizontal  y sobre  la  linca  propuesta,  por  consi- 
guiente 80  proyectará  verticalmente  sobre  la  línea  de  tierra  X Y , y sobre 
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la  A’B’  indeñnida ; luego  esta  traza  tendrá  por  proyección  vertical, 
el  punto  D' , y ademaa  ae  hallará  colocada  en  alguii  punto  de  la 
perpendicular  D’D  n la  línea  de  tierra.  Pero  como  también  esta  tra- 
za debe  necesariamente  hallarse  sobre  la  proyección  horizontal  AB 
indeñnida,  síguese  que  se  hollará  en  el  punto  D.  Y así,  en  jeneral,^/>v>/ón- 
gurte  la  proyrrrüm  rertiral  hasta  la  Ihira  de  tiri-ra  , »/  en  este  ptm- 
to  Irrúntese  n esta  última  linea  una  ¡¡erpendindar  indefinida  epte,  jMtr 
su  eneiientro  eon  la  proi/eeeion  horizontal , determinará  la  traza  ho- 
riztmtal  de  la  reeta  en  cuestión. 

14.  Recíprocamente,  si  se  nos  diesen  las  dos  trazas  I)  y C'  de 
una  recta,  nos  seria  fácil  deducir  de  ellas  las  proveccionea  «le  esta:  por- 
que como  el  punto  C pertenece  n la  recta  misma,  la  perpendicular  CC 
bajada  a la  línea  de  tierra,  nos  dará  a conocer  un  punto  C de  la  proyección 
horizontal,  y esta  proyección  será  evidentemente  Ib  recta  DC.  Asimismo, 
si  proyectamos  el  piínto  D que  pertenece  n la  recta  , a la  línea  de  tierro, 
nos  dará  un  punto  D’  «le  la  proyección  vertical,  y esta  ])royeccion  será 
la  D’C’. 

Creemos  mui  i'itil  el  ejercicio  en  rosolvfir  estas  «los  cuestiones  re- 
cípr«)ca8  , en  rectas  colocadas  de  varios  modos,  tales  s«>n  las  que  i»n 
la  figura  íl  ti«-nen  las  líneas  (Kl‘^,  E'F’),  cuya  traza  horizontal 
se  halla  en  F y la  vertical  en  (”,  y la  (IIK,  H’K’),  cuya  traza  ver- 
tical es  K’  y la  horizontal  L. 

15.  .\1  concluir  estas  nociones  preliminares  , dart'mios  algunas  re- 
glas cuya  práctica  es  esencial  obsenarse  ni  |>oner  en  limpio  la  resolu- 
ción de  los  problemas,  (’on  efecto,  debiendo  «'stos  dibujos  servir  para 
representar  exactamente  la  forma  de  los  objetos,  es  ¡treciso  «pie  los  va- 
rios modos  de  puntuación  que  empleemos  en  ellos  , presenten  una  es- 
pecie de  lenguaje  intelijible  al  ojo , es  decir,  que  manifiesten  claramen- 
te la  situación  relativa  de  las  diferentes  part«'s , distingan  las  que 
están  ocultas  de  las  que  son  visibles  al  observador , y hagan  discer- 
nir los  resultados  de  un  problema  de  las  líneas  que  no  han  servido 
sino  como  medios  auxiliares  paro  hallar  su  resolución : «^sta  es  la  ra- 
zón porque  constantemente  adoptaremos  las  reglas  siguientes: 

1?  Las  líneas  pni.xciPAi.ES,  es  decir , las  que  representan  los  da- 
tos o los  resultados  de  un  problema , estarán  señaladas  con  una  ra- 
ya  unida  y continua,  siempre  que  sean  visibles ; pero  si  estas  líneas 
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principales  fueren  incUiblet , las  harémos  de  puntos , es  decir  traza- 
das con  puntos  redondos.  Vemos  ejemplos  de  estos  dos  modos  de 
puntuación  en  las  líneas  ABCD  y EFGH  de  la  Jig.  5 bit. 

2*  Las  líneas  ai’xiliahü.s,  es  decir , todas  las  que  no  se  hallan  com- 
prendidas en  la  clase  precedente , y cuyo  único  objeto  es  llegar  a la 
solución  del  problema,  serán  punteadas  o compuestas  de  pequeñas  lí- 
neas interrumpidas  : tal  os  la  línea  P en  la,^^.  3.  bis.  En  cnanto  a es- 
tas líneas  auxiliares,  no  tendrémos  nunca  necesidad  de  distinguir  si  se 
ven  o no , porque  siempre  se  miran  como  que  no  existen  sino  en  la  ima- 
jinacion  del  jeómetra , que  es  quien  las  concibe  para  llegar  al  resul- 
tado que  se  le  pide. 

3?  Cuando  entre  estas  líneas  auxiliares  se  hulla  alguna  que  pre- 
sente mas  Ínteres  e importancia  que  las  demás,  y (pieramos  llamar  la 
atención  hacia  ella  de  un  modo  particular,  podrémos  expresarla  por 
una  recta  mista  compuesta  de  rayitus  pequeñas  separadas  |)or  uno  o dos 
puntos  redondos,  según  se  ve  en  las  rectas  M y N de  la  fig.  3 bis.  Sin 
embargo  de  esto,  debemos  evitar  cuidadosamente  no  aumentar  mucho 
esta  puntuación,  y consultar  sobre  c.ste  particular  el  buen  gusto  y los  mo- 
delos selectos;  ademas,  es  preciso  que  no  cniplocmo.s  jamas  estas  líneas 
mistas,  para  expresar  las  rectas  cuyo  único  objeto  es  reunir  las  dos 
proyecciones  de  un  mismo  punto. 

16.  Solo  nos  resta  ahora  explicar  como  discerniréraoa  entre  las  líneas 
PRi>'ciPALi'.s  de  cada  cuestión,  los  que  son  visibles  y <|ue  por  consiguiente 
deben  señalarse  con  línea  seguida,  de  las  que  son  invisibles  y (|ue  deben 
trazarse  de  puntos.  No  podremos,  por  ahora,  dar  reglas  completas  sobre 
este  asunto  hasta  tanto  que  háyamos  hablado  de  las  .superficies  curbas 
y de  sus  planos  tanjentes;  poro  como  en  los  primeros  problemas,  que 
van  a ser  el  objeto  de  nuestras  indagaciones,  no  se  hallan  sino  rectas  y 
planos,  nos  bastará,  por  ahora,  sentar  lo.s  convenios  siguientes: 

Supondremos,  siempre  , que  el  observador  que  considera  la  proyec- 
ción de  un  objeto  sobre  el  plano  horizonta! , está  colocado  sobre  este 
plano  a una  distancia  infinita  en  la  rirtical  que  pasa  por  un  pun- 
to ciiahpiiera  de  este  objeto , pero  delante  del  jilano  vertical ; y este 
convenio  que  simpliñeará , según  veremos  mas  adelante , la  traza  del 
contorno  aparente  de  los  superficies  curbas , lo  ha  sujerido  el  modo  de 
que  nos  servimos  para  proyectar  los  puntos  del  espacio  sobre  un  pla- 
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no.  Con  efecto  , los  rayos  visunlos  fjiic  sulen  desde  el  ojo  del  ohscn  a- 
dor  a todos  los  puntos  do  un  cuer]io , so  aproximan  tanto  mas  a ser 
pcr[)endiriilures  al  plano  hori/ontal , cnanto  mas  se  eleve  el  obsena- 
dor  sobre  la  inisina  vertical,  de  modo  <|ue  cuando  el  punto  de  vista 
está  aúna  distancia  intinita,  estos  rayos  son  paralelos  y coinciden  coti- 
las rectas  tpie  sirven  para  proyectar  los  puntos  del  cueqio.  De  don- 
de se  sigue  que  la  proijcrcitm  horizontal  de  un  objeto,  no  es  otra 
rosa  que  v.va  vista  de  este  idijeto , toniaila  drmle  un  punto  infhiita- 
mente  distante,  colocado  sobre  la  rertical ; este  resultado  justifica 
suficientemente  el  convenio  enunciado  mas  arriba. 

Por  uiiu  razón  semejante , toda  proyección  rniical  se  considera 
como  una  vista  del  ob.servador  colocado  a una  distancia  infinita  so- 
bre una  perpendicular  al  plano  rertical,  lerantada  a este  qelano  rn 
la  parte  anterior  y encima  del  plano  horizontal . 

Según  esto,  toda  línea  o porción  de  línea  principal  que  se  halle 
debajo  del  plano  horizontal , o detrás  del  plano  vertical , la  reputa- 
remos como  invisible , y como  tal  será  de  puntos  redondos.  í^i  ade- 
mas 80  halla  en  la  cuestión  algún  plano  que  exista  realmente , y al- 
guna parte  de  línea  principal  está  situada  detrás  de  este  plano  o 
debajo  de  él,  con  respecto  al  obserxador,  también  esta  parte  debe- 
rá puntuarse ; pero  es  preciso  recordemos  que  estas  distinciones  no 
deben  tenor  lugar  respecto  a las  líneas  auxiliares,  por  la  razón  citada 
( II?  15,  2?)  Desde  luego,  podemos  reconocer  la  aplicación  de  estas 
reglas  en  la  3. , y tendrémos  cuidado  de  recordarlas  en  la  ma- 
yor parte  de  los  problemas  que  vamos  a resolver. 

C.VPITULO  II. 

Problemas  sobre  las  línea  rectas  y los  planos, 

ríe.  4.  17.  Construir  la  recta  que  pasa  por  dos  puntos  dados  (A,  A’) 

y (M,M’)  1/  hallar  enseguida  la  rerdadera  distancia  de  estos  dos 
puntos  (*). 

J Antes  de  construir  un  depurado,  es  esencial  obserrar  las  qnecau- 
ciones  siguientes.  Primeramente,  se  traza  cem  lápiz,  una  recta  indefinida 
hácia  el  medio  de  la  hoja  en  que  se  rá  a dibujar -y  próximamente  para- 
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Según  lae  deñiiicioneíi  c.stabiccidae  en  el  ii9  4 , es  evidente  que  la 
proyección  horizontal  ilc  la  recta  que  huacaino!)  pasará  por  los  pun- 
tos AyM.al  propio  tiempo  que  la  proyección  vertical  lo  efectuará 
por  A’ y .M’;  luego  e.sta  recta  indeñnida  se  halla  proyectada  según  AMB 
y A’M'B’ , y de  este  niotlo  queda  enterainciito  deteriniiinda  su  posi- 
ción ( n?  6. ) Podemos  ademas  construir  sus  trazas  ( u?  13.)  , que  son 
los  puntos  (B,B’)  y (C,  C’). 

£n  cuanto  a la  distancia  do  los  dos  puntos  dados ; está  medida  en 
el  espacio,  por  la  porción  de  recta  proyectada  sobre  A M y A’M’;  pe- 
ro nos  es  tácil  ver  que  una  recta  finita  es  siempre  mas  larga  que  su 
proyección  sobre  un  plano,  excoptuaiulo  el  caso  de  que  la  primera  sea 
paralela  al  plano  sobre  que  se  proyecta;  ¡lorqne  en  este  caso,  ¡a  recta 
(lacla  en  el  espacio,  es  erUlrntemcnte  de  la  misma  longitud  ijue  su  prenfcc- 
cion.  Según  esta  obseiracion,  supongamos  que  la  línea  (.\M , A’M’) 
jira  alrededor  de  la  vertical  proyectada  en  A,  sin  cambiar  de  inclina- 
ción con  esta  última,  fácilmente  nos  persiiadiréinos  ipie  en  virtud  de  este 
movimiento , el  c.xtremo  (A,A’)  permanecerá  inmóvil , y que  el  otro 
extremo  (M,M')  se  mantendrá  a una  altura  constante,  y solo  des- 

lela  a su  largo-,  en  seguida  se  traza  otra  segunda  recta  extutamente  per- 
pendicular a la  yw'mera,  sirviéndonos  para  ejecutarlo  de  arcos  de  círcu- 
lo; por  /<i  cíctwiríra  no  es  un  instrumento  en  cutja  exactitud  debemos 
confiar,  ¡tara  emplearla  en  lerantar  jfcrpendiculares  (pie  deban  tener 
una  lonjitud  algo  considerable.  Pero  la  escuadra  puede  mui  bien 
serrirnos  para  tirar  paralelas  por  un  procedimiento  mui  exacto  y expe- 
dito, que  consiste  en  hacerla  resbalar  a lo  largo  de  una  regla  fija;  y asi  es- 
que  por  este  medio  debemos  trazar,  en  cada  depurado,  la  linea  de  tierra 
y todas  las  demas  lineas  que  sem  perpendiculares  o paralelas  a ella, 
dirijiéndonos,  siempre,  sobre  las  dos  rectas  rectángulares  cuya  construc- 
ción acabamos  de  recomendar;  <pu  forman  lo  que  los  prácticos  llaman 
la  traza  en  cuadro. 

A esto  debemos  añadir  que  a pesar  de  la  imperrtancia  de  la  linea  de 
tierra , no  debemos  señalarla  con  una  linea  mas  gruesa  que  las  demas 
lineas  principales;  porque  si  asi  se  ejecutase,  nos  produciria  jcneralmente 
inexactitudes  respecto  al  verdadero  punto  en  que  la  encontraban  las 
demos  líneas  del  depurado. 
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cribirá  un  arco  de  círculo  al  re.ledor  del  eje  de  rotación.  Esto  su- 
puesto, 'si  se  continúa  este  nioviinicnto,  hasta  tanto  que  la  recta  mó- 
vil llegue  a ser  paralela  al  plano  rertiral , lo  que  sucetlerá  ciinndo 
la  proyección  AM  haya  tomado  la  situación  Al’ , juiralela  a la  linea 
de  tierra  X Y , en  este  caso,  el  extremo  M que  lia  venido  a parar  a 
P,  se  hallará  proyectado  verticalmente  (n?  10)  en  algún  punto  de  la 
PIP’  perpendicular  a XY;  y como  esta  recta  debe  hallarse  a la  mis- 
ma altara  que  M’,  si  tiramos  la  horizontal  liM’P',  tendrénios  que 
el  punto  P’  será  la  proyección  vertical  del  extremo  móvil  de  la  recta 
en  cuestión.  Como  ademas  sabemos  que  el  otro  extremo  (A, A')  ha  per- 
manecido invariable ; síguese  que  la  recta  (AM  , A'M’)  se  hallará  aho- 
ra proyectado  según  AP  y A’P';  y su  verdadera  lonjitud  es  precisamen- 
te la  proyección  vertical  A’P’,  según  la  observación  hecha  al  principio 
de  este  artículo.  De  aquí  deducimos  la  regla  siguiente,  que  procurarémot 
nos  sea  mui  familiar. 

nc,  4.  Para  hallar  la  distancia  que  hai  entre  dos  puntos  ( A , A’ ) y 
( M,M’  ),  formaremos  un  triángulo  rectángulo  A’H'P’  en  el  cual  un  ca- 
leta A’H’  sea  la  diferencia  de  alturas  A'R  y M'K  de  estos  dos  puntos 
sobre  el  plano  horizontal,  y el  otro  H'P’  sea  igual  al  intervalo  .\M  de 
sus  dos  proyecciones  horizontales:  la  hijwtenusa  A’P’  será  la  distancia 
pedida. 

18.  Hubiéramos  hallado  el  mismo  resultado,  constniyendo  sobre  el 
plano  horizontal,  un  triángulo  rectángulo  que  tuviese  un  cateto  igual  a la 
dijerencia  de  las  distancias  AR  y MK  que  hai  al  plano  vertical  desde 
los  dos  puntos  dados,  y el  otro  cateto  el  intervalo  A’M'  que  hai  entre  sus 
proyecciones  verticales;  la  hijmtenusa  .\Q.  expresa  ría  también  la  distancia 
a que  se  hallan  los  dos  puntos  en  el  espacio;  está  distancia,  deberá  ser  en- 
teramente igual  a A'P’,  Para  explicar  esta  nueva  construcción , bastará 
ñas  figuremos  que  la  recta  propuesta  ha  jirado  al  rededor  de  la  hori- 
zontal que  está  proyectada  verticalmcntc  en  A’,  sin  cambiar  de  inclina- 
ción respecto  a esta  última,  hasta  tanto  que  esta  recta  móvil  llegue  a 
ser  paralela  al  plano  horizontal. 

19.  También  hubiéramos  podido  uAatir  la  recta  (AM,.VM’)  sobre 
el  plano  horizontal , haciendo  jirar  el  trapecio  invariable,  formado  por 
la  recta  propuesta  y por  las  verticales  que  sirven  para  proyectar  sos 
extremidades  a A y M,  alrededor  de  AM  como  chamela.  En  todo  este 
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movimiento  las  dos  verticales  permanecerán  siempre  perpendiculares  a 
a charnela  AM , y tomarán  las  posiciones  AA’WRA’,  MM”=KM’; 
de  modo  que  trazando  la  recta  A”M’’,  hubiéramos  también  obtenido  la 
verdadera  distancia  de  los  dos  puntos  (A,  A’)  y (M,M’).  Aquí  se  nos 
presenta  una  comprobación  del  problema , que  nunca  debemos  despre- 
ciar en  las  operaciones  gráficas;  y es,  que  la  prolongación  de  la  línea 
A”  M”  debe  ir  a pasar  por  B,  porque  siendo  este  último  punto,  la  traza 
horizontal  de  la  recta  primitiva,  debe  estar  situado  sobre  la  chamela 
AMB,  y por  esto,  ha  debido  permanecer  inmóbil  mientras  duró  la  re- 
volución de  la  recta. 

20.  Reciprocamtnte  , ti  se  nos  diese  la  recta  indefinida  (AB,  A’B’) 
y uno  de  tus  puntos  (A,  A’),  y quisiéramos  hallar  sobreestá  linea 
otro  punto  (M,  M’^  que  distase  del  primero  una  eantidad  dada  i 
abatiríamos  la  recta  propuesta  al  plano  horizontal , según  lo  hemos 
hecho  anteriormente,  haciendo  a AA”=RA’ , y tirando  la  A"B.  Toma- 
ríamos, en  seguida,  sobre  esta  última  linea  un  iulertalo  A”M”=d;  le- 
vantando después  la  recta  abatida  A"B , hallaríamos  que  el  punto  M”, 
correspondía  al  M,  por  medio  de  una  perpendicular  bajada  desde  él 
a la  chamela  AB:  ñnalinente,  do  la  proyección  horizontal  M , dedu- 
ciríamos (n?  10.)  la  otra  proyección  M’ ; con  lo  cual  qiiedaria  com- 
pletamente determinado  el  punto  pedido. 

21.  Tirar  por  un  punto  dado  (D,  D’)  una  recta  que  sea  2><tra-  r'c.  S. 
lela  a otra  recta  conocida  (AB,A’B’). 

Siempre  que  dos  rectas  son  paralelas  en  el  espacio , los  planos  que  las 
proyectan  son  evidentemente  paralelos  entre  sí , y por  consiguiente  son 
también  paralelas  los  intersecciones  de  estos,  con  el  piano  de  proyección; 
es  decir,  que  las  proyecciones  de  las  rectas  serán  indispensablemente  pa- 
ralelas una  a otra.  Y recíprocamente , siempre  tjue  las  proyecciones 
horizontales  de  dos  rectas  son  paralelas , y sucede  esto  mismo  con 
las  proyecciones  verticales  , los  cuatro  planos  proyectanti's  serán 
paralelos  de  dos  eii  dos : de  esto  se  sigue , que  sus  mutuos  interse- 
ciones , es  decir,  las  rectas  situadas  en  el  espacio,  serán  también  |)a- 
ralelas  entre  sí.  De  aquí  concluirémos  que  si  tiramos  por  el  punto  D una 
paralela  DE  a la  AB , y por  el  punto  D'  otra  D'E'  también  para- 
lela a A’B’,  la  recta  en  cuestidn  tendrá  por  proyeccines  a DE  y 
D’E';  y de  este  modo  quedará  completamente  deteriiiidu:  ¡as  trazas 
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do  esta  recta , que  son  los  puntos  F y E’,  so  conslriiyoii  sogun  lo  liemos 
dicho  ya  n?  13. 

no.  0.  22.  Construir  un  plano  qur  pase  por  tres  puntos  dados  ( A, A’  ) 

(B.B’)  y(0,C’). 

En  primor  lugar  observcino.s  que  pura  dotorniiuur  gráíicamontc  la  po- 
sición do  un  plano,  será  siificionto  señalar  sus  dos  trazas,  es-do- 
cir  las  intersecciones  de  este  plano  con  los  |>lanos  de  proyección.  Es- 
tas dos  trazas,  deberán  cortar  siempre  a la  línea  de  tierra  en  un  mis- 
mo punto , poro  el  ángulo  que  estas  tnizus  Ibriimn  entre  sí , en 
el  abatimiento  de  los  planos  de  proyección , no  es  igual  al  que 
estas  líneas  forman  en  el  espacio.  Es  ademas  mui  evidente,  que  siem- 
pre que  una  recta  esté  colocada  sobre  nii  plano , las  trazas  de  osta 
recta  (ii9  13)  deben  hallarse  situadas  en  alguno  de  los  puntos  de  las 
trazas  del  plano. 

Esto  supuesto , unamos  los  puntos  dados  de  dos  cu  dos  por  medio  de 
las  rectos (.\B,  A’B’),  ( BC  , B’C’  ),  y ( .\C,  .V’C’  ),  como  cada  una  de 
estas  rectas  tiene  dos  puntos  en  el  plano  que  buscamos  , todos  los  puntos 
de  ellas  se  hallarán  también  sobre  este  mismo  plano,  y estarán,  por  con- 
siguiente, todas  ellas  sobre  <licho  plano;  construyamos  en  seguida  , asi 
como  lo  hicimos  en  el  n?  13 , las  trazas  verticales  E’ , F’  y («’  de  estas 
rectas.  Estos  tres  puntos  que  evidentemente  deben  pertenecer  a la  in- 
tersección del  plano  pedido  con  el  plano  vertical  de  proyección  , es- 
tarán precisamente  en  línea  recta , y seriui  mas  que  suficientes  para 

determinar  la  traza  rertical  E'F’Cí’  del  plano  pedido.  Asimismo , la 
traza  horizontal  DIIK  de  este  mismo  plano,  se  obtendrá,  con  cons- 
truir las  trazas  horizontales  D , H y K de  las  tres  rectas  aii.xiliarcs; 
las  dos  líneas  E’G’  y DII  halladas  por  este  medio , deberán  ademas 
ir  a encontrara  la  línea  de  tierra  -XY  en  un  mismo  punto  U.;  esta 
circunstancia,  nos  proporciona  otro  nuevo  modo  de  comprobarlas  cons- 
trucciones anteriores. 

8i  quisiéramos  hacer  pasar  un  plano  por  una  recta  y un  pun- 
to dado , uniríamos  este  punto  con  otro  cualquiera  de  la  recta , o si- 
no, tiraríamos  una  paralela  a esta  por  el  punto  dado ; en  este  caso, 

conoceríamos  dos  rectas  situadas  sobre  el  plano  que  buscamos,  y 

las  trazas  do  estas  líneas  serían  suficientes  para  determinar  las  del 
plano  pedido. 
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23.  Por  un  punto  (Jado  (A,  A’)  harrr  paxar  un  ¡daño  que  sea  fio.  7. 
paralelo  a otro  plano  rui/a  traza  horizontal  es  ST  y la  rertieal  TU’. 

Es  cvidontt!,  qiic  dos  planos  paralelos  deben  tener  sns  trazas  res- 
pectivamente paralelas ; y en  virtud  de  esto , será  snficiente  hallar  un 
solo  punto  de  cada  una  de  las  trazas  del  plano  podido.  Para  conse- 
guirlo, figurémonos  tirada  por  el  punto  dado  ( A,  A’)  unet  recta  auxiliar 
que  esté  situada  en  el  plano  desconocido;  la  elección  mas  sencilla  es 
la  de  tirar  esta  recta  paralclament,  a la  traza  horizontal  de  este  mismo 
plano , o lo  qne  es  lo  mismo,  paralela  a ST.  Por  consiguiente,  si  tira- 
mos en  esta  dirección  la  recta  AB  y la  A’B’  paralela  a la  línea  de 
tierra , estas  serán  evidentemente  las  dos  proyecciones  de  la  liorizon 
tal  situada  en  el  plano  desconocido.  Hecho  esto , si  construimos 
(n?  13)  el  punto  B’  en  que  la  recta  penetra  al  plano  vertical  de 
proyección  , este  punto  pertenecerá  precisamente  a la  traza  del  pla- 
no qne  buscamos,  que  por  consiguiente  será  la  recta  B’Q  paralela 
aV'T;  como  la  otra  traza  debe  pasar  por  el  punto  Q,  será  la  línea 
PQ  paralela  a TS. 

Podemos  también , como  por  medio  de  verificación,  construir  di- 
rectamente un  punto  de  la  traza  horizontal  del  plano  incógnito.  Para 
esto,  nos  imajinarémos  que  en  este  plano  y por  el  punto  (A, A') 
pasa  una  recta  au.viliar  paralela  a la  traza  vertical  de  este  plano,  esta 
recta,  tendrá  evidentemente  jjor  proyecciones  a la  AC  paralela  a la 
línea  de  tierra  y A’C’  paralela  a V’T.  8i  ahora  determinamos  (n?  13.) 
el  punto  C en  que  esta  recta  auxiliar  penetra  al  plano  horizontal  de 
proyección , este  punto  pertenecerá  necesariamente  a la  traza  del 
plano  pedido ; y así  será  indispensable  (pie  la  recta  PQ,  ya  construi- 
da, pase  por  el  punto  C. 

24.  Obsérvese  que  sí  en  el  depurado  de  la  figura , hubiésemos  con- 
siderado a los  dos  planos  STV’  y PQR’  como  si  realmente  exis- 
tiesen ; el  primero  de 'ellos  hubiera  ocultado  al  segundo,  y en  este 
raso  debíamos  haber  hecho  de  punto»  las  trazas  de  este  último 
(n?  15,  1?),  cuya  operación  hubiera  multiplicado  mucho  los  puntos 
redondos , y sobre  todo,  hubiera  tenido  el  grave  inconveniente  de  no 
dejar  distinguir  las  partes  de  las  trazas  situadas  hacia  la  parte  an- 
terior de  los  planos  de  proyección , de  las  que  están  detrás.  Esta 
es  la  razón  porque  suponemos  en  este  problema  que  solo  se  trata 
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do  hallar  las  trazas  de  un  plano  paralelo  al  «pie  tuviese  por  tra- 
zas a ST  y TV’,  sin  que  realmente  se  construya  ninguno  de  estos 
planos.  Esta  misma  restricción , cuyo  objeto  es  únicamente  dar 
mas  claridad  a los  dibujos,  se  ha  se;siiido  también  eii  los  depu- 
rados 8,  9 y 16. 

25.  Las  consideraciones  de  que  nos  hemos  valido  en  los  núme- 
ros 22  y 23,  pueden  servirnos  para  resolver  la  cuestión  signieu- 
Fiii.  C.  te:  dada  la  proycccian  horizontal  .4B  de  una  recta  que  sabemos  ha- 
llarse situada  en  un  plano  conocidoV(i,W,  determinar  la  otra  j>roi/rccion. 
La  recta  incógnita  (Kmetrará  al  plano  vertical  en  un  |)unlo  tpic  de- 
berá proyectarse  horizoutalmentc  en  E ( n?  13.  );por  otra  parte,  como 
la  traza  vertical  de  la  recta  no  puede  bailarse  fuera  de  la  traza  ver- 
tical till’  del  plano  que  la  contiene,  dicho  [uinto  estará  situado  pre- 
cisamente en  E’,  y este  es  uno  de  los  puntos  de  la  proyección  |)cdida. 
Por  iguales  motivos,  vemos  que  la  recta  en  cuestión  va  a penetrar  al 
plano  horizontal  de  proyección  en  D ; luego  si  pro\  ectumos  D a D’ 
sobre  la  línea  de  tierra  XY,  tendrémos  que  D’E’  será  la  j)royeccion 
vertical  de  la  recta  propuesta.  Conocemos  inni  bien,  <pic  seria  igual- 
mente fácil  hallar  la  proyección  DE , cuando  solo  se  nos  diese 
la  proyección  vertical  D’E’  déla  recta  y el  plano  rpio  la  contuviese, 
yi  la  proyección  AB  que  se  nos  diese  de  la  recta  sobre  el  ]>lano 
FIO.  7.  horizontal,  fuese  como  en  la  fig.",  paralela  a la  traza  PQdel  plano 
dado  : obtendríamos  desdo  luego  la  traza  vertical  B’  de  la  recta  incógnita 
del  mismo  modo  que  anterionnento;  pero  no  c.xistiria  la  traza  horizontal 
de  esta  recta,  porque  A B no  encuentra  a Píl,  por  consiguiente,  con- 
cluiríamos de  aquí  que  la  línea  pedida  es  paralela  al  plano  horizon- 
tal, V que  según  esto’,  su  proyección  vertical  es  la  recta  B’A’  ¡mra- 
lela  a la  línea  de  tierra  XY. 

Del  mismo  modo  verémos  que  si  la  proyección  horizontal  dada,  es 
la  línea  AC  paralela  a XY  , la  recta  situada  en  el  espacio  es  pa- 
ralela al  platio  vertical , y su  proyección  sobre  este  último  plano  es 
la  línea  C’A’  paralela  a la  traza  QR*. 

Fie.  0.  26.  Ved  aquí  otra  cuestión  análoga:  conociendo  la  proyección  ho~ 

rizontal  A de  un  punto  que  sabemos  se  halla  sobre  un  plano  dado 
PQR’,  hallar  la  otra  proyección.  Tiraremos  j>or  el  punto  dado  A una 
recta  cuaUjuieru  DAE,  que  mirarémos  como  la  proyección  horizon- 
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tal  de  uiia  línea  situada  en  el  plano  PCiR’ ; nos  será  fácil  después  do 
ejecutar  esto  el  construir,  según  lo  hemos  hecho  arriba,  la  proyección 
vertical  D’E’  de  esta  recta,  y en  seguida  no  tendréinos  mus  que  ha- 
cer que  referir  el  punto  A al  punto  A’  de  dicha  proyección,  por  medio  de 
una  perpendicular  a la  línea  de  tierra  ( n?  10  ).  Con  la  misma  facili- 
dad hal  loriamos  la  proyección  A si  conociésemos  la  A’. 

Entre  las  difercnles  direcciones  que  podemos  dar  a esta  recta 
auxiliar  D.\E,  la  mas  cómoda,  por  lo  jcneral,  estirarla  paralelan  la 
traza  horizontal  PQ.  del  plano,  según  lo  hemos  hecho  con  la  línea 
AB  en  la  Jiffura  1. 

27.  Hallar  la  intersección  de  dos  planos  que  tengan  por  trazas  el  pm.  s. 
primero  a PQ  y Q.R’,  y el  segundo  a ST  y TV’. 

Si  prolongamos  las  dos  trazas  horizontales  hasta  que  se  corten  en 
B,  este  punto  será  común  evidentemente  a los  dos  planos ; pertene- 
cerá por  consiguiente  a su  común  intersección,  y como  se  halla  en  el 
plano  horizontal,  será  también  la  traza  horizontal  de  la  recta  que  bus- 
camos: así  mismo  el  punto  A’,  en  que  se  cortan  las  trazas  vertica- 
les de  los  planos  dados,  será  la  traza  vertical  do  esta  recta.  Cono- 
cidas de  este  modo  las  dos  trazas  de  la  común  sección , deducire- 
mos inmodiatamente  de  ellas  (n?14)  sus  proyecciones  que  serán 
las  AB  y A’B’. 

28.  Si  fuesen  paralelas  dos  de  las  trazos,  como  sucede  con  loa  pla- 
nos R’Q/í  y V’TS , el  punto  B so  alejaria  al  iufinito  y por  lo  tanto 
la  intersección  de  los  dos  plotios  sería  tina  horizontal  que  tendría 
por  proyección  a A’i’  paralela  a la  línea  de  tierra,  y a \b , paralela 
a TS;  cuyo  result&do  es  fácil  proveer,  porque  pasando  entonces  los 
dos  planos  dados  por  las  dos  rectas  paralelas  Qp  y TS?,  no  pueden 
cortarse  sino  según  una  recta  paralela  a estas. 

29.  Cuando  las  trazas  son  respectivamente  paralelas  sobre  los  dos  no.  u. 
planos  de  proyección , los  planos  dados  serán  evidentemente  para- 
lelos entre  sí , y no  habrá  intersección , a no  ser  que  estas  trazas  sean 
también  paralelos  al  mismo  tiempo  a la  línea  de  tierra , como  suce- 
de con  PQ  y P’Q’  respecto  a un  piano,  y con  TS  y T’S’  respecto  al 
otro;  porque  dos  planos  colocados  do  este  modo  pueden  también  cor- 
tarse según  una  recta  paralela  a XY,  pero  en  este  caso,  no  es  sufi 

el  método  anterior  para  hallar  esta  intersección. 

5 
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En  el  caso  presente,  tiraremos,  a discrcion,  uii  plano  secante  auxi- 
lar  a§y’;  este  cortará  al  plano  [ PQ , P’Q’  ] segnn  una  recta  (CD  C’D’) 
que  construirémos  por  el  método  jeneral;  y al  plano  [ TS  T’S’  ] se- 
gún la  recta  ( EF,  E’F’  );  estas  dos  líneas  nos  darán  a conocer,  por 
medio  do  sn  punto  de  encuentro,  un  punto  ( M,  M’  ) que  evidente- 
mente será  común  a los  dos  planos  (PQ,P’Q’)  y (TS,  T’S’),  y por  con- 
siguiente estos  planos  tendrán  por  intersección  a la  recta  (AMD,  A’M’B’) 
lirada  paralelamente  a la  línea  de  tierra  XY. 

Podriámos  también  servirnos,  en  este  caso,  de  un  plano  de  perfil 
tirado  pcrpcndicularmcntc  a XY:  este  plano  cortará  a los  dos  pla- 
nos primitivos  de  proyección  segnn  las  dos  rectas  XV  y XZ , esta  ül- 
tima,  tomará  evidentemente  la  posición  XZ’’,  cuando  abatamos  el  pér- 
fil  sobre  el  plano  horizontal,  jirando  al  rededor  de  VX  como  char- 
nela. Esto  supuesto,  el  plano  de  perfil  encontrara  a las  trazas  verti- 
cales de  los  planos  propuestos  en  los  puntos  P’  y T’  cuyos  puntos  ven- 
drán en  el  abatimiento  a colocarse  en  P”  y T”;  luego  PP”  y TT”  son 
las  trazas  de  estos  planos  sobre  el  plano  de  pcrñl  abatido  según  Z”XV: 
y como  estas  trazas  se  cortan  en  A”;  este  es  un  punto  de  la  intersección 
que  se  nos  ha  pedido,  la  cual  tendrá  evidentemente  por  proyección  ho- 
rizontal a la  recta  AB  paralela  a XY.  Si  ahora  restablecemos  el  plano 
de  perñl  a su  posición  primitiva,  tendrémos  que  el  punto*  A"  se  pro- 
yectará vcrticalmente  a A’  y A’B’  paralela  o XY,  será  la  2.  ^ proyec- 
ción déla  intersección  de  loa  planos  propucstos- 

Si  sucediese  que  las  trazas  de  estos  planos,  sin  ser  paralelas  entre 
si,  pasoscti  las  cuatro  por  un  misino  punto  de  la  línea  de  tierra,  seria 
también  necesario  en  este  caso  recurrir  a uno  de  los  dos  planos  au. 
xiliares  de  que  acabamos  de  servirnos;  desearíamos  que  el  lector  cons- 
truyese el  depurado  de  este  caso  particular. 
riG.  10.  30.  Construir  el  punto  de  intersección  de  una  recta  (AB,  A'B’)  con 

un  plano  dado  PQR’. 

Para  resolver  esta  cuestión,  es  preciso  tirar  por  la  recta  dada  y 
eu  una  dirección  cnalqpjoi'a,  un  plano  secante  : construir  la  intersección 
de  este  plano  con  el  plano  dado  P(iR’,  y como  esta  línea  pasará  preci- 
samente por  el  punto  que  buscamos,  quedará  determinado  este  punto 
por  medio  del  encuentro  de  esta  intersección  con  la  recta  dada. 

Adoptemos  desde  luego  por  plano  secante , el  plano  vertical  que 
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sirve  para  proyectar  a la  recta  según  AB;  esta  misma  línea  será  la 
traza  horizontal  do  este  plano,  y su  traza  vertical  será  la  perpendicu- 
lar CC’  a la  linca  de  tierra.  Esto  supuesto , el  plano  ACC’  corta  al 
plano  dado  PtíR’  según  una  recta  que  so  halla  proyectada  ( n?  27)  en 
C’D’  y CD;  y como  esta  intersección  encuentra  a la  recta  dada  ( A’B’, 

AB)  en  el  punto  M’,  en  este  se  halla  la  proyección  vertical  del  punto 
pedido.  La  segunda  proyección  de  este  punto  no  se  conoce  inmediata- 
mente, porque  en  el  caso  presente  se  hallan  los  dos  rectas  proyectadas 
sobre  el  plano  horizontal  una  sobre  otra  en  la  recta  ADBC;  pero  la  de- 
duciremos del  punto  M’  bajando  (n?  10)  una  perpendicular  M’M  sobre 
la  línea  de  tierra.  Y así  (M’,M)  es  el  punto  en  que  la  recta  (A’B’,  AB) 
penetra  al  plano  PQR’. 

También  podremos  emplear  por  plano  secante,  el  plano  proyectante 
de  la  recta  sobre  el  plano  vertical,  el  cuál  tendrá  por  trazas  a A’B’  y 
B’F  perpendicular  a XY.  Este  plano  ansiliar  A’B'K  cortará  al  PQR’ 
según  la  recta  ( F'G,  B’G’),  la  que  por  medio  de  su  encuentro  con  AB, 
nos  deberá  dar  el  mismo  punto  M hallado  ya  por  la  primera  construc- 
ción ; de  este  modo  empleando  los  dos  métodos  simultáneamente, 
servirán  de  comprobación  uno  de  otro. 

Observemos  que  el  plañe  dado  PQR’  es  una  magnitud 
(n?  15)  que  realmente  existe,  y que  hace  que  sea  invisible  la  porción  de 
la  recta  (AB,  A’B’)  situada  debajo  del  punto  de  sección;  por  esta  razón 
se  ha  construido  la  parte  (MB,  M’B’)  de  puntot.  En  cuanto  a (a  pro- 
longación BC,  no  se  mira  sino  como  una  linea  auxiliar  relativa  al  pla- 
no secante  que  sirvo  de  medio  para  la  solución. 

31.  Aun  cuando  los  dos  procedimientos  empleados  en  el  n.°  30  son 
los  mas  cómodos,  será  mui  bueno  que  para  ejercitarnos  en  la  combina- 
ción de  los  planos  con  las  rectas,  resolvamos  también  el  mismo  proble- 
ma, valiéndonos  de  un  plano  secante  cualquira:  como  este  plano  de- 
berá contener  a la  recta  dada  (AB,  A’B'),  cuyas  trazas  son  B y C’,  será  rio.  1 1. 
preciso  hacer  pasar  por  estos  puntos  los  trazas  del  plano  secante  que 
adoptemos.  Tiremos  pues  por  el  punto  B la  recta  arbitraria  SBT,  y por 
los  puntos  T y C la  recta  C’TV’;  y estas  serán  las  trazas  de  un  plano 
auxiliar  que  contendrá  a la  linca  (AB,  A’B’).  Esto  supuesto  , ios  planos 
STV’  y PQR’  se  cortan  (n.°  27)  según  la  línea  (SV,  S’V’);  y como  es- 
ta encuentra  a la  (AB,  A’B’)  en  (M,  M’),  este  mismo  es  el  punto  en  que 


Digitized  by  Google 


20  LIBRO  I.  DR  LAB  RRCTAB  V DR  LOB  RLANOB. 

la  recta  dada  penetra  al  plano  PQR’;  pero  eR  preciso  cercioramos  para 
comprobar  las  construcciones,  que  la  recta  M M’  que  une  estas  dos  pro- 
yecciones es  exactamente  perpendicular  (n.”  10)  a la  línea  de  tierra. 

32.  Por  un  punto  dado,  tirar  una  recta  que  encuentre  a otra»  do* 
recta*  dada*  de  posición. 

No  harémos  roas  que  indicar  la  solución  de  este  problema , propo- 
niéndolo al  lector  como  un  ejercicio  conveniente  para  familiarizarle  con 
los  métodos  precedentes.  Por  el  punto  dado  y la  primra  recta  tirare- 
mos un  plano,  en  seguida  tirarémos  otro  por  el  mismo  panto  y la  se- 
gunda recta,  hecho  esto,  determinarémos  la  intersección  de  estos  dos 
planos  y hallarémos  una  recta  que  evidentemente  cumplirá  con  las 
condiciones  pedidas. 

Puede  también  no  emplearse  sino  el  primero  de  los  dos  planos  de 
que  acabamos  de  hablar,  y hallar  en  seguida  (n.°  30)  el  punto  en  que 
este  corta  a la  segunda  recta,  uniendo  entonces  este  mismo  punto  con 
el  punto  dado,  hallarémos  una  recta  que  resolverá  el  problema.  En  je- 
neral  no  habrá  sino  una  sola  solución  , a no  sor  que  las  dos  rectas  pro- 
puestas se  hallan  en  el  mismo  plano  que  el  punto  dado. 

FiG.  12.  33.  Teokem  a.  Siempre  que  una  recta  (^AB,  A'R')  es  perpendicular 

a un  plano  PtiR’,  se  cerifica,  que  las  proyecciones  de  esta  línea  ion  res- 
pectivamente perpendiculares  a las  tratas  del  plano. 

Con  efecto,  el  plano  que  proyecta  a la  recta  en  AB  es  , por  en  mis- 
ma definición,  perpendicular  al  plano  horizontal;  y lo  es  también  al 
plano  dado  PQR’,  supuesto  pasa  por  una  recta  que  es  perpendicular  a 
esto  plano;  y según  esto,  dicho  plano  proyectante  es  a un  mismo  tiem- 
po perpendicular  a los  otros  dos,  y por  consiguiente  a su  intersección 
que  es  la  traza  horizontal  PQ;  luego  esta  misma  traza  será  también 
perpendicular  a la  proyección  AB,  que  se  halla  en  el  plano  proyectan- 
te. De  un  modo  enteramente  semejante  a este , demoetrariamos  que 
también  la  traza  vertical  R’Q  es  perpendicular  a la  proyección  A’B’. 

Y reciprocamente,  ñ la*  dos  proyecciones  AB  y A’B’  de  una  recta  ton 
respeethamente perpendiculares  a las  traza*  PQ  y QR’  de  un  plano, 
este  plano  y la  recta  son  perpendiculares  uno  a otra.  Con  efecto,  el  pla- 
no proyectante  que  tiene  por  traza  a AB  es  evidentemente  perpendicu- 
lar a la  recta  PQ,  y por  consiguiente  al  plano  PQR'  que  contiene  a es- 
ta línea  ; así  mismo  el  plano  proyectante  que  tiene  por  traza  a A’B’  os 
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perpendicular  a la  recta  QR’,  y por  consiguiente  al  plano  PQR’.  Y co^ 
ino  este  plano  es  perpendicular  a un  mismo  tiempo  a los  dos  planos 
proyectantes,  lo  será  también  a su  intersección  que  es  la  misma  recta 
dada  en  el  espacio. 

34.  Ademas  , obsen'arémos  que  no  es  cierto  este  teorema , cuando 
se  trata  de  las  proyecciones  oblicuas  (n?  8) ; y que  debemos  guar- 
darnos creer  que  existe  la  relación  ya  dicha,  entre  las  proyecciones  de 
dos  rectas,  cuando  estas  son  perpendiculares  entre  sí;  porque  sus  pro- 
yecciones ortogonales,  sobre  un  mismo  plano,  no  formarán  ángulo  rec- 
to, a no  ser  que  sea  una  de  las  líneas  propuestas  paralela  al  plano  de 


proyección. 

35.  Hallar  la  menor  distancia  que  hai  desde  un  punto  (A,  A’)  a un  nc.  Vi. 
jdano  dado  PQR’. 

Para  resolver  el  problema,  bajaremos,  en  primer  lugar,  desde  el  punto 
(A,  A’)  una  perpendicular  indeñnida  al  plano,  tirando  (n.°  33)  las  pro- 
yecciones AB  y A’B’  perpendiculares  réspectivamente  a las  trazas  PQ 
y QR’  : hallaremos  en  seguida  el  punto  (M,  M’)  cu  que  esta  recta  en- 
cuentra al  plano,  esta  parte  la  cjecutarémos  como  en  el  n.°  30,  cuyos 
raciocinios  se  aplican  a la  presente  ñgura,  en  la  que  se  han  conservado 
las  mismas  anotaciones.  Hecho  todo  esto,  veremos  que  AM  y A'M’  son 
evidentemente  las  proyecciones  de  la  menor  distancia  pedida;  y en  se- 
guida hallarémos  la  magnitud  absoluta  de  esta  distancia  (n.”  17)  tiran- 
do la  horizontal  HM’M”,  igual  a AM  y la  recta  A’M"  que  será  la  ver- 
dadera distancia  que  hai  desde  el  punto  al  plano. 

36.  Hallar  la  menor  distancia  de  un  qmnto  (C,  C’)  a una  recta  da-  rio.  13. 
da  (AB,  A’B’). 

Tiremos  en  primer  lugar  ywr  el  ¡cunto  {C,C')  un  plano  perpendicu- 
lar a la  recta  dada-,  sabemos  que  las  trazos  de  este  serán  peq>cn- 
diculares  (n.®  33)  alas  proyecciones  AB  y A’B’  de  la  recta;  y para  de- 
terminar uno  de  los  puntos  de  estas  trazas,  nos  figuramos  tirada 
sobre  este  plano  una  horizontal  que  pose  por  el  punto  (C,C’).  Esta 
recta , que  será  precisamente  paralela  a la  traza  horizontal  que  bus- 
camos, tendrá  por  proyecciones  a CD  perpendicular  a AB,  y a C’D’ 
paralela  aXY;  en  virtud  de  esto,  esta  recta  irá  a penetrar  al  plano 
vertical  en  (D,D’);  si  ahora  tiramos  la  D’Q  perpendicular  a la  A’B' 
y la  QP  perpendicular  a AB,  estas  dos  serán  las  trazas  del  plano  que 
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buscamos.  Ilecliocsto,  si  construimos  (n.“  30)  el  punto  (M,  M')  en  que 
este  plano  encuentra  a la  recta  (AB,  A’B")  y le  unimos  con  (C,C’),  ten- 
dréiuos  que  la  línea  (CM,  C’.M’)  se  hallará  evidentemente  contenida  en 
el  plano  D’QP  y por  lo  tanto,  será  p<‘rpendicular  a la  (AB,  A’B’);  por 
consiguiente  dicha  recta  (CM,  C‘M  ) medirá  la  di.stancia  mas  corta  pe- 
dida, su  magnitud  absoluta  C’.M”  se  deducirá  de  las  proyecciones  CM, 
y C’M’  sirviéndonos  para  ello  de  la  regla  jeiieral  expuesta  n."  17. 

En  este  depurado,  vemos  que  como  el  plano  no  es  ni  un 

dato  ni  tampoco  un  resultado  del  problema  primitivo,  y sí  solo  un  me- 
dio au.xiliar  para  resolver  el  problema  pro|)uesto,  deberénios  expresar 
sus  trazas  como  líneas  auxiliares  (n.“  15).  E.-ita  misma  obseiracion  se 
aplica  a la  figura  14,  cuya  explicación  vamos  a dar. 
no.  11.  37.  Otra  solución.  llagamos  pasar  un  plano  por  el  punto  (C,C')  y 

por  la  recta  duda  (AB,  A’B’)  para  conseguirlo,  bastará  unir  el  punto 
(C,C’)  con  el  (A,  A’)  y determinar  las  trazas  verticales  de  las  dos  rectas 
(AB,  A’B’)  y (.\C,  .\’C);  y hallarémos  que  B’D'Ciy  tiA  serán  las  tra- 
zas del  plano  auxiliar  de  que  acabamos  de  hablar.  Hecho  esto,  abata- 
mos este  plano  moviéndolo  al  rededor  de  su  traza  horizontal  AQ,  y su- 
pongamos que  lleva  consigo  a la  recta  y al  punto  dados.  En  este  movi- 
miento de  revolncion,  el  punto  (B,  B’)  no  saldrá  fuera  del  plano  ver- 
tical BF  que  es  perpendicular  a la  charnela  AQ:  ademas,  la  distan- 
cia B’Q  <¡ue  hai  desde  este  punto  al  punto  fijo  Q,  permanecerá  invaria- 
ble; en  virtud  de  todo  esto,  si  con  el  radio  QB’  describimos  un  arco  de 
círculo  que  corte  a la  BF  en  B”,  este  punto  será  el  abaitmicnto  del  (B, 
B’)  y la  recta  propuesta , así  como  también  la  traza  QB’  quedarán  a- 
batidas  en  AB”  y QB”.  Asimismo,  tirando  las  perpendiculares  DD”  y 
CC”  a la  charnela  AQ,  véremos  que  la  línea  ( ACD,  .A’C’D’)  quedará 
abatida  en  AD”  y el  punto  C lo  estará  en  C".  Hecho  esto,  como  todos 
los  datos  del  problema  están  abatidos  sobre  el  plano  horizontal  sin  que 
hayan  cambiado  sus  posiciones  respectivas;  podrémos  bajar  la  parpen- 
dicular  C”M”  alaAB”y  será  la  menor  distancia  pedida  en  su  ver- 
dadera magnitud.  Este  resultado  es  por  lo  común  el  único  que  intere- 
sa: sin  embarga,  si  también  quisiéramos  fijar  la  posición  de  la  menor 
distancia,  no  tendriamos  que  hacer  otra  cosa  que  levantar  todo  el  sis- 
tema hasta  que  ocupe  su  posición  primitiva  : el  punto  M”  se  referirá  a 
M por  medio  de  una  perpendicular  a la  charnela  AQ,  y de  aquí  nos 
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será  fácil  deducir  la  proyección  vertical  M’  (ii.®  10);  de  modo  que  por 
último  la  distancia  en  cuestión  estará  proyectada  en  (CM,  C’AT). 

38.  Este  modo  de  resolver  la  cuestión  es  mui  útil  para  el  caso  que 
queramos  hallar  mitre  la  recta  (AB,  A’B’)  un  punto  que  diste  del  (C,  C’) 
una  cantidad  dada  $.  Porque  después  Je  haber  abatido  según  lo  liemos 
hecho  arriba,  la  recta  y el  punto  dados  como  lo  están  la  .AB”  y el  C” 
describirémos  con  el  radío  C”N”=í  un  arco  de  círculo  que  cortará  a 
la  AB”  en  N”,  y este  será  el  abatimiento  del  punto  que  se  nos  pide ; 
levantando,  cu  seguida,  todo  el  sistema  a su  posición  primitiva  hacién- 
dolo jirar  al  rededor  de  la  charnela  AQ,  tendrémos  que  el  punto  N”  se 
referirá  a N,  y tendrá  por  proyecciones  a N y N’.  Conocémos  mui  bien 
que  enjeneral  este  problema  tiene  otra  solución,  porque  el  arco  descrito 
con  el  radío  d,  corta  jenoralmente  a la  recta  AB”  en  dos  puntos  N”  y 

39.  Hallar  los  ángulos  que  forma  un  plano  dado  PQR’  con  los  ric.  15. 
dos  planos  de  proyección. 

Sabemos  que  para  medir  la  inclinación  de  dos  planos,  basta  cortarlos 
con  otro  tercer  plano  que  sea  perpendicular  a su  intersección,  y que 
las  dos  rectas  trazadas  sobre  este  plano  secante,  forman  entre  sí  un  án- 
gulo que  expresa  la  inclinación  que  buscamos.  Según  esto,  cortemos  el 
plano  PQR’  y el  plano  horizontal  con  un  plano  perpendicular  a la  tra- 
za PQ.  Este  plano  secante,  que  será  vertical,  tendrá  por  trazas  una 
línea  AD  perpendicular  a PQ,  y la  vertical  DD’;  por  cousigiiiente  cor- 
tará al  plano  dado  según  una  recta  que  en  el  espacio  unirá  al  punto 
A con  el  D’,  y será  la  hipotenusa  de  un  triángulo  rectángulo  cuyos 
catetos  serán  AD  y DD’.  Si  ahora  hacemos  jirar  este  triángulo  al  re- 
dedor de  DD’  hasta  aplicarlo  sobre  el  plano  vertical  de  proyección,  este 
triángulo  será  el  D’.\”D  y el  ángulo  del  mismo  nombre  medirá  la  in- 
clinación del  plano  PQR’  sobre  el  plano  horizontal. 

Para  hallar  el  ángulo  que  el  mismo  plano  PQR’  forma  con  el  plano 
vertical,  cortaremos  a los  dos  con  un  plano  CDB’  perpendicular  a la  tra- 
za vertical  QR',  y esto  nos  producirá  un  triángulo  rectángulo  cuyos  ca- 
tetos serán  CD  y DB’,  por  consiguiente  si  este  triángulo  le  abatimos 
haciéndole  jirar  alrededor  de  CD,  será  el  DB”C,  en  el  cual  el  ángulo 
B”  expresará  la  inclinación  pedida  (*). 


(•)  En  algunas  artes,  se  define  muchas  teres  un  plano,  por  la  traza  ho- 


Digitized  by  Google 


34 


LIBRO  I.  DE  LAB  RECTAS  T DE  LOS  ri.ANOS. 


Elo.  ló.  Tirar  un  jjlano,  por  un  punto  dado,  de  moelo  que  forme  un 

ángulo  a con  el  plano  horizontal  y otro  g con  el  vertical. 

En  primer  lugar  observemos,  que  cu  el  problema  precedente,  los 
dos  planos  secantes  D’DA  y B’DC  deben  cortarse  según  una  rec- 
ta perpendicular  al  plano  PQ.R’,  que  será  la  misma  que  medirá  la 
menor  distancia  que  hai  desdo  este  plano  al  punto  D de  la  línea  de 
tierra.  Como  ademas,  esta  perpendicular  abatida  succesivamente  con 
los  dos  triángulos,  está  manifíestamente  representada  por  las  rectas 
DF  y Df,  bajadas  perpendicularmente  a las  hipotenusas,  sigueso  de  a- 
quí  que,  sea  cual  fuere  el  plano  PCill’,  siempre  dolMMÍ'inos  hallar  la  rela- 
ción DF=D/’.  Esto  supuesto,  si  sin  conocer  al  plano  Ptill’  que  supo- 
néinos  tener  con  los  planos  fijos  las  inclinaciones  a y g,  construimos 
a discreción  sobre  la  línea  de  tierra  un  triángulo  rectángulo  D’DA” 
en  el  cuál  el  ángulo  A”  sea  igual  a a;  y en  seguida  describimos  con 
la  perpendicular  DF  un  arco  de  círculo,  y le  tiramos  una  tanjente 
B”/C  de  modo  que  forme  el  ángulo  B”  igual  a g:  esta  tanjente  (•)  de- 
terminará, por  medio  do  su  encuentro  con  la  prolongación  de  la  verti- 
cal D’D,  un  punto  C de  la  traza  del  plano  PQR’.  Hecho  esto  y 
tirando  la  recta  CQ  tanjente  al  arco  de  círculo  descrito  con  el  radio 


rizontal  PQ  y »u  inclinación  asudme  el  plano  horizontal.  Con  solos  eg- 
tos  datos,  es  siempre  fácil  hallar  su  traza  vertical  empleando  para  ello  el 
plano  de  perfil  AD perpendicular  a PQ,  ij  que  contenga  al  ángulo  a:  por 
que  acostando  a DA  según  A"D'  y formando  el  ángulo  l)A'D:=  a,  ten- 
dremos que  el  lado  A'D  prolongado  irá  a cortar  a la  vertical  DD'  en  el 
punto  D'  por  el  cual  debe  tirarse  la  traza  QD'K.  También  algunas  re- 
ces deja  ele  emplearse  el  plano  vertical  de  proyección,  y se  abate  el  feetjil 
alrededor  de  AD  formando  el  ángulo  DXi=  a,  lo  que  espresa  de  un 
modo  suficientemente  claro  la  jtosicion  del  plano  propuesto,  permitiendo 
deducir  tic  ella  las  consecuencias  que  podamos  necesitar.  En  sustancia’ 
el  plano  de  perfil  ocupa  el  lugar  del  ¡daño  vertical  de  proyección. 

(* ) Conloes  ceidente  que  el  ángulo  CDf=B"=%,  pudiéramos,  en 
lugar  de  tirar  esta  tanjente,  construir  el  triángulo  rectángulo  CDf  sobre 
la  base  DE,  y en  seguida  trasladar  su  hiqwtenusa  desde  D hasta  C sobre 
la  prolongación  de  la  vertical  D'D. 
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DA”,  y uaiomio  cii  Ri-sinida  los  puntos  U y 1)’,  obtniulrémos  los  tra- 
zos de  nn  plano  C'(iD’,  que  tendrá  las  iiiclicncioncs  at  y S con  los 
jiliinos  fijos:  ])nra  resolveren  seguida  el  problema  primitivo,  no  ten- 
dremos mas  que  tirar  por  el  punto  dado  otro  plano  paralelo  al 
CUD’  (n.»  2f?). 

41.  Construir  el  ángulo  coiiijercnilido  entre  dos  planos  dados  fig.  Iti. 
PQR’  »/  PBK’. 

Para  resolver  este  jiroblemn,  es  preciso,  según  hemos  diclio  ante- 
riormi'iite,  cortar  a estos  dos  planos  con  otro  tercero  que  sea  per- 
pendicular a su  intersección.  Y como  esta  recta,  que  se  halla  proyec- 
tada (n.“  27)  según  las  PR  y P’R',  es  la  hipotenusa  de  un  triángido 
rectángulo,  cuyos  catetos  son  PR  y RR’;  este  triángulo  abatido  sobre 
el  plano  horizontal,  será  el  PRR”.  8i  ahora  levantamos  una  perpen- 
dicular A”B  a esta  hipotenusa  en  un  punto  arbitrario  A”  de  ella  y 
levantamos  en  seguida  el  triángulo  R”RP  hasta  que  tome  la  situa- 
ción vertical  PR,  es  evidente  que  entonces  la  línea  A”B  se  hallará 
cu  el  plano  secante  que  debemos  tirar  perpcndicularmente  a la  in- 
tersección por  este  punto  A”;  en  seguida  como  A”B  irá  a penetrar 
al  plano  horizontal  en  B,  tendremos  que  la  recta  CBD  perpeiidicnlar 
a la  proyección  PR,  será  (n.”  33)  la  traza  horizontal  del  plano  se- 
cante. Según  esto  veremos  que  este  último  plano  cortará  a los  planos 
propuestos  según  dos  rectas  qne  partiendo  del  punto  levantado  A"  ter- 
minarán en  C y D,  formando  un  triángulo  cuya  base  será  CD,  y el  án- 
gulo del  vértice  A”  será  el  mismo  que  se  nos  pide;  y así  no  habrá  mas 
que  construir  e.ste  triángulo.  Pero  como  la  altura  de  este  triángulo  es 
precisamente  la  A”B,  porque  después  de  haber  alzado  esta  recta  se  ha- 
lla en  el  plañó  vertical  RP,  que  es  perpendicular  a la  base  CD;  ademas 
si  abatimos  este  triángulo  haciéndolo  jirar  al  rededor  de  CD  como 
charnela,  véremos  que  el  vértice  A"  no  saldrá  fuera  del  plano  vertical 
PR  que  es  perpendicular  a la  charnela  : luego  si  tomamos  sobre  PR 
la  distancia  BA=BA",  hallaremos  que  CAD  es  el  triángulo  ¡icdido,  y 
el  ángulo  expresado  por  el  mismo  nombre  es  el  que  mide  la  inclinación 
de  los  dos  planos  PQR*  y PSR'. 

Hubiéramos  podido  también  aplicar  sobre  el  plano  vertical,  la  inter- 
sección de  los  flos  planos  propuestos;  en  cuyo  caso  esta  recta  hubiera 
estado  representada  por  la  R’P”,  y levantándole  en  seguida  una  per- 
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pc’iitiiculur  en  un  punió  ciiul(juiera,  tal  como  la  A'IV,  trasludnriainus  su 
pie  li  a li,  y en  geouiilu  huriainos  de  esto  el  mismo  uso  que  el  que  lie- 
mos liedio  arriba. 

i'Mi.  17,  4'i.  Cuando  los  planos  jiropuestos  tienen  sus  trazas  paralelas  en 

uno  de  los  dos  planos  de  proyección , como  sucede  con  los  planos 
l{'UP  y R'ST,  lu  construcción  [ireccdentc  [lide  una  lijera  inoditicacion, 
que  hace  que  la  solución  sea  mas  sencilla;  porque  sabemos  (n.»  2ÍÍ) 
que  en  este  caso,  la  intersección  es  la  recta  horizontal  (lí  V'',RV)  para- 
lela a las  trazas  horizontales.  Por  consiguiente,  si  tiramos  un  plano 
vertical  CRR’  perpendicular  a esta  intersección,  este  plano  cortará  a 
los  planos  |)ro|meslos,  seonn  dos  rectas  que  formarán  con  ('L>  un  trián- 
í,nilo  que  tendrá  por  vértice  al  punto  R'  y por  altura  lu  vertical  R R:  de 
mudo  que  abatiendo  este  triánoidu  sobre  el  plano  horizontal  moviéndolo 
alrededor  de  su  baso  C.T),  teiulrémos  que  el  vértice  R'  vendrá  a caer 
en  K ",  y el  ángulo  CR"I)  será  la  medida  de  la  inclinación  de  los  pla- 
nos propuestos. 

Finalmente  si  todas  las  trazas  fuesen  paralelas  u la  linea  de  tierra 
como  se  vé  en  la  fig.  9.,  cortariamos  u los  jilanus  dados  con  el  plano 
dr  po'Jil  ZXV,  del  cual  hemos  hecho  ya  uso  en  el  n."  29  , y por  medio 
del  ubatiiniento  de  que  nos  hemos  servido  en  dicho  número,  hullariaimis 
el  ángulo  1*.\'"1’,  que  es  la  inclinación  de  los  planos  en  cuestión. 

nu.  is.  43.  Hallar  d ángulo  que  forman  dos  rectas  dadas  (A  13,  A'B  ) i/ 
(13C,  l/c  ). 

Por  ángulo  de  dos  rectas , que  imichas  veces  no  se  encuentran , se 
entiende  el  ángulo  que  coniprcnderian  entre  sí,  dos  rectas  tiradas  por 
el  mismo  punto  del  espacio  paralelas  respectivamente  u las  prime- 
ras: principiarémos  por  examinar  si  las  líneas  propuestas  se  cortan. 
Si  dichas  rect.as  tienen  un  punto  común,  este  deberá  proyectarse  ho- 
rizuntalnicute  en  11  y verticalnientc  en  b'.  Mas  para  que  estos  jtuntos 
sean  las  proyecciones  de  un  mismo  punto  del  espacio,  será  preciso 
(nV  10)  que  la  recta  Bé’  sea  perpendicular  a la  línea  do  tierra , cuya 
condición  vemos  que  no  queda  .satisfecha  en  el  caso  presente;  j»or 
consiguiente  las  rectas  propuestas  no  se  cortan.  En  este  caso,  vamos 
u tirar  una  paralela  a lu  línea  (BC,  h'c)  por  un  punto  cualquiera  de  la 
otra  recta,  y para  siraplifícarlo  mas,  elegiremos  el  punto  que  se  halla  pro- 
yectado en  B,B . Esta  paralela  tendrá  también  por  proyección  horizon- 
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tal  a la  rncta  BC  , dada  ya , y por  proyección  vertical  a la  línea  B'C’ 
paralela  a la  b'c  ; de  modo  que  el  problema  quedará  reducido  a hallar 
el  ángulo  formado  por  las  dos  rectas  (AB.  A'B’_)  y (BC,  B'C)  que  mi- 
raremos corno  los  datos  inmediatos  de  la  cuestión. 

Construyendo  las  trazas  horizontales  A y C de  estas  rectas,  tendre- 
mos que  la  línea  .AC  será  la  base  de  un  triángulo  que  tendrá  por  vérti- 
ce al  punto  (B,B‘)  en  que  se  cortan  las  rectas  propuestas,  y cuyo  ángu- 
lo en  el  vértice  será  el  mismo  que  buscamos.  Pero  como  la  a/tnra  do 
este  triángulo  es  evidentemente  la  hipotenusa  de  un  triángulo  rectán- 
gulo que  tiene  por  base  la  perpendicular  BU  bajada  a la  .VC,  y por 
altura  la  vertical  que  proyecta  el  vértice  a B,  cuya  vertical  es  igual  a 
B'K;  síguese,  que  si  tomamos  a KH”=BM,  yen  seguida  tiramos  la 
B'H”,  esta  recta  será  la  altura  del  triángido  primitivo.  Ksto  supuesto, 
si  abatimos  este  triángulo  primitivo  sobre  el  plano  horizontal , hacién- 
dolo jirar  alrededor  de  su  base  .VC,  veremos  que  el  vértice  no  saldrá 
nunca  fuera  del  plano  vertical  HB  |>er[)end¡cular  a esta  base;  luego  to- 
mando la  altnm  B'Il”  desde  II  hasta  B’’,  tendremos  que  el  triangulo 
«jue  buscamos  estará  abatido  scguii  AB"C,  y el  ángulo  de  esta  misma 
denominación,  serit  el  que  forman  en  el  espaciólas  dos  rectas  (AB 
A’B’)  y (BC,  B’C). 

44.  Cuando  una  de  estas  rectas  , la  .segunda  por  ejemplo , es  |ia- 
ralcla  al  plano  horizontal,  no  e.xistint  el  triángulo  de  ipie  nos  hemos 
servido ; pero  la  traza  horizontal  del  plano  de  las  dos  rectas  propiie.s- 
tas  , que  en  el  caso  jcnerul  era  AC  ; será  en  este  caso,  una  ¡laralcla  a 
BC  tirada  por  el  punto  A;  de  modo  que  abatieiido , según  lo  hemos  he- 
cho arriba  , este  plano  alrededor  de  sti  traza,  Imllarénios  también  el  án- 
gulo pedido. 

No  hablarémos  del  caso  en  rpie  ambas  rectas  son  paralelas  al  plano 
horizontal,  porque  en  este  caso  el  ángulo  que  dichas  rectas  forman  en 
el  espacio,  es  igual  al  com|ireudido  por  sus  (iroyccciones. 

d.").  Finalmente,  si  en  el  caso  jcncral , se  nos  propn.siesc  diridir  eu  rm.  lei. 
do*  parten  iguales  el  ángulo  que  forman  dos  recta*  <\na  coiXm\  en  el 
espacio,  ejecutariamos  esta  división  después  de  haber  abatido  este  án- 
gulo sobre  el  plano  horizontal ; en  seguida  Icvantnriamos  el  ángulo  y la 
recta  q ic  le  divide  , observando  que  el  punto  en  que  esta  última  línea 
va  a cortar  a la  traza  borizoutal  del  plano  de  las  rectas  dadas,  perma- 
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nocerá  iuiiiúvil  eii  todo  este  luovimioiito  do  rotación.  Aconscjanio»  al 
lector  el  ejercicio  en  la»  diversa»  operaciones  indicada»  en  lo»  níiniero» 
44  y 4'). 

40.  Hallar  el  úngula  formado  ¡mr  una  recia  (AB,  A'B’ ) f</«  un 
¡daño  rCill’. 

KI  ángulo  ijne  una  recta  forma  con  un  ¡daño,  seria  una  cantidad 
indeteriiiinuda,  »i  no  luiljiese  un  convenio  de  entender  por  esta  locución 
el  úngula  ijue  la  rerta  praj/uenla  forma  can  tu  proyecciun  ortogonal 
tabre  el  ¡daño',  y esta  elección  »e  tunda  en  qvic  este  ángido  e»  eviden- 
teniente  el  menor  <le  todos  los  (juc  forma  la  recta  con  todas  In»  ileina» 
líneas  (pie  pueden , pasando  por  su  pie  , trazarse  en  el  jilano  de  que  tra- 
tamos. De  uipií  se  sigue  ipie,  si  desde  un  punto  cuahpiiera  de  esta  rec- 
ta liajainos  una  perpendicular  al  plano  propuesto,  el  ángulo  conqireii- 
dido  entre  esta  perpiuidicular  y la  recta  primitiva  será  complemento  del 
(jtie  (pierenios  Imllar,  y será  suficiente  para  deducir  de  él  este  último. 

Por  con.siguionte , tiremos  por  un  |>unto  (B.B")  tomado  arbitraria- 
mente sobre  la  recta  dada  , una  perpendicular  ( BC , B’C’)  al  piaiio 
PQR’,  y (Ui  seguida  construyamos  el  ángulo  formado  por  la»  do»  rectas 
(AB,A’B‘)  y (BC,  B'C).  í^i  a este  cuso  aplicamos  el  método  del  nú- 
mero 43,  veremos  (pie  será  preciso  bajar  la  perpendicular  Bli  a In 
AC,  tomar  a KII"=  BH  , y trasl.adar  lu  hipotenusa  B’ll”  desde  H a 
B”;  hecho  e.sto,  teudréinos  que  AB''C  será  el  ángulo  de  la»  do»  rec- 
ta». En  seguida,  construirémos  su  coiiiplenuínto,  tirando,  por  ejemplo, 
la  B”ü  perpendicular  a la  CB”;  y ]>or  último  AB"D  será  el  ángulo 
formado  por  la  recta  (AB,  A'B’)  con  el  ])lano  PCiR’. 

47.  Este  mismo  método  nos  puede  servir  para  hallar  los  úngula» 
de  una  recta  con  tus  proyecciones,  ponpic  estos  son  los  mismos  án- 
gulos que  dicha  recta  forma  con  el  plano  horizontal  y vertical ; solo  que 
las  construcciones  precedentes  padecen,  cu  este  caso,  simplificaciones 
que  advertiremos  con  facilidad.  Prescindiendo  de  esto  , llegarémos  a 
obtener  esto»  mismo»  resultado»  de  un  modo  ma»  pronto,  abatiendo  la 
recta  sobre  uno  do  loa  plaño»  fijos,  según  lo  hemos  i^ecut.ado  en  el  nú- 
mero 17,  en  el  cual,  el  ángulo  ABA”  es  la  inclinación  de  la  recta  ( AB, 
A B ) sobre  »u  proyección  AB,  o sobre  el  plano  horizontal. 

48.  Construir  la  posición  y magnitud  de  la  línea  que  mide  la  me- 
nor distancia  entre  dos  rectas  colocadas  en  dijerentes  planos. 
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Sabemos  que,  cu  el  espacio,  pueden  inui  bien  dos  rectas  no  encon- 
trarse sin  ser  paralela.^;  en  este  caso  tiene  lu^ar  la  cuestión  de  inda- 
gar entre  todas  las  líneas  que  unen  dos  puntos  cimlesquiera  de  ellas, 
cual  es  la  mas  corta ; con  el  objeto  de  poder  elejir  mejor  la  serie  de 
operaciones  qtie  debemos  efectuar  para  resolver  este  problema,  vamos 
H indicarlas  primoramente  en  una  figura  en  perspectiva,  en  lu  cual  AB 
y (’l)  representen  las  dos  rectas  propuestas.  Si,  ]K>r  iiii  punto  cualquie- 
ra B de  la  primera,  tiramos  una  recta  BF.  paralela  a C'J),y  en  segui- 
da concebimos  el  plano  ABE,  este  mismo  platio  sen'i  también  paralelo 
a la  linca  CD;  y así,  si  bajamos  de  un  punto  cuulquiera  do  esta  íiltima 
recta  una  perpendicular  DF  ni  plano  ABE,  no  podríi  m r la  ilisfanria 
t]ur  huKcamos  ninior  qur  DF.  Pero  para  hacer  ver  que  una  recta  igual 
a DF  puede,  con  efecto,  unir  dos  puntos  de  las  líneas  propuestas,  tire- 
mos por  el  pie  F de  esta  perpendicular  una  jiaralela  FG  a CD;  esta  li- 
nca FG  encontrará  precisamente  a la  AB  en  un  punto  tal  como  G, 
porque  de  no  ser  así  la  AB  seria  paralela  a CD,  lo  que  es  contra  la 
hipótesis  admitida.  Ahora  bien , si  en  el  punto  G levantamos  la  per- 
pendicular GH  al  plano  ABE,  dicha  perpendicidar  estará  evidetitemen- 
te  contenida  en  el  plano  CDFG,  que  es  perpendicular  al  .ABE,  y por 
consiguiente  1a  GH  encontrará  a la  CD.  Huta  línea  Gfl , igual  y para- 
lela a'  DF,  medirá  la  dixtanela  nuifi  corta  que  hai  ctitro  las  rectas  .\B 
y CD,  vemos  tamhien  que  dicha  línea  GH  será  perpendicular  a im  mis- 
mo tiempo  a ambas,  por  serlo  al  plano  ABE  que  es  paralelo  a c.stas 
rectas. 

I’arn  confirmar  a pnsieriori  la  primera  de  estas  dos  consecueticias; 
basta  observar  que  uniendo  dos  puntos  cualesquiera  m y n de  las  líneas 
propuestas , la  recta  nin  saldrá  fuera  del  plano  CDFG,  siempre  que  el 
punto  n sea  diferente  del  G;  en  cuyo  casor/in  será  una  oblicua  respec- 
to al  plano  ABE  , y como  tal , será  mas  larga  qtie  la  perpendicular 
mp  que  es  igual  con  GH.  En  cuanto  al  caso  en  que  el  punto  n coinci- 
diese con  el  G,  tendríamos  que  la  recta  wiG  seria  oblicua  respecto  a CD, 
y por  consiguiente  man  larga  qtie  la  perpendicular  GH  , que  según  ve- 
mos es  siempre  la  mas  corta  de  todas  las  líneas  que  pueden  unir  dos 
puntos  cualesquiera  de  las  rectas  propuestas. 

49.  Realicemos  ahora  las  construcciones  que  no  hemos  hecho  arri- 
ba sino  indicar,  y nos  convenceremos  (según  lo  atiunciamos  ya  n?  3)  de 
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lu  dil’ereiiciii  esencial  <|iie  Imi  entre  los  procediinicnlos  de  la  jeome- 
trín  ordinaria  y los  métodos  empleados  en  la  jeomclria  descriptiva, 
para  obtener  resultado  cinnpUtnmrntc  ihtfrminados,  (mi  la  solución  de 
los  problemas  relativos  n las  tres  dimensiones  <lel  espacio. 

Fiii,  ■il.  .Sean  ( Al$,  A’15')  y (CD.C’D')  las  dos  rectas  dadas;  nos  cercioramos 
que  no  se  hallan  en  el  mismo  plano,  observando,  primeramente,  que  no 
son  jtaralelas,  y en  setjnida,  viendo  tpie  los  puntos  en  que  se  cortan  sus 
proyecciones  verticales  y horizontales,  no  están  situados  (n?  -lli)  sobre 
una  misma  iterpendicidar  a la  línea  de  tierra.  Esto  siqme.sio,  elijamos 
el  punto  ( n,IV)  de  la  (trimera  recta,  para  tirar  jtor  él  una  paralela  (BE, 
B'E’)  a la  secunda,  y construyamos  las  trazas  AEQ  y (iB‘  del  plano 
que  contiene  u las  líneas  (AB,  A'B')  y(BE,  B'E');  en  seguida,  bajemos 
de.sde  un  ¡)unto  (L),  D')  de  la  segunda  recta,  una  perpendicular  (DE, 
D'E')  al  plano  ACiB’,  y determinemos  (n?  :>0)  |)or  medio  del  plano  pro- 
yectante DBir  el  punto  (E,  E')  en  (pie  esta  perpendicular  enciicnirn 
ttl  plano  A(iB'.  Mecho  esto,  será  preciso  tirar  por  el  pie  (E,  E ),  y pa- 
ralelamente a (CD,  CD’ ),  una  recta  ( E(i,  E'(j’ ) que  necesariumenlc 
deb(;rá  cortar  (nV  47)  u la  ( AB,  A'B’);  y por  consiguiente  los  dos  pun- 
ios G y G'  deberán  hallarse  sobre  una  misma  per|>endiciilar  a la  liin-a 
de  tierra.  En  seguida  tiraremos  por  el  punto  (G,  G’)  y paralelamente 
a (DE,  D'E')  la  línea  ((MI,  G'H’);  y como  esta  debe  asiinismo  encontrar 
a la  recta  (CD,  ( "!)'),  .será  también  indispensable  (pie  II  y H’ se  cor- 
resjxtndan  sobre  una  misma  jierpendiciilar  a la  línea  de  tierra.  Con- 
cluido todo  esto,  tendremos  que  Gil  y G'H’  serán  las  proyecciones  de 
la  menor  distancia  |M'dida  ; para  iiullur,  en  seguida,  su  magnitud  abso- 
luta, toniaremos  ( n'.'  17)  sobre  la  horizontal  tirada  por  el  punto  (i’,  una 
jinrte  Iv(¡"  = (ill,  y en  seguida  tiraremos  la  nH'ta  G''  II’  que  linal- 
mente  será  1a  verdadera  lonjitud  de  la  distancia  en  cuestión. 

50.  l’odriamos  también  r(,-.solver  el  mismo  problema,  hallando  la 
intersección  de  dos  planos  perpendiculares  ul  A(4B',  que  pasasen 
uno  por  la  recta  (-VB,  ,\'B’;,  y el  otro  [lor  la  (CD,  C'D'j.  .Sabemos 
<|ue  estos  planes  se  determinarian  bajando  una  per[>endicular  al  jilaiio 
AQB’  por  un  punto  de  cada  una  de  las  rectas  propuestas;  pero  de- 
jaremos al  lector  el  cuidado  de  ejecutar  estas  construcciones. 

51.  f*i  las  dos  rectas  propuestas  fue.sen  paralelas  entre  sí,  su  dis- 
tancia seria  la  tnisma  en  todos  sus  puntos,  y para  obtenerla , bastaría 
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hallar  la  menar  distancia  de  la  primera  recta  a un  punto  de  la  segun- 
da ; a la  traza  horizontal  de  esta , por  ejemplo , pero  este  es  un  proble- 
ma , cuya  solución  hemos  dado  en  los  números  36  y 37. 

Lns  diversas  cnestiones  que  araljamos  de  recorrer , contienen 
los  elementos  necesarios  para  resolver  los  problemas  en  que  no  haya 
mas  coiiibinaciones  que  las  de  rectas  con  planos , y hallaremos  aplica- 
ciones mui  útihís  do  ellos,  en  el  capítulo  siguiente.  Aquí  solo  haremos 
observar  tpio  dadas  las  proyecciones  de  todos  los  cúspides  de  un  po- 
liedro, sabremos  determinar  la  posición  y lonjilud  de  cada  una  de  sus 
aristas,  la  inclinación  década  cara  sobre  el  plano  horizontal,  o el  án- 
gulo que  forman  entre  sí  dos  caras;  también  podremos  constniir  el 
abatimiento  , y en  sus  verdadenis  dimensiones  , el  polígono  que  forma 
una  cuul(|uiera  de  sus  caras , y hallar  en  seguida  la  sección  que  pro-* 
(luciría  en  el  poliedro  un  plano  cuya  posición  conocié.seinos.  Y recípro- 
camente, si  está  definida  lu  situación  del  poliedro  por  nu'dio  de  otras 
condiciones  suficientes  en  número,  pedremos  concluir  de  ellas  sus  dos 
proyecciones ; pero , como  los  procedimientos  variarán  necesariamente 
con  la  elección  de  los  datos , no  citaremos  sino  un  solo  cjenqilo  , que 
será  suficiente  (lara  indicar  la  marcha  que  debemos  seguir  en  otros 
casos. 

52.  Se  nos  pide  construir  lu  proi/cecion  horizontal  tj  vertical  de  un  cic.  ¿i. 
paralclipipedo  rectángulo,  cuya  base  se  halla  sobre  un  plano  inclinado 
al  horizonte  la  cantidad  tu  y que  tiene  por  traza  horizontal  a l’Q; 
una  de  las  aristas  de  la  base  del  cuerpo  está  proyectado  horizontal- 
mente  en  AB,  y las  otras  dos  aristas  contiguas  a esta,  tienen  las  lon- 
jitudes  dadas  1’  y 1”. 

Figurémonos  qut?,  [¡or  el  cúspide  B,  pasa  un  plano  de  perfil  PRR’  per- 
pendicular a la  traza  PQ;  dicho  plano  cortará  al  |ilnuo  dado  según  nna 
recta  (pie  formará  con  PR  el  ángulo  ¡u  ¡ por  consiguiente,  si  almtimos 
este  perfil  moviéndolo  alrededor  do  RP,  y construimos  el  ángulo  RPR” 

= lu  , y en  seguida  trasladamos  el  punto  R”  a la  vertical  RR,’  tendremos 
que  la  recta  R’Q  será  (n?  39)  la  traza  vertical  del  plano  dado  sobre  el 
cual  reposa  la  base  del  paralelipípedo.  Ademas,  si  abatimos  este  último 
plano  haciéndolo  jiral  alrededor  de  PQ,  el  punto  B que  está  proyec- 
tado sobre  el  perfil  en  B”,  se  trasjwrtará  evidentemente  a b;  de  modo 
que  Ab  será  la  verdadera  lonjitud  de  la  arista  AB  abatida  sobre  el 
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plano  liori/.ontul.  Si  eii  este  c»tmlo,  tiruiuos  la  recta  \d  iffiml  ti  t y 
pcrpemliciilar  a A/í,  obtemiremos  (los  de  Ioü  lados  de  la  base  abatida; 
levantando  en  seguida  esta  cara,  estos  lados  estarán  proyectados  según 
AIJ  y Al),  y el  pamielógranio  A BCD  será  la  proyección  horizontal  de 
la  base  clel  pamlclijtípedo.  Esto  supuesto,  la  arista  ¡terpendicular  a esta 
baso,  (pie  parte  desde  el  ángulo  li,  está  proyectada  liorizontalineiite 
(nV  íi'i)  sobre  la  recta  iudellnidu  BE  perpendicular  a l'Q;  cuando  en  el 
plano  de  perlil,  está  representada  esta  arista  en  su  verdadera  magnitud 
|)or  la  línea  B”l'"'  igual  a P'  y tirada  a ángulo  recto  sobre  I’R";  por  con- 
siguiente, si  proyectaiuos  la  estreinidad  K"  a F,  BF  será  la  proyección 
horizontal  de  la  arista  en  cuestión;  formando,  en  se^-uida,  el  paralelóga- 
iiio  ABFE,  y acabando  las  otras  caras  por  medio  de  diversas  parale- 
las, obtendremos  fácilmente  la  proveccion  completa  ABCDlIEFti  de 
todo  el  cuerpo  sobre  el  plano  horizontal. 

En  cuanto  a la  otra  proyección,  observaremos  (]ue  los  lados  y 
(’D  se  hallan  en  el  plano  l’QR’,  y ipie  así  (ni  25)  sns  proyecciones  ver- 
ticales son  .\’K’ y -M'N' «pie,  por  medio  de  su  encuentro , determinan 
el  punto  I)’,  proveccion  vertical  del  ángulo  1)  (•).  !t*i  ademas  proyecta- 
mos el  cúsjiide  C a C,  sobre  la  recta  5FN’,  podremos  acabar  el  parale-* 
lógranio  .V’D'C'B';  y después  de  haber  tirado  por  los  cuatro  ángulos  de 
esta  base , jicrjiendiciilares  a la  traza  QR’,  será  suficiente  proyectar  so- 
bre estas  rectas  indefinidas  los  puntos  E,  F,  G,  11,  a E’,  F',  G’,  H’,  lo 
cual  deberá  ademas  producirnos  rectas  que  serán  paralelas  a los  lados 
de  la  base  inferior  .•VB'C’D’. 

Por  último,  solo  nos  resta  ya  discernir  cuáles  son  las  aristas  visibles  eti 
cada  uno  de  los  planos  de  proyección , observando  las  reglas  estableci- 
das números  15  y Ití,  y recordando  que  siendo  c\ punto  de  rinta  diferente 
en  el  plano  vertical,  y cu  el  horizontal  (ii?  lü),  una  misma  aris- 
ta, tal  como  en  el  caso  presente  la  (.AD,  .A'D')  puede  ser  visible  sobre 
uno  de  los  planos  e invisible  sobre  el  otro. 


(*)  También  te  podrían  hallar  lot  puntos  l)’,C',v  B'  jwr  sus  pro- 
yecciones horizontales  y sus  alturas  sobre  la  línea  de  tierra:  porque 
estas  alturas  nos  las  daría  el  perfil , en  el  cual  los  puntos  en  cuestiem  están 
todos  proyectados  sobre  la  recta  PK". 
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CAPITULO  111. 

Resolución  del  ángulo  triedro. 

."jii.  En  todo  ángulo  triedro  SABC,  el  cúspide  S nos  presenta  tres 
i'tiigulos  plnnon  y tres  ángulos  diedros:  los  primeros  son  los  ángu- 
los rectilíneos  que  forman  entre  sí  las  aristas , los  otros  son  las  incli- 
naciones mutuas  de  las  caras.  Dados  tres , cualesquiera,  de  estos  seis 
ángulos , se  tratan  de  hallar  los  otros  tres,  cuya  cuestión  nos  presenta 
seis  problemas  distintos ; porque  representando  ¡>or  A,  B y C los  án- 
gulos diedros  qno  tienen  por  aristas  respectivas  a !*A,  SB  y SC,  y 
por  a,  6 y y los  ángulos  planos  o caras , que  están  opuestas  a estos 
ángulos  diedros , se  nos  pueden  dar 


17  Las  tres  caras  o ángulos  planos a>  €.  7 

Dos  caras  y el  ángulo  comprendido a,  6.  C 

.^7  Dos  caras  y el  ángulo  diedro  opuesto  a una  de  ellas  a,  g,  B 

47  Dos  ángulos  diedros  y una  de  las  caras  opuestas.  . B,  g 

57  Dos  ángulos  diedros  y la  cara  comprendida A,  B,  y 

<]7  Los  tres  ángulos  diedros A,  B,  C 


Estas  son,  evidentemente,  las  únicas  combinaciones  verdaderamente 
distintas ; y aun  las  tres  últimos  pueden  reducirse  a las  otras  tres  por 
medio  de  un  ángulo  triedro 

54.  Desde  un  punto  cual()uiera  S'  tomado  en  el  interior  del  ángulo 
triedro  t?,  bájese  una  perpendicnlar  a cada  una  de  sus  caras;  y pura 
lijar  mas  las  ideas,  miremos  al  plano  B@C  como  horizontal,  y a la  arista 
S.\  como  situada  encima  de  este  plano.  De  este  modo  formaremos  otro 
ángulo  triedro  S’,  que  tendrá  por  aristas  a la  vertical  S’A’,  a una  con  las 
otras  dos  rectas  8’B’  y S'C  perpendicular<!8  respectivamente  a las  ca- 
ras A8C,  y ASB;  a este  nuevo  ángulo  triedro  se  da  el  nombre  suplemen- 
tario del  primitivo,  porque  los  ángulos  de  las  caras  y los  ángulos  diedros 
del  uno,  son  suplementos  de  los  ángulos  diedros,  y ángulos  planos  del 
€)tro.  Pero  antes  de  demostrar  estas  relaciones  recíprocas,  observaremos 
que  no  es  indiferente,  para  formar  el  nuevo  ángulo  triedro,  el  i]ue  las 
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M.  J3. 
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perpendiculares  se  bajen  de  este  o el  otro  punto  del  espacio;  porr|uc 
tre.s  rectas  o tres  planos  que  se  cortan  en  un  misino  punto  S’,  y están  pro- 
longadas por  una  y otra  parte  de  este  punto , deterininan  siempre  odio 
ángulos  triedros  diferentes,  entre  los  cuales  no  hai  sino  dos  (simétricos 
uno  de  otro  y opuestos  por  el  cú.spide)  que  son  verdaderamente  su- 
])lementarios  del  ángulo  dado  S,\BC.  Y así,  para  no  cometer  error  en 
el  modo  de  prolongar  las  perpendiculares,  hemos  recomendado  el  ba- 
jarlas, desde  un  punto  tomado  en  el  interior  del  ángulo  triedro,  a las 
caras  de  este  ; en  seguida  podremos  trasportar  al  lugar  del  espacio  que 
queramos  al  ángulo  S'  formado  de  este  modo. 

r>5.  Esto  supuesto , y representando  por  A’,  B’,  y C’,  los  ángulos 
diedros  comprendidos  entre  las  caras  que  se  cortan  según  y’A’,  S’B’, 
y S’C,  y por  a’,  6’>  y’  lit*  caras  opuestas  a estas  aristas , veremos  que 
el  plano  .V’S'B’,  que  es  perpendicular  a las  dos  caros  BSC  y At?C,  los 
corta  según  dos  rectas  A’E  y B'E  que  ambas  son  también  perpendicu- 
lares a la  BC,  y que  en  virtud  de  esto  el  ángulo  A'EB'  será  la  medida 
del  ángulo  diedro  C.  Y como  el  cuadrilátero  plano  S'A'EB'  tiene  dos 
de  sus  ángulos  (jue  evidentemente  son  rectos,  y son  los  A’  _v  B',  sígue- 
se <pie  los  otros  dos  serán  suplementarios , y tendremos  qui- 

A’S'B’  A’EB’  = !«()“,  o bien y'  -i-  C = USO", 

del  mismo  modo  probaríamos  que 6'  -i-  B =r  ISOá 

a’-:-  A = 180», 

considerando  a los  cuadriKiteros  B’.V’DC  y B’C'FB'  como  que  están 
formados  por  las  secciones  de  las  caras  .VB'C’  y B'S’C’  en  el  ángulo 
triedro  S.  Luego  las  caras  dd  ángulo  triedro  B’,  son,  según  vemos, 
suplementos  de  los  ángulos  diedros  de  B. 

Consideremos,  ahora,  los  ángulos  diedros  de  S’;  las  dos  caras 
B'B'.V  y C"B’.\’  cortan  al  plano  BBC,  al  cual  es  cada  uno  de  ellos 
perpendicular,  según  las  rectas  A’E  v .\’D : luego  el  ángulo  rectilíneo 
n.vE  es  la  medida  del  ángulo  diedro  A’.  Pero  en  el  cuadrilátero  BDA'E 
los  ángulos  D y E son  evidentemente  rectos,  ¡lor  ser  la  cara  A’SB' 
perpendicular  a BC^  y la  .A'S'C'  a la  SB;  por  consiguiente  los  otros  dos 
ángulos  de  este  cuadrilátero  son  suplementarios,  y tendremos  que 
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3r, 

DA’E  -I-  DSE  = 180“,  o bien A’  -i-  « = 180“, 

del  mismo  modo  probaríamos  que B’  -i-  g = 180“, 

C’  -I-  y = 180“, 


sirviéndonos  para  estas  últimas  ecuaciones,  de  los  cuadriláteros  SEB'F 
y 8DC’F.  Luego  lo»  ángulos  diedros  de  8'  son  los  suplementos  de  las 
caras  de  8,  y podremos  decir  que  este  último  ángulo  triedro  es  tam- 
bién suplementario  del  ángulo  8’. 

57.  Observemos  ahora,  que  si  desde  el  punto  8 como  centro  y con 
un  radio  arbitrario  tal  como  el  8A,  describimos  una  esfera,  esta  que- 
dará cortada  por  las  caras  del  ángulo  triedro  en  8,  según  los  tres  arcos 
de  círculo  máximo  AB,BC,  y C.\,  que  entre  los  tres  forman'iu  un  trián- 
gulo esférico,  cuyos  lados  medirán  a los  ángulos  planos  a,  6,  y y,  y sus 
ángulos  no  serán  otra  cosa  que  las  inclinaciones  A,  B y C de  las  caras 
del  ángulo  triedro.  Por  consiguiente,  la  construcción  de  este  último,  por 
el  conocimiento  de  tres  de  sus  elementos,  viene  a ser  la  solución  grá- 
fica de  los  problemas  de  que  trata,  por  medio  del  cálculo  la  trigonome- 
tría esférica.  Ademas,  si  trasportamos  al  centro  8,  el  ángulo  triedro  8’, 
sus  caras  cortarán  a la  misma  esfera  según  otro  triángulo  que  será  el 
suplementario  o polar  de  ABC,  que  también  se  emplea  en  la  trigono- 
metría esférica  (*). 


(*)  En  todo  rigor,  para  obtener  el  triángulo  polar  de  ABC  en  la 
misma  situación,  en  que  ordinariamente  se  emplea  en  la  trigonometría, 
seria  preciso  adoptar  el  ángulo  triedro  simétrico  del  SA'B’C’,  el  cual  se 
obtiene  prolongando  las  tresaristas  de  la  otra  parte  del  punto  S'-,  es  decir, 
que  hubiera  sido  preciso,  desde  un  principio,  levantaren  el  cúspide  Stres 
perpendiculares  a las  cara»  de  este  ángulo  triedro,  una  a la  cara  B8C,  y 
situada  del  mismo  lado  de  esta  cara  que  la  arista  8 A:  otra  sobre  C8A  y 
al  mismo  lado  que  la  arista  8B;  finalmente  la  tercera  sobre  A8B  »/  al 
mismo  lado  que  8C.  El  ángulo  triedro  construido  de  este  modo,  habría 
cortado  precisamente  a la  esfera  según  el  triángulo  polar  de  ABC',  pero 
la  figura  hubiera  sido  poco  intelijihle  sin  el  auxilio  de  los  triángulos  es- 
féricos; y esta  es  la  razón  por  epié  hemos  preferido  la  cemstrucion  del 
n.°  54;  cem  tanta  mas  razón,  cuanto  que  aqut , en  que  no  se  trata  sino 
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5B.  Volvamoi<  ahora  a los  seis  problemas  que  hemos  enunciado  nú* 
mero  53,  y observemos  que  siempre  que  so  nos  den  los  tres  ángulos 
diedros  A,  B y C,  podremos  inmediatamente  hallar  sus  suplementos^ 
<]ue  son  (n?  55)  los  ángulos  planos  a’,  S’,  y y'  do  otro  ángulo  triedro 
8'  : pero  si  por  el  primer  cuso  del  número  53  sabemos  deducir  de  estos 
nuevos  datos  los  ángulos  diedros  A’,  B’  y C’  no  habrá  mas  que  hacer 
(jue  tomar  los  suplementos  do  estos  para  obtener  ( n?  50)  los  ángulos 
planos  a,  g,  y y del  ángulo  triedro  primitivo  S.  En  todo  esto  vemos  que 
el  cuarto  caso  se  refiere  al  primero ; asi  como  el  quinto  se  reduce  al 
segundo,  y el  scslo  al  tercero.  Por  consiguiente,  vamos  ahora  a ocu- 
pamos solaincute  de  la  resolución  de  los  tres  primeros  problemas. 
ri<..  ‘41.  59.  PiiiMEB  CASO.  Datlns  los  tres  ángulos  planos  a,  g , y 7 de  un 

ángulo  triedro,  hallar  los  tres  ángulos  diedros  A,  B,  y C. 

Sean  .\’’8B,  B8C  y C8.\’,  los  tres  ángulos  dados , que  supondre- 
mos abatidos  en  el  plano  mismo  de  la  cara  BSC,  al  cual  considerare- 
mos como  si  fuese  el  plano  horizontal  del  depurado  ; es  evidente  «pie 
[>ara  volver  a formar  ol  ángulo  triedro , bastará  que  hagamos  jirar  las 
dos  cara.s  laterales  A”8B  y A’BC  al  rededor  de  las  rectas  SB  y SC 
como  si  estas  fuesen  unas  charnelas , hasta  tanto  que  las  dos  lineas 
8A”  y SA’  lleguen  a coincidir  una  con  otra , y su  jiosicion  común  en 
el  espacio  será  la  de  la  tercera  arista,  cuya  proyección,  desconocida  aun, 
la  esprosarénios  por  SA.  Para  determinarla  , tomemos  sobre  las  rectas 
abatidas  »SA’  y 8.V”  dos  distancias  cualesquiera,  pero  iguales,  SD'= 
81)  ’.  Hecho  esto,  es  evidente  que  los  puntos  D'  y D”  deberán  reunir- 
se cuando  formemos  ol  ángulo  triedro  ; y como  al  jirar  al  rededor  de 
las  rectas  8C  y SB  , dichos  puntos  no  saldrán  fuera  de  los  planos  ver- 
ticales D’h  Ü y I)"ED  <jue  son  perpendiculares  a estas  chamelas,  si- 
gílese de  aqui  que  los  puntos  abatidos  en  D’  y D”  irán  a coincidir  con 
el  punto  del  espacio  que  tiene  por  proyección  horizontal  a 1),  y por 
consiguiente  la  tercer  arista  del  ángulo  triedro  tendrá  por  proyección 
a 8DA. 


de  los  ángulos  triedrios,  Im  que  son  simétricos  unos  de  otros  se  compotien 
de  los  mismos  elementos,  solo  que  el  orden  en  que  están  dispuestos  es  di- 
/trente,  1/  que  las  relaciones  suplementarias  son  asimismo  ciertas. 
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Por  otra  parte,  el  plano  vertical  F'D  perpendicular  a 8C,  deberá 
cortara  las  dos  caras  que  pasan  por  esta  arista,  según  las  rectas 
KD  y FD'  que  después  de  levantadas,  comprenderán  entre  sí  un  án- 
gulo igual  a la  inclinación  de  estas  caras , y formarán  con  la  verti- 
cal D un  triángulo  rectángulo ; por  consiguiente , si  abatimos  este 
triángulo  haciéndolo  jirar  alrededor  de  FD,  y levantamos  sobre  esta 
base  una  perpendicular  indefinida  DG’  que  terminarémos  por  me- 
dio de  un  radio  FG’  = FD',  hallarémos  por  este  medio  el  ángulo 
rectilíneo  G’FD  que  será  la  medida  del  ángulo  diedro  C que  tratába- 
mos de  hallar. 

Asimismo , el  plano  vertical  ED  cortará  a las  dos  caras  que  pa- 
san por  SB,  según  las  rectas  ED  y ED”  que  después  de  levantadas, 
comprenderán  entre  sí  la  medida  del  ángulo  diedro  B ; y como  estas 
mismas  rectas  forman  también  con  la  vertical  D un  triángulo  rectángu- 
lo del  cual  componen  la  base  y la  hipotenusa , podremos  construir  con 
facilidad  el  abatimiento  G’ED  do  esto  triángulo,  y la  medida  del 
ángulo  en  B será  el  DEG”.  Observaremos  también  que  las  dos  verti- 
cales DG’  y DG”  deberán  hallarse  iguales,  porque  una  y otra  c.xpresnn 
la  altura  de  un  solo  punto  de  la  arista  SA,  que  es  el  mismo  que  está 
proyectado  en  D. 

Para  hallar  el  tercer  ángulo  diedro  A,  tiraremos  un  plano  secante 
perpendicular  a 8A  por  el  punto  de  esta  arista  que  está  proyectado 
en  D,  y abatido  por  un  lado  en  D’  y por  el  otro  en  D".  Este  plano 
cortan'i  a las  caras  laterales  según  las  rectas  D’N  y D”M,  perjiendicu- 
lares  respectivamente  a SA’  y 8A”;  y por  una  consecuencia  necesaria, 
su  intersección  con  la  cara  BSC  será  la  recta  MN,  que  evidentemente 
deberá  ser  perpendicular  a la  proyección  horizontal  SA  de  la  tercer 
arista.  Si  ahora  construimos  con  las  tres  líneas  D”M,  MN,  y ND'  el 
triángulo  PMN,  el  ángulo  P del  vértice  será  precisamente  la  medida 
del  ángulo  diedro  que  tiene  por  arista  a SA. 

Observemos  ademas  que  este  triángulo , antes  de  haberlo  aba- 
tido alrededor  de  MN  tenia  su  vértice  P situado  en  el  punto  de  la  aris- 
ta SA  que  está  proyectado  en  D.  Y como  esta  charnela  MN  es  per- 
pendicular, según  lo  acabamos  de  decir,  al  plano  vertical  SA  , síguese 
que  el  punto  P no  habrá  podido  salir  fuera  de  este  plano , y por  consi- 
guiente será  preciso  qne  el  abatimiento  de  este  punto  venga  a caer 
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sobre  la  prniongucioii  de  la  recta  8DA  que  «8  una  verifícacioii  que  dc' 
hemos  observar. 

60.  Las  construccioues  precedentes  son  también  aplicables  al  caso 
en  que  los  tres  ángulos  a,  6 > }'  Y>  o algunos  de  ellos  son  obtusos: 
solo  <)ue  es  siempre  preciso,  para  la  posibilidad  del  problema , 1?  quo 
los  tres  ángulos  « , 6 y y compongan  una  suma  menor  quo  cua- 
tro rectos ; 2?  que  ademas  el  mayor  do  estos  ángulos  sea  menor  que 
la  suma  de  los  otros  dos.  Con  efecto , si  los  datos  de  la  cuestión  no 
cumpliesen  con  estos  condiciones  , veríamos  con  facilidad  que  las  ope- 
raciones gráficas  daban  en  la  construcción  de  los  triángulos  F'DG’  y 
EDF”,  hipotenusas  que  serian  mas  cortas  que  las  bases  : mientras  que 
estos  triángulos  podrán  construirse,  siempre  (]ue  las  dos  condiciones 
enunciadas  arriba,  queden  satisfechas,  y por  consiguiente  podremos 
componer  el  ángulo  triedro  con  los  datos  del  problema. 

61.  Reducir  un  ángulo  al  horizonte.  Este  problema,  cuya  utilidad 
se  manifiesta  en  el  levantamiento  de  planos  topográficos,  tiene  por  ob- 
jeto el  hallar  la  proyección  horizontal  de  un  ángulo  a conocido  en  mag- 
nitud, y cuyos  larlos  forman  con  la  vertical  bajada  desdo  el  vértice,  los 
ángulos  dados  8 y y.  Pero  si  nos  figuramos  un  ángulo  triedro , cuyas 
tres  aristas  sean , esta  vertical  y los  dos  lados  del  ángulo  propuesto  a, 
en  tal  caso , conoceremos  loa  tres  ángulos  planos  a , 6 , y y de  este 
ángulo  triedro,  y la  proyección  pedida  será  manifiestamente  el  ángulo 
rectilíneo  que  mide  al  ángulo  diedro  comprendido  entre  las  dos  ca- 
ras verticales  ; por  consiguiente  este  problema  está  incluso  en  el  del 
número  bO , y podrá  resolverse  del  mismo  modo , si  la  suposición  de 
ser  en  este  caso  una  de  las  aristas  vertical , no  nos  proporcionase  dar  a 
la  figura  una  disposición  mas  cómoda. 

rn;.  -Jó.  Formemos,  cu  un  plano  cualquiera,  los  ángulos  ASB  = y y ASC  = g 
con  la  vertical  AS : dejando  invariable  la  magnitud  del  segundo 
ángulo,  hagámosle  jirar  alrededor  de  SA  , hasta  tanto  que  el  lado 
móvil  se  formo , en  el  espacio,  un  ángulo  a con  el  lado  fijo  SB; 
de  este  modo  obtendremos  el  ángulo  dado,  en  la  misma  situación 
exactamente  que  la  que  le  seilala  el  problema , y en  seguida  nos  será 
fácil  deducir  de  aquí  la  proyección  horizontal.  Pero,  en  este  movimiento 
de  revolución  alrededor  de  SA , el  pie  C del  lado  móvil  describirá  un 
arco  de  círculo  CC’,  cuyo  centro  se  hallará  en  A ; y se  detendrá  en  su 
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inoviiniento  en  un  punto  C’  de  este  arco , colocado  de  tal  modo  que 
su  distancia  al  punto  fijo  B será  evidentemente  la  base  de  un  triáii- 
ijiilo  que  tendrá  por  lados  rectas  iguales  a SB  y SC,  y el  ángulo  com- 
prendido entre  ellas  será  igual  a a.  Por  consiguiente,  si  construimos 
sobre  el  plano  vertical,  un  ángulo  BSC"=  a,  y tomamos  a SC”  = SC, 
la  recta  BC”  será  la  distancia  de  que  hablamos ; trasladándola  en  se- 
guida de  B a C’  por  medio  de  un  arco  de  círculo , conocerémos  la  po- 
sición C”  en  que  debe  pararse  el  pie  del  lado  móvil  SC,  y por  con- 
siguiente esta  recta  estará  proyectada  liorizoiitalmente  según  AC. 

Por  otra  parte,  como  el  lado  fijo  SB  está  proyectado  sobre  AB,  con- 
cluimos de  aquí  que  el  ángulo  a,  situado  en  el  espacio,  tiene  por 
proyección  horizontal  a B.AC’ ; y así  este  ángulo , que  puede  ser 
mayor  o menor  que  a,  es  el  que  debemos  em|ilear  en  una  carta  to- 
pográfica , en  la  cual  deben  representarse  todos  los  objetos  por  sus  pro- 
yecciones- 

62.  Seguido  caso.  Dado»  do»  ángulo»  planos  a y % de  un  ángulo 
triedro,  y el  ángulo  diedro  cennprendido  C,  hallar  las  otras  partes. 

Hean  BSC  = « y CSA’  — § los  dos  ángulos  planos  abatidos  sobre  no.  -jri. 
el  plano  horizontal ; haciendo  ahora  jirar  el  segundo  ángulo  plano  al- 
rededor de  se,  hasta  que  forme  con  la  cara  BSC  , el  ángulo  diedro  C, 
obtendremos  las  dos  caras  de  ángulo  triedro  en  su  verdadera  situa- 
ción. Pero,  en  todo  este  movimiento  de  rotación,  un  punto  cualquiera 
D’  tomado  a discreción  sobre  la  arista  móvil , no  saldrá  fuera  del  pla- 
no vertical  D’FM  que  es  perpendicular  a la  charnela  : luego  ai,  cons- 
truimos, en  este  plano  abatido  alrededor  de  l’M  el  ángulo  .MPK  =C, 
y tomamos  la  distancia  FG’  = FD',  es  evidente  que  el  punto  D’  vendrá 
a colocarse  en  G’,  y por  consiguiente  , que  dicho  punto  se  hallará  pro- 
yectado horizontulmente  en  ü,  cuando  la  cura  móvil  ,\SC  huya  toma- 
do la  inclinación  que  requiere  la  cuestión.  Ahora  bien,  el  punto  del 
espacio,  que  tiene  por  proyecciones  a D y G’  pertenece  a la  tercer 
cara  desconocida , y si  la  suponemos  abatida  alrededor  de  SB,  el  punto 
(D , G’ ) no  saldrá  del  plano  vertical  DED”  que  es  perpendicular  a 
esta  charnela:  y como,  ademas,  debe  también  permanecer  este  punto  a 
una  distancia  del  vértice  igual  a SD’,  síguese  que  si  con  e.sta  distancia 
describimos  un  arco  de  círculo,  este  arco  cortará  a la  recta  indefinida 
DE  en  el  punto  D”  que  nos  determinará  el  ángulc  D”SB  que  será  el 
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ángulo  plano  de  la  tercera  cara  desconocida.  Y como  hemos  hallado  yii 
los  tres  ángulos  planos  del  ángulo  triedro  ; el  problema  u.°  59  nos  en- 
señará el  modo  de  constrnir  loa  demas  ángulos  diedros. 

Podiamos  también  emplearen  la  construcción,  la  distancia  MG’,  que 
es  evidentemente  igual  a MI)”,  para  describir  un  arco  de  círculo,  cuyo 
encuentro  con  el  primero  nos  habria  determinado  el  punto  IJ”. 

63.  Tkuoer  c.vso.  Dados  dos  ángulos  a y g </<  un  ángulo 
triedro  y el  ángulo  diedro  B opuesto  a uno  de  ellos  , hallar  las  otras 
partes. 

Sean  BSC  = a y CSí-V’  = g los  dos  ángulos  planos  dados  abatidos 
sobre  el  plano  horizontal.  8i  en  un  plano  vertical  Eh'  perpendicular  a 
la  arista  SB,  construimos  el  ángulo  RICK=B,  y enseguida  nos  ti- 
guramos  un  plano  iiidelinidu  que  pase  por  Í^E  y EK,  este  plano  indi- 
cará la  posición  de  la  cara  incógnita : de  modo  que  para  componer  e| 
ángulo  triedro,  no  habrá  mas  que  hacer  jiror  la  cara  A’SC  alrededor 
de  es,  hasta  que  la  arista  SA’  llegue  a colocarse  en  el  plano  SER. 
Durante  este  movimiento  de  rotación,  el  punto  D’  de  la  arista  móvil  no 
saldrá  del  ¡llano  vertical  D’FM,  tirado  por  el  punto  E perpendicular- 
mente  a la  charnela  CS;  y por  consiguiente  este  punto  D’  se  detendrá 
sobre  la  intersección  IcI  plano  vertical  F.M  con  el  plano  indelinido  SER: 
pero  esta  intersección  es  una  recta  qne  parte  del  punto  M y vienen  a 
encontrar  a la  vertical  F en  el  misino  ¡lunto,  evidentemente  i¡ue,  la  rec- 
ta ER  levaniadn;  luego,  si  para  hallar  esta  altura  , tiramos  la  línea  FR 
jierpendiculnr  a FE,  y trasladamos  en  seguida  FR  de  modo  que  formo 
ángulo  recto  con  F.M  desde  F ha.sta  R’,  tendremos  que  la  línea  .MR' 
será  la  intersección  de  que  hemos  hablado,  y sobre  «isla  línea  deberá 
detenerse  el  punto  D'  de  la  arista  móvil  í*.V.  Y así  es,  que  describiendo 
con  el  radio  FD'  un  arco  de  círculo  que  corte  a .MR’  cu  G,  hullarémos 
la  posición  G de  un  punto  de  la  tercera  arista  HA  en  el  plano  vertical 
1'  .M,  nos  seria  fácil  deducir  la  proyección  horizontal  D de  esta  arista. 

Observemos  ahora  que  c.ste  punto  G,  situado  en  el  plano  vertical 
Ml',penencee  a la  cara  incógnita,  y que  cuando  so  abate  esta  alre- 
dedor do  la  arista  HB,  no  varia  de  distancia  respecto  a los  puntos  M 
y fe  situados  sobre  la  charnela.  Y como  evidentemente  estas  distancias 
•son  MG  y SD’;  síguese  que  si  con  estas  rectas,  por  radios,  describimos 
dos  arcos  de  círculo , su  encuentro  D”  determinará  el  abatimiento  dcl 
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punto  G (*),  y por  consiguiente  la  cara  incógnita  serít  D"SB.  Despuen 
de  hallada  esta  cara,  recaeremos  en  el  caso  n.®  59,  y sabremos  ya 
construir  las  otros  partes  del  ángulo  triedro. 

G4.  Notemos,  ademas,  que  el  arco  de  círculo  descrito  con  el  radio 
FD’,  cortará,  en  jeneral,  a la  recta  MU’  en  dos  puntos  (i  y gi  de  modo 
que  al  jirar  la  cara  A’SC  alrededor  de  CS,  podrá  tomar  dos  posicio- 
nes, en  las  que  se  hallará  la  arista  8A’  situada  cu  el  plano  indefinido 
HER  o en  el  SMU’;  respecto  a una  de  estas  posiciones  , el  punto  D’ 
se  detendrá  en  G,  y para  la  otra  vendrá  a parar  a g.  l’or  consiguiente, 
si  abatimos  este  último  punto  como  hemos  hecho  con  el  primero , alre- 
dedor do  SB,  dicho  punto  se  trasladará  a d”,  y en  este  cuso  í/''!SB 
será  el  ángulo  plano  de  la  tercer  cara  incógnita.  Habrá  pues  dos  án- 
gulos tiedros  que  se  podrán  componer  con  los  datos  a , 6 >'  B,  cuyo 
resultado  es  enteramente  análogo  al  que  se  presenta  en  la  construcción 
do  un  triángulo  rectilíneo  en  que  se  conocen  dos  lados,  y el  ángulo 
opuesto  a uno  de  ellos. 

No  hai  necesidad  de  añadir  que  si  el  arco  descrito  con  el  radio  FD’ 
no  hace  sino  tocar  a la  recta  MR’,  no  habrá  mus  de  una  solución;  y 
que  el  problema  será  imposible  de  resolver,  cuando  este  arco  no  en- 
cuentre eu  ningún  punto  a la  recta  MR'. 

65.  Sin  embargo,  importa  observar,  que  no  debe  admitirse  la  según-  nc  -jT. 
da  solución,  cuando  el  punto  g-  caiga  sobre  MR’  y debajo  de  MF,  es 
decir,  debajo  del  plano  horizontal  (suponemos  en  esto  que  se  ha  tenido 
cuidado  de  construir  el  ángulo  dado  B,  ya  sea  agudo  o ya  obtuso,  encima 
del  plano  de  proyección),  fon  efecto,  el  ángulo  triedro  que  eu  este  caso 
se  halluria  , e.sturía  evidentemente  compuesto  de  los  ángulos  planos  a y 
g,  y de  un  ángulo  diedro  suplemento  do  B:  pero,  como  se  nos  dá  aquí 
este  último  gráficamente,  y no  por  el  valor  de  sn  snio , no  puede  haber 
en  tal  caso  ambigüedad  sobre  bu  magnitud , y por  consiguiente  no  nos 
es  permitido  Ix  adopción  indiferente  de  B o l!iU°  — B. 

Por  la  misma  razón,  seria  preciso  desechar  las  dos  soluciones,  y de- 


(*)  También  podriamus  hallar  el  abatimiento  D"  combinando  uno 
de  estos  dos  arcos  con  la  recta  DD”  tirada  por  la  proyección  horizontal 
D del  punto  G,  perpcndicularmcnte  a la  charnela  Üll. 
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clarar  el  problema  imponible , con  las  cantidades  dadas,  cuando  los 
dos  puntos  O y cayesen  ambos  debajo  de  la  borizontal  MF,  lo  cual 
no  podrá  suceder  sino  cuumlo  el  áiif'ulo  diedro  B sea  obtuso. 

OB.'tEIlVACIOM.  .4nn  cuando  los  tres  últimos  problemas  del  nú- 
mero 5'.í  puedan  convertirse  en  los  tres  primeros  por  medio  de  oii  án- 
ffiilo  triedro  suplementario , segnn  lo  hemos  hecho  ver  en  el  n.“  5!l , es 
interesante  y útil  uignnus  veces  hallar  una  solución  directa.  En  virtud 
<le  esto  vamos  a esponerla ; prevenimos,  sin  embargo,  a los  lectores  (pie 
principian  a estudiar  la  Jeoinctría  descritiva , que  esta  solución,  supo- 
ne el  conocimiento  de  loa  planos  tanjeiites  a las  superficies  curbas  ; y 
así  es  que  harán  mui  bien  en  diferir  la  lectura  de  lo  que  sigue,  hasta 
que  hayan  estudiado  lo  incnos  los  capítulos  II  y III  del  libro  segundo. 

I.IW  s.  Cl  ARTO  CASO.  Dados  (luí  ángulos  diedros  A y li  de  un  úngu- 

»'<■.  I-  lo  triedro  i/  una  de  las  evras  opuestas  S , hallar  las  otras  partes. 

Adoptemos  por  plano  horizontal  el  de  la  cara  incógnita  y,  y tracemos 
sobre  él  el  abatimiento  ASC”  de  la  cara  dada  6 ; tiremos  en  seguida 
pcrpendicularineiite  a la  arista  í*A  , el  plano  vertical  D"EF,  y tracemos 
sobre  este  el  ángulo  D'ED  igual  al  ángulo  diedro  A que  se  nos  da  en 
la  cuestión.  Hecho  esto,  si  hacemos  jirar  la  cura  AHG”  alrededor  de 
AS,  hasta  que  llegue  a acomodarse  sobro  el  plano  SED’  tendremos 
que  el  punto  D”  se  trasportará  a D‘,  cuyo  punto  se  jiroyecta  horizonlal- 
luentp  en  D;y  para  acabar  de  componer  el  ángulo  tiedro  , no  tendre- 
mos mas  que  hacer  pasar  por  la  arista  (8D,  ED’)  un  plano  que  forme 
con  el  plano  horizontal  un  ángulo  igual  al  ángulo  diedro  B.  Para  con- 
seguir esto , tiremos  en  el  plano  vertical  EF  la  recta  D’F,  de  modo  que 
forme  el  ángulo  D’b'D  = B ; y en  seguida  , y después  de  haber  he- 
cho jirar  esta  recta  alrededor  de  la  vertical  D’D  para  enjendrar  por  este 
medio  un  cono  de  revolución , cuya  base  será  el  círculo  DF , tiremos 
un  plano  tanjeníc  a este  cono  de  modo  que  pase  por  la  arista  (8D,  ED’). 
Este  plano  tendn'i  por  traza  a la  recta  8GB  tirada  desde  el  punto  8 
tanjencialmente  al  círculo,  cuyo  radio  es  DF,  y esta  será  la  tercera 
arista  del  ángulo  triedro  de  que  tratamos  y detenninará  la  cara  A8B 
= y.  En  cuanto  a la  tercer  cara  a , que  en  el  caso  presente  está  abati- 
da según  B8C”,  veremos  fácilmente  que  se  construye  tomando  sobre 
la  ])crpeudicnlar  DG  una  lonjitud  GD'”  igual  a la  jeneratriz  D'F  del 
cono  a que  es  tanjente  e.sto  cara. 
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67.  Qiixto  caso.  Dados  dos  ángulos  diedros  A y B rff  un  ángulo 
triedro  , y la  cara  comprendida  y , hallar  las  otras  partes. 

Después  de  haber  trazado  sobre  el  plano  horizontal  un  ángulo  ASB 
= y para  representar  la  cara  conocida , tiremos  un  plano  vertical  EP 
perpendicular  a la  arista  S.\,  y tracemos  en  él  el  ángulo  F’EF  igual  al 
ángulo  diedro  A;  del  mismo  modo  construyamos  en  un  plano  perpendi- 
cnlar  a la  arista  SB,  el  ángulo  G’KtJ  = B.  Hecho  esto,  tendremos  que 
los  planos  SKF’  y SKG’  serán  los  que  forman  las  caras  desconocidas: 
y para  hallar  otro  segundo  punto  D de  la  proyección  SDC  de  su  inter- 
sección, será  suficiente  que  los  cortemos  con  un  mismo  plano  horizontal 
cnalquiera.  Para  esto,  tomaremos  las  alturas  iguales  EIP  = KL’;  y ti- 
rando, en  seguida,  las  rectas  Il’F’  y L’G’  respectivamente  paralelas  a 
las  dos  lítieas  de  tierra  EF,  y KG , hallaremos  las  dos  secciones  hori- 
zontales F’D  y G’D , las  cuales  nos  darán  a conocer  el  punto  D que 
buscamos , por  medio  de  su  encuentro.  Finalmente,  para  abatir  las  dos 
caras  que  se  cortan  según  SDC,  tomaremos  las  perpendicidaros  MD” 
= EF'  y ND”’  = KG’,  y estas  dos  caras  tendrán  evidentemente  por 
verdadera  magnitud  a ASC”  y a BSC’”. 

68.  Sesto  caso.  Dados  los  tres  ángulos  diedros  A,  B,  y C,  de  un 
ángulo  triedro,  hallar  las  tres  caras. 

Señalemos  sobre  el  plano  horizontal  que  supondremos  coincidir  con 
el  de  la  cara  incógnita  y,  la  recta  arbitraria  DA,  para  que  represente 
una  de  las  aristas  de  esta  cani ; y sobre  un  plano  vertical  ])crpcndicu- 
lar  a DA  tracemos  el  ángulo  Y’AX  igual  al  ángulo  diedro  dado  A : el 
plano  Y’AD  será  también  el  que  contiene  a la  cara  §•  Bajemos  en  se- 
guida, do  un  punto  T'  tomado  arbitrariamente  en  el  interior  del  ángu- 
lo Y’AX,  las  perpendiculares  T’O  y T'I , a las  caras  y y S » )’  tracemos 
los  ángulos  T’  FO  = B y T’G’l’  = C;  hecho  esto,  si  hacemos  jirar  es- 
tos ángulos  alrededor  de  los  ejes  T’O  y T ’ I ’,  enjendrurán  dos  conos 
de  revolución , a los  cuales  deberá  evidentemente  ser  tanjente  la  cara 
incógnita  a ; de  modo  que  la  cuestión  se  reduce  a tirar  un  plano  que 
toque  a un  mismo  tiempo  a estos  dos  conos,  cuyo  cú.spide  común  se 
halla  en  T’,  y sus  bases  son  los  círculos  descritos' con  los  radios  OF 
c I’G’.  La  solución  directa  consistirá,  en  hallar  la  traza  horizontal  del 
segundo  cono  I’T’G’;  y tirar  en  seguida  una  tanjente  común  a e.sta 
c urba  y ai  círculo  cuyo  radio  es  OF ; pero  recurriendo  a las  considern- 
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cioncij  si^uicntCH,  podremos  evitar  el  trazado  uprnximativo  de  iinacurba 
por  medio  de  puntos. 

Inscribamos  una  esfera  al  cono  'I''OF,  de  modo  «pie  el  círculo  hori- 
zontal MFX  sen  un  círculo  menor  de  ella:  el  centro  w’  de  esta  esfera, 
se  hallará  timtido  la  recta  b'aj’  normal  al  cono  de  (|ue  se  trata  ; y para 
tener  otra  setrnuda  esfera , ijinnl  a esta,  y asimismo  inscrita  en  el  otro 
cono  T’  r («',  será  preciso  tirar  la  línea  'I"  IF  = u F de  suerte  <pie  for- 
me ángulo  recto  con  T'G’,  y concluir  el  paralelótíramo  T'H’  K’^’,  que 
será  el  que  nos  dé  a conocer  el  centro  ’f’  y el  radio  9’  K’  de  esta  nueva 
esfera.  Hecho  esto,  figurémonos  un  cilindro  cpic  esté  circunscripto  a 
las  dos  esferas  dichas  ; este  las  tocará  según  dos  círculos  perpendicu- 
lares a su  eje  que  es  la  recta  9’  tu’;  y como  el  plano  que  toque  a los  dos 
conos  a un  mismo  tiempo , debe  sor  necesariamente  tunjente  a las  dos 
esferas  ; síguese  que  dicho  plano  es  también  tanjente  al  cilindro  de  que 
tratamos , y la  cuestión  se  reduce  a tirar  por  el  punto  T’  un  plano  que 
sea  Uinjrntc  a esta  sola  superficie. 

Por  consiguiente,  el  método  directo  seria  el  trazar,  en  el  plano oi’  V’ 
perpendicular  al  eje  9’ ai’  , un  círculo  con  un  radio  igual  a od  F ; y en 
seguida  tirar  una  tanjente  a esto  circulo  por  el  punto  en  que  terminase 
sobre  este  plano  la  paralela  al  eje  tirada'por  el  punto  T’.  Todo  esto  po- 
dría ejecutarse  en  el  abatimiento  sobre  el  plano  horizontal  ; pero  hai 
toiluvin  otro  medio  mas  corto.  Con  efecto,  debiendo  el  plano  que  bus- 
camos ser  tanjente  a un  mismo  tiempo  al  cilindro,  a la  esferu  tu  y al  cono 
T’FO,  debe  hallarse  su  punto  de  contacto  con  la  esfera , 19  sobre  el 
círculo  horizontal  MFN  que  es  la  línea  de  contacto  tle  la  esfera  y 
del  cono:  2?  sobre  el  círculo  má.xinio  contenido  en  el  plano  tu'  V’  que 
es  la  línea  de  contacto  de  la  esfera  con  el  cilindro.  Pero  como  es- 
tos dos  círculos  se  cortan  manifíestamente  según  una  cuerda,  que  está 
proyectada  verticalmcntc  en  el  punto  M’,  y representada  en  su  ver- 
dadera |K)8Ícioii  [)or  MM’N  sobre  el  plano  horizontal;  síguese  que  M 
es  el  p\mto  de  contacto  y BMS  la  traza  horizontal  del  plano  tanjente 
pedido:  su  traza  vertical,  que  debe  pasar  por  el  cúspide  T , será  desde 
luego  BT’C’. 

Vaque  conocemos  la  magnitud  ASB  =y  de  la  cora  horizontal  y la 
proyecemn  SC  de  la  arista  según  la  cual  so  cortan  los  dos  planos  8AC’ 
y 8BC’,  no  habrá  mas  que  abatir  estos  dos  últimos  alrededor  de  las 
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charnclu»  AH  y JIH,  y hallaremos  fácilmente  las  dos  caras  ASC”=  6 
y BHC'”=  a.  Observarcmo.<i  que  la  arista  abatida  según  SC”  deberá 
ser  taiijentc  al  círculo  descrito  desde  el  punto  I”  con  un  radio  igual  a 
l’G";  porque  este  círculo  es  la  base  dcl  segundo  cono  T’I  ’G  ’ al  cual  es 
también  taiijcntc  al  plano  HBC”. 
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CAIMTLLO  PRIMERO. 

De  la  jcneracion  de.  las  superficicK  y de  su  rtprescnlarioH 

grájica. 

fií).  Hemos  nniinciado  (iiV  7)  que  pnra  representar  gráficamente  una 
superficie,  no  era  preciso,  como  en  las  líneas,  tratar  de  construir  las 
proyecciones  de  los  diferentes  puntos  de  este  lugar  jeoméirico  sobre 
los  dos  planos  fijos  do  proyección  : con  efecto , en  virtud  de  que  sobre 
una  superficie  y partiendo  de  un  punto  dado,  podemos  caminar  en  nna 
infinidad  de  direcciones,  el  medio  precedente  no  tcuidria  otro  resultado 
que  recargar  los  |)lanos  fijos  de  una  multitud  de  puntos  y líneas,  cuya 
unión  no  podriainos  percibir,  y cuyo  compexo  , sobro  lodo,  no  pintaría 
de  ningún  modo  al  ojo  del  observador,  ni  la  forma  de  la  superfice,  ni  su 
curbatura  mas  o menos  pronunciada,  ni  tampoco  el  níimerode  sus  na- 
pas (1).  Por  consiguiente  emplearemos  otro  procedimiento  (n?  93),  de- 
ducido de  la  naturaleza  misma  de  esta  magnitud,  de  la  cual  debemos 
ante  todo  dar  una  definición  exacta. 

70  Por  la  palabra  suprrjicie  no  debemos  entender  solamente  una 
serie  de  puntos  o de  enrbas  tan  próximas  unas  do  otras  cuanto  qne- 


(1)  La  roz  nnjTn  que  nuframntte  intradurimos  tanto  m este  tratado 
romo  en  el  de  matemáticas  de  Francoeur  traducido  para  servir  de  testo 
en  el  Instituto  nacional , es  tomada  del  griego,  en  cuija  lengua  significa 
el  declivio  o falda  de  los  montes,  y de  aquí  por  analojía  la  hemos  apli- 
eado  a las  superfieies. 
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ramos,  y que  no  tienen  entre  sí  ninguna  dependencia  fija:  es  pre- 
ciso aun  que  estos  puntos  o estas  líneas  esten  sujetas  a alguna  traba- 
zón común  y continua,  cuya  espresion  analítica  no  seria  otra  cosa  que  la 
ecuación  de  la  superficie , y cuya  definición  jeométrica  debe  enunciar- 
se así. 

Una  mperjicie  es  el  lugar  de  las  diversas  posiciones  que  loma  en  el 
espacio  cualquiera  linea  móvil  que  cambia  de  situación,  y aun  deforma 
según  una  lei  determinada  y continua. 

La  línea  móvil  se  llama  jexer.atriz;  y por  esta  frase,  una  lei  determi- 
nada, es  preciso  entender  ciertas  condiciones  que,  respecto  a cada  punto 
dado  en  el  espacio,  no  dejen  nada  arbitrario  en  la  forma  ni  en  la  posi- 
ción de  jeneratriz.  Y como  el  medio  mas  cómodo  para  espresar  (a  lo 
menos  eii  parte)  la  lei  de  este  movimiento,  es  señalar  una  o mas  líneas 
ñjas,  llamadas  direc  trices,  sobre  las  que  constantemente  deberá  apo- 
yarse la  jeneratriz  en  todos  sus  posiciones  ; síguese  que  para  diñiiir 
completamente  una  superficie  particular  es  preciso  indicar  la  naturaleza 
de  la  jeneratriz,  el  modo  en  que  se  mueve,  y las  directrices  sobre  quie- 
nes debe  resbalar  mientras  dura  su  movimiento  (•).  Con  solo  enm- 


(•)  Efectivamente  por  medio  de  la  traducción  al  análisis  de  este  mo- 
do de  enjrndrarse  , o de  una  propiedad  equivalente , es  como  siempre  se 
halla  la  ecuación  de  la  superjicie  ( Víase  F Analyse  appliqnée  á la  géo- 
nictrie  des  trois  dimensions,-  chap.  XIV.)  Reciprocamente,  cuanelo  un 
lugar  jeomét rico  está  definido  inmediatamente  por  la  ecuaciem  E (\  , y, 
z)  = 0,  «'  cetrlamos  esta  superficie  con  diversos  planos , por  ejemplo  ho- 
rizontales , obtendremos  las  curbas 

(1)  z = a , y F (x,  y,  (X  ) = o (2) 
z = «’  y F (x,  y,  a’ ) = o 
z = a”  y F(x,  y,  a”)  = o 

de  las  que  una  de  ellas  cualesquiera  que  sea,  espresa  lo  que  viene  a ser  la 
primera,  cuando  atribuimos  a la  constante  a los  valores  sucesivos  a,  «”  ; 
por  consiguiente,  estas  diversas  curbas  son  las  posiciones  siicisivas  que  to- 
maría la  curba  (1)  y (2),  si  se  la  hiciese  mover  en  planos  paralelos  , cam- 
biando también  sus  dimensiones , según  una  lei  que  dependería  del  modo 
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biar  estas  directrices,  hallaremos  diversas  superficies  que  todas  pcrie- 
iiecerán  a la  misma  familia:  debcnius  ademas  conocer  que  cada  super- 
ficie individual  os  susceptible  de  ser  ejendradade  una  infinidad  de  mo- 
dos. Vamos  a citar  muchos  ejemplo.s , tanto  para  aclarar  la  difinicion 
jencral,  cuanto  para  adquirir  desde  luego  el  conocimiento  de  los  luga- 
res jcométricos  de  que  tendremos  que  hacer  un  uso  frecuente. 

71.  UNA  SUPERFICIE  CONIC.\  , es  el  lugar  de  todas  las  posi- 
ciones que  toma  una  recta  móvil  SA  (fig.  28)  sujeta  a pasar  siempre 
por  nn  punto  fijo  S,  y a apoyarse  constantemente  sobro  una  curba  dada 
ABC,  cuya  curba  puede  ser  de  doble  curbatura,  es  decir,  que  no  tenga 
situados  todos  sos  puntos  en  un  mismo  plano.  Según  esta  difínicion, 
la  recta  móvil  SA  es  una  jeneratriz  constante  de  forma,  y variable  solo 
de  posición,  mientras  que  el  punto  fijo  y la  curba  ABC  son  las  direc- 
ces:  ademas  debiendo  considerarse  a esta  linca  8.V  como  prolongada  has- 
trita  el  infínito  por  una  y otra  parte  del  punto  8 que  se  llama  cúsjñdf  o 
centro  enjendrará  las  dos  napas  opuestas  e iudefínidas  8ABC,  8 a S y. 
8i  sustituyésemos  a la  curba  ABC  cualquiera  otra  directriz,  aun  cuando 
cambiásemos  el  cúspide  8 , obtendriamos  diversas  superficies  indivi- 
duales que  todas  pcrtenccerian  a \o,  fainilui  de  los  conos. 

72.  Pero  estas  siiperñcies  admiten  también  otros  mudos  de  enjen- 
drarse.  Con  efecto,  si  cortamos  el  cono  8AB(/  con  varios  planos,  pa- 
ralelos, hallaremos  secciones  semejantes  A’  B’  C’,  A”  B”  C”,  es  decir, 
curbas  en  que  existirán  puntos  como  O’,  O”,  de  tal  naturaleza  que  los 
radios  vectores,  respectivamente  paralelos,  O’A’  y O” A”,  O'B’  y 0”B”^ 
O’D’  y 0”1)”....  tendrán  entre  sí  una  razón  constante:  esta  proposición, 
que  es  cierta  sea  cual  fuere  la  directriz  ABC,  se  demuestra  fácilmente 
por  la  teoría  de  las  líneas  proporcionales.  Con  el  objeto  de  fijar  las 


en  que  entrase  la  constante  a en  la  ecuación  (2)  , asi  es  que  eliminando 
este  parámetro  entre  las  ecuaciones  {l)  y (2)  recar  riamos,  eridcntrmcntr, 
en  la  ecuación  F ( x , y,  z ) = o que  por  consiguiente  se  baila  ser  el  lu- 
gar de  tollas  las  posieiones  de  la  primera  curba  mótil.  Añadamos 
ademas  que  como  podemos  adoptar  una  iajinidail  de  direcciones  para  los 
planos  secantes  paralelos , o también  emplear  otras  suprrjicica  secantes, 
debe  haber  para  cada  superficie  una  infinidad  de  modos  de  cjendrarla, 
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ideoB,  «upoudremos  que  ABC  es  una  elipse,  cuyos  dos  semi  ejes  son 
OA  = a,  y OB  = b ; según  esto,  las  otras  secciones  A’B’C’,  A’’B”C”, 
que  suponemos  paralelas  a esta  base,  serán  también  elipses,  cuyos  ejes 
serán  asiniisino  paralelos  a los  de  ABC,  y ademas  darán 

a a'  a" 

Esto  supuesto,  si  hacemos  mover  la  elipse  ABC  de  modo  que,  I?  su 
centro  recorra  la  recta  SO;  2?  que  en  todo  el  movimiento  permanezcan 
siempre  los  ejes  paralelos  a sus  posiciones  primitivas:  3?  que  dichos  ejes 
rayau  aun  mismo  tiempo  disminuyendo,  y que  esta  diminución  sea  pro- 
porcional a los  distancias  SO,  SO’,  SO” ; satisfechas  q\ie  sean  estas 

condiciones;  es  evidente  que  esta  elipse  móvil  coincidirá  sucesivamente 
con  las  A’B’C’,  A”B”C”....;  y según  esto , será  respecto  a la  superficie 
cónica  propuesta,  una  jeneratríz  rarutbU  deforma  y de  posición.  Pero 
para  reducir  estas  diversas  condiciones  a un  enunciado  mas  simple, 
bastará  recordemos  que  una  curba  do  segundo  grado,  queda  determi- 
nada ) en  su  plano , por  el  conocimiento  de  cinco  de  sus  puntos ; por 
cousigniente , si  trazamos  sobre  el  cono  cinco  aristas  fijas  como  las 
8A , SB  , 8C , 8D  y 8E  , podremos  decir  que  para  enjendrar  la  su- 
perficie , es  preciso  hacer  mover  a la  elipse  variable  ABC,  de  mo- 
do que  su  plano  sea  siempre  paralelo  a sí  mismo , y que  constan- 
temente se  apoye  sobre  estas  cinco  rectas  miradas  como  otras  tantas 
directrices. 

Finalmente,  supuesto  que  están  nuestro  arbitrio  tomar  loe  planos 
secantes  paralelos  a una  dirección  cualquiera , y que  también  podria- 
mos  cortar  al  cono  con  cualesquiera  otras  superficies , por  ejemplo , con 
esferas  descritas  desde  el  punto  O como  centro  y de  un  radio  variable, 
admitiremos  como  conclusión  evidente  que  hai  una  infinidad  de  líneas 
planas  o de  doble  curbatura  , que  podremos  adoptar  por  jeneratriccs  de 
nua  misma  superficie  cónica. 

73.  UNA  SUPERF’ICIE  CILINDRICA  es  el  logar  de  las  diver-  rio.  -i!», 
sas  posiciones  que  toma  una  recta  móvil  A A’  qtu  resbala  sobre  una  cur- 
ba fija  ARC,  permaneciendo  siempre  paralela  a una  dirección  dada. 
l'cro  no  solo  es  admisible  este  primer  modo  de  describir  la  superficie, 
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fin  el  que  es  constante  de  forma  In  jencratriz  AA’;  sino  que  como  todas 
laa  secciones  paralelos  al  plano  ABC  son  curbas  maniñestameiite  idén- 
ticas , podremos  también  mirar  la  supcrticic  como  que  la  ba  recorrido  la 
curba  ABC  nwriéndou  paralelamente  a sí  misma  apoyándose  siem- 
pre en  el  mismo  punto  de  ella  sobre  la  recta  AA’,  esta  será,  en  el  caso 
presente  una  directriz  de  la  curba  móvil  ABC.  Si  en  seguida  variamos  la 
dirección  de  las  secciones  paralelas,  bailaremos  una  infinidad  de  jeiic- 
ratriccs  diferentes,  propias  todas  ellas  para  describir  el  cilindro:  ade- 
mas estas  superfícics  pueden  considerarse  como  un  caso  particular  de 
los  conos ; tal  es  el  de  alejarse  el  cúspide  o una  distancia  infinita. 

74.  Observemos,  de  paso,  que  si  fuese  la  directriz  de  un  cono  o de 
nn  cilindro  una  recta  , dicha  superficie  se  reduciría  a un  plano , y este 
puede  definirse  como  ijue  es  el  lugar  de  las  posiciones  que  toma  una 
recta  móvil  sujeta  , l.°  a resbalar  sobre  una  recta  fija  , 2.“  a pasar  cons- 
taiitciiiente  por  un  punto  dado  , o sino  a permanecer  siempre  paralela  a 
su  primera  dirección. 

75.  UNA  SUPERFICIE  DE  REVOLUCION  es  ejendrada  por 

una  curba  cualquiera  CGTí"  que  jira  alrededor  de  una  recta  fija  I)Z,  de 
modo  que  cada  uno  de  sus  puntos  G describe  ten  círculo,  cuyo  plano  es 
papendieular  al  eje  I)Z,  y su  radio  es  la  distancia  mas  corta  GO  que 
hai  desde  este  punto  al  eje.  Olrservcmos  que  estos  diferentes  radios  GO, 
G’0’G’’0”,  aun  cuando  todos  soii  perpendiculares  a DZ,  no  por  eso 
son.  paralelos  entre  sí  cuando  la  jencratriz  GG’G”  es  de  doble  cur- 
batiira  ; o ann  cuando  siendo  plana , no  se  baile  el  eje  DZ  sobre  el 
mismo  plano  que  la  curba.  Ademas  de  esto  diremos,  que  se  llaman 
paralelos  de  la  superficie  , a los  diferentes  círculos,  tales  como  los 
(jjMA,  G'M’.V que  estos  radios  describen. 

7tí.  !f*i  por  el  eje  DZ,  hacemos  pasar  un  número  cualesquiera  de 
planos  tales  como  los  ZOA,  ZüM nos  resultarán  secciones  como 


(*)  Decimos  que  una  curba  se  muere  paralela  a sí  misma , siempre 
que  dos  de  sus  cuerdas,  sean  las  epte  fueren  , permanecen  siempre  para- 
lelas a sus  direcciones  primitiras.  Esta  condición  enruelvc  ecidente- 
mente  en  sí  el  jmralelismo  del  plano  de  la  curba  ; pero  esto  mismo  es- 
presa  ademas  que  esta  curba  no  jira  en  su  plano  móvil. 
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las  AA’A",  MM'M’’,  que  se  llaman  los  meridianns , o mas  bien  vur- 
Imik  meridianas  de  la  superficie , y que  en  cuanto  a su  forma  son  nece- 
sariainciitc  idénticas.  Con  efecto , estos  planos  meridianos  cortan  a los 
/mralelos  según  radios  que  forman  entre  sí  ángulos  que  evidentemente 
son  iguales,  como  lo  vemos  en  los  AOM,  A’O'M’,  M”;  por  con- 

siguiente , si  hacemos  jirar  el  plano  ZOM  una  cantidad  angular  MOA, 
tendremos  que,  todos  los  radios  OM,  O'  M',  0"M  ’,  coincidirán  a una 
con  los  OA  O' A’,  O” A”,  y las  curbas  meridianas  se  confundin'in 
una  con  otra. 

77.  Según  esto  resulta  que,  la  meridiana  A. al  jirar  alrededor 
de  DZ  , recorre  toda  la  superficie  de  revolución  , y puede  mirarse  co- 
mo una  nueva  jeneratriz  que  reemplaza  a la  curbu  primitiva  GG’G”. 

Ksta  última,  será  con  efecto,  distinta  del  meridiano,  siempre  que  no  ten- 
ga todos  sus  puntos  situados  en  un  mismo  plano  qne  pase  por  DZ,  se- 
gún podemos  observarlo  en  la  figura  de  que  estamos  tratando , que 
está  espresada  como  construida  en  perspectiva  sobre  el  plano  ZOBB” 

A”A  ; y en  razón  a este  convenio  hemos  punteado  las  partes  de  lus  pa- 
ralelos y de  la  curba  GG’(í”  que  están  detras  de  este  cuadro.  Fuera  de 
esto , podremos , construir  siempre  el  meridiano  por  el  conocimiento 
de  cualquiera  jeneratriz  , pues  para  ejecutarlo  bastará  hallar  los  puntos 
en  que  un  plano  tal  como  el  ZOB  corta  a los  diferentes  paralelos  des- 
critos por  los  puntos  do  GG’G” ; y mas  adelante  (n.®  148)  daremos 
un  ejemplo  de  esta  operación. 

78.  Las  superficies  en  que  ahora  nos  ocupamos,  admiten  también  riu.  :io. 
otra  especie  de  jeneracion  que  nos  es  interesante  conocer.  Supuesto 

que  todo  plano  perpendicular  al  eje  DZ,  da  por  sección  un  círculo  cuyo 
centro  se  halla  sobre  este  mismo  eje  {n?  75),  y que  tiene  un  punto  co- 
mún con  la  curba  GG’  o con  la  meridiana  BB’ , podremos  en  virtud 
de  esta  propiedad,  mirar  a la  superficie  de  revolución  con  el  lugar  de 
las  diferentes  posiciones  epie  toma  un  circulo  móril,  que  se  mantiene 
siempre  perpendicular  a la  recta  DZ  , cuyo  centro  recorre  esta  misma 
recta , al  propio  tiempo  que  su  radio  caria  de  modo  que  la  circunferen- 
cia se  ajfoya  constantemente  sobre  la  curba  fija  GG'G”,  en  cuyo  cuso 
esta  línea  es  una  directriz,  a la  que  puede  sustituirse  el  meridiano 
BB’B”,  y el  círculo  móvil  es  una  jeneratriz  variable  al  mismo  tiempo 
de  forma  y de  posición.  Esta  definición  , cuya  traducción  es  mas  fácil 
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en  análisis  (*),  presenta  la  ventaja  do  que  bajo  este  punto  de  vista,  to> 
das  las  superficies  de  revolución  forman  una  misma  familia  (n?  70) 
que  admiten  todas  una  jnieratriz  de  una  especie  constante , esta  es  el 
círculo  que  siempre  so  mueve  pcr|)oiidicularmente  al  eje , y que  está 
dirijida  cii  su  movimiento  por  el  meridiano  que  es  el  único  que  cani' 
bia  de  una  superficie  individual  a otra. 

79.  Y así  según  adoptemos  por  meridiano  a una  recta,  una  elipse 
nna  hipérbola  o una  pariibola,  obteiulremos  un  cono,  un  cilindro,  un 
elipstfidr,  un  hiporhtdoide  o un  paraboloide  de  kkvoli 'rio.V,  con  tal  que 
siempre  el  eje  de  rotación  coincida  con  uno  de  loe  diámetros  principa- 
les de  lu  curba,  porque  de  no  ser  así,  aun  cuando  siempre  seria  de 
revolución  la  superficie  , la  es|>eciu  a que  pertenecería  seria  mas  com- 
plicada. Por  ejemplo  , si  jirase  un  círculo  alrededor  de  una  recta  situa- 
da en  su  pinno,  pero  que  no  pasase  por  su  centro,  produciría  un  toro 
que  es  un  jéncro  de  superficie  anular  que  dentro  de  puco  tendremos 
ocasión  de  estudiar  (uV  IS8). 

BU.  E.stos  diversos  ejemplos,  esceptuando  el  último,  no  son  aun 
sino  casos  particulares  de  superficies  mus  jcneralos  que  siu  ser  de  re- 
voluciou,  nos  serán  útiles  en  lo  subccsivo  , y cuya  jeneracion  nos  im- 
porta conocer.  De  esta  naturaleza  son  i.as  slpekficies  ue  seuindo 
UKAIK)  que  nos  ofrecen  cinco  jinero»  distintos,  sin  que  en  este  número 
contemos  ni  a los  conos,  ni  a los  cilindros , ni  tampoco  a los  planos, 
por  ser  variedades  mui  sencilhi.s  para  ucn|Nirnos  de  nuevo  en  ellas. 

Fie.  :t4.  Bl.  ELIP8f)IDE.  8ea  una  elipse  ACDE  construida  sobre  los  se- 
mi  ejes  OA  — a y OC  — c ; la  8u(>undremus  trazada  en  uu  plano  ver- 
tical qnc  tomaremos  por  cuadro,  en  el  cual  representaremos  a la  su- 
perficie en  perspectiva,  de  aquí  resultará  que  las  lincas  punteada*  in- 
dicarán las  |M)rciones  de  curba  situadas  detras  dcl  plano  de  esta  elipse, 
y conservaremos  presente  la  idea  de  esta  bip<>tesis  en  todo  este  capítu- 
lo. 8i  en  un  plano  pcr])endiculur  a OC,  construimos  otra  elipse  A'B'D' 
(|ue  tenga  [>or  sonii  ejes  a la  ordenada  O' A’  = a ’ de  la  primera  elip- 
se, y a una  recta  O'B’  = b'  (jue  tomaremos  de  una  magnitud  arbitraria. 


(*)  Véate  r.Aiialyse  appliquéc  á la  géumétrie  des  trois  dimensions, 
chap.  XIV. 
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pero  perpendicular  a O’ A’;  y hacemoa  en  seguida  mover  a la  ciirba 
A’B’D’,  de  modo  que  permaneciendo  siempre  sus  ejes  paralelos  a sí 
mismos , conserven  constantemente  la  misma  razón  primitiva  , y que 
uno  de  ellos  coincida  sucesivamente  con  Ins  cuerdas  D'A’,  D”A”  DA.... 
de  la  elipse  fija  C.\F  ; decimos  en  este  caso  que,  el  lugar  jeométrico 
enjendrado  de  este  modo,  serájn  superficie  denominada  elipsmdr.  Cuan- 
do el  plano  de  la  elij)se  móvil  paso  por  e!  centro  O,  adquiriríi  esta  el 
máximo  de  magnitud  , porque  el  setni  eje  variable  «’  será  en  este  caso 
igual  a la  ordenada  máxima  OA  = a de  la  elipse  fija  ; y si  represen- 
tamos por  OB  = ó , la  lonjitud  que  en  este  caso  adquiere  el  segundo 
eje  b' , tendremos  que  las  tres  líneas 

AD  =2a,  BE  =26,  CF  = 2c 

• 

serán  las  que  se  llaman  diámetros  principales  o ejes  del  elipsoide.  Ade- 
mas debemos  notar  que  esta  superficie  será  cerrada  por  todas  partes, 
porque  pasados  los  puntos  C y F , tendrá  la  elipse  móvil  sus  dos  ejes 
imajinarios  (*). 

82.  Si  la  elipse  jeneratriz  A’B'D’  fuese  un  círculo  , es  decir  , si  hu- 
biósemos  tomado  a O’B’  igual  a O’A’,  la  superficie  seria  en  este  caso 
(n?  78)  un  elipsoide  de  revolución,  que  tendría  por  meridiano  a la  enrba 
directriz  CAF ; y dos  de  los  diámetros  principales  de  la  superficie,  es 
decir , loa  OA  y OB  serian  iguales  entre*  sí.  Finalmente  en  el  caso  de 
que  los  tres  ejes  OA,  OB,  y OB  tuvie.sen  lodos  la  misma  lonjitud  , el 
elipsoide  dejeneruria  en  una  esfera. 

88.  HIPERBOLOIDE  de  vnn  najm  Sustituyamos  a la  elipse  3.5 
directriz  una  hipérbola  A’.V’A,  cuyo  semi  eje  real  sea  O A =■  n , y el 
semi  eje  imajinario  OC  — c ; constrayamos  en  seguida,  lo  mismo  que 


(*)  Si  espresauws  por  medio  del  análisis  esta  especie  de  jeneracion, 
hallaremos  que  la  ecuación  del  elipsoide  referido  a sus  ejes  es 


Véase  fAnalyse  appliqnée  á la  géométric  des  trois  diiiiensions , 
chap.  IX. 
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antoriornientc,  una  elipse  A’B’D’,  en  un  plano  perpendinilar  a OC,  y 
sobre  dos  ejes  de  los  cuales  uno  sea  la  cnerda  A’D’  de  la  liipórboln; 
haciendo  ahora  mover  a esta  elipse  siguiendo  la  inisnia  lei  que  ante* 
riorineiite , enjendrará  el  hiperboloide  de  una  najni , llamada  así  ponjuc 
evidentemente  esta  stiperficie  no  tiene  sino  una  sola  napa,  pero  esta  es 
indeñnida  lo  mismo  que  lo  es  la  hipérbola  directriz.  Cuando  el  plano  de 
la  elipse  móvil  pase  por  el  centro  O,  llegará  a su  «lím'mo,  porque  en  este 
caso  el  eje  variable  D’A’  llegará  a ser  igual  a DA,  rjtic  es  la  menor 
de  las  cuerdas  de  la  hipérbola : esta  es  la  razón  por  qué  a la  ctirba 
ABDE  se  le  da  el  nombre  «le  elipse  de  la  garganta,  y las  tres  rectas 

AD  = BE  = , CF  = 2c 

son  los  tres  ejes  del  hiperboloide;  pero  como  la  última  CF  no  encuen- 
tra a la  superficie,  se  le  da  el  nombre  de  eje  imajinario,  sin  embargo 
de  que  la  cantidad  real  2c  no  es  sino  el  coeficiente  de  la  espresion  iina- 
jinaria  (pie  nos  da  el  análisis  al  determinar  los  puntos  de  la  snperticio 
que  se  hallan  situados  sobre  la  recta  indefinida  OCO'  (•). 

84.  Cuando  son  iguales  los  dos  ejes  reales  OA  y OB,  tenemos  que 
el  hiperboloide  es  de  revolución  (n?  78),  porque  en  este  caso  se  con- 
vierte la  elipse  jeiieratriz  A’B’D’  en  un  círculo ; y así  en  este  caso  par- 
ticular, podrá  considerarse  enjendrada  la  superficie  por  la  revolución 
de  la  hipérbola  A’.\”A  alrededor  de  su  eje  imajinario  OCO’. 
l ili.  :i(i.  85.  HIPERBOLOIDE  de  dos  napas.  Construyamos  tambicu  sobre 

los  semi  ejes  OA  = a y OC  = c , una  hi|>érbola , colocada  de  modo 
que  OC  sea  el  eje  real  ; hagamos,  lo  mismo  que  anteriormente  , mover 
la  elipse  A'B'D’ : esta  enjen  Irará  otra  especie  de  hiperboloide  que  ten- 
drá dos  napas  indefinidas,  y separadas  una  de  otra  por  un  intervalo 
en  el  cual  no  existirá  ningún  punto  de  la  superficie.  Con  efecto , entre 
los  jiuntos  C y F tendremos  quería  cuerda  variable  A’D’,  que  sirve  de 
eje  a la  elipse  móvil , será  imajinaria , y necesariamente  , sucederá  lo 
mismo  con  el  segundo  eje  O'B’,  que  debe  conservar  con  el  primero 


(*)  La  ecuación  del  hipérbole  de  una  napa  rejerida  a sus  ejes  es 
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una  razón  constante : de  modo  que  siendo  la  juneratriz  totalmente  ima- 
jinaria  en  este  intervalo,  no  dará  ningún  punto  real  de  la  superficie. 
í?>in  embargo,  como  respecto  al  punto  O,  sabemos  que  el  senii  eje  _ 

O’A’  llegará  a ser  igual  a OA.  V — 1 , gi  queremos  construir  el  coefi- 
ciente real  del  otro  eje,  que  es  asimismo  imajinario,  deberemos  tomar 
sobre  una  perpendicular  al  plano  AOC  , una  lonjitud  OB  , de  modo 
(pie  se  verifique  que 

O’B’  _ ob.v:::í  _ (Hi 
i)W  ~ oa7v3  ~ í>a  ■ 

en  este  caso  las  dos  rectas  AD  = 2a  y BE  = 2¿  serán  las  que  se  lla- 
man ejes  imajinarios  del  hiperboloide  de  dos  napas , en  tanto  ipic 
CF  = 2c  será  el  eje  rea!  (•). 

8G.  Para  que  esta  hipérbola  fuese  de  revolución , bastaria  que  los 
dos  ejes  imajinarios  OA  y OB  fuesen  iguales , porque  esta  hipótesis 
contendria  la  relación  O'A’  = O’B’,  que  cambia  a la  elipse  jeneratriz 
eii  un  círculo.  En  este  caso  podría  enjendrarse  la  superficie  por  la  re- 
volución de  las  dos  ramas  CA”.\’  y F.A'”  de  la  hipérbola  primitiva,  al- 
rededor  de.  su  eje  real  COF. 

87.  P.\R.\BOLOIDE  elíptica.  Adoptemos  ahora  por  directriz  lija  ,-ic.  ST. 
a una  parábola  I)”OA”,  haciendo  mover  perpendicularmente  a su 
eje  0.\  a una  elipse  A’B’Ü’,  cuyo  primer  eje  O’A’  = a’  sea  la  ordenada 
variable  de  esta  parábola,  y el  segundo  0’B’=  //  de  una  magnitud  arbi- 
traria, pero  que  conserve  con  el  primero  una  razón  constante.  En  este  - 
movimiento , la  elipse  nnívil  enjendrará  una  superficie  compuesta  de  una 
sola  napa  indefinida  en  el  sentido  de  0.\ , que  se  llama elíp- 
tico, porque  todas  las  secciones  planas  que  se  pueden  trazar  en  ella,  no 
son  nunca  sino  ]Mir¿ibulas  o elipses  (**). 

(*)  La  ecuación  del  hiperboloide  de  dos  napas , rejirida  a sus  ejes, 

¡I  tomando  al  que  es  real  por  eje  de  las  z , seria 


(**)  La  ecuación  de  este  paraboloide,  referida  a su  cértice  tj  al  eje 
único  OX  como  eje  de  las  x , es 
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88.  Cuando  son  iguales  los  dos  ejes  de  la  eli¡>se  jcncratríz , esta 
■ superficie  es  de  revolución  (n?  78)  en  cuyo  caso  puede  ser  ejendrada 
, por  el  moviniien»o  do  la  parábola  OA’A”,  que  jira  alrededor  de  OX. 
rin.  3S.  89.  I’ARABOLOIÜE  hiperbólico.  Fiiialinente  , conservando 

siempre  por  directriz  a la  parábola  D”OA”,  sustituyamos  a la  elipse 
jenerutriz  do  que  hasta  ahora  hemos  hecho  uso , una  hipérbola  D'Il’, 
A’G’,  construida  en  un  plano  perpendicular  a 0.\,  y sobre  dos  semi  ejes 
O’B’,  cuya  razón  sea  constante,  mientras  que  el  primero,  que  es 
el  eje  real  de  esta  hipérbola,  va  siendo  sulK'esivomenle  iguala  las  di- 
ferentes ordenadas  O’A’,  O” A” de  la  parábola  fija.  Al  moverse  así 

la  hipérbola  móvil , siendo  siempre  paralela  a sí  niisina , describirá  dos 
napas  abiertas  a derecha  e izquierda  separadas  por  el  hueco  interior 
del  cilindro  D'’OA”,  cuyas  napas  se  estenderán  al  infinito , como  sucede 
con  la  parábola  en  el  sentido  de  O'X:  pero  si  hacemos  mover  la  hipér- 
Iwla  móvil  desde  O’,  bácia  el  punto  V,  su  eje  real  O' A’  disminuirá,  y 
será  nulo  en  O;  por  consiguiente  las  dos  napas  de  ijue  acabamos  do 
hablar , se  reunirán  en  este  punto,  y al  mismo  tiempo  la  hipérbola  se 
reducirá,  en  esta  posición,  a dos  rectas  indefinidas  KO¿,  y LOÍ,  que 
se  hallarán  enteramente  sobre  la  superficie , y serán  paralelas  a las 
asíntotas  de  todas  las  hipérbolas  precedentes. 

Encima  del  punto  O,  en  O’”  por  ejemplo,  reaparecerá  la  hipérbola 
jeneratriz,  pero  en  una  situación  H’”B’'’G”’  inversa  con  relación  a sus 
nsímptotas.  Con  efecto , los  ejes  que  gráficamente  hemos  representado 
por  O’  A’  y O’B',  debian  en  todo  rigor  estar  espresados  por 

a'  ==  O’A’,  h'  = O-B’  V'ZTTl 

lluego,  supuesto  que  en  el  punto  O’”  la  ordenada  de  la  parábola 
es  imajinaría , y que  según  esto  el  primer  eje  déla  hipérbola  móvil 
se  convierte  en  a”'  = O”’ A”’.  V — 1 , es  indispensable  que  el  segundo 
eje , para  conservar  con  el  otro  una  razón  constante  , tome  la  forma  de 

= a ^ = O’”  A””.  — - 
a O’A’ 

cuya  cantidad  es  real,  y está  representada  en  la  figura  por  O’”  B’”. 
Esto  nos  dice  que,  encima  del  punto  O,  el  eje  real  0”’B”’  de  la  hijiér- 
bola  jeneratriz  tiene  una  dirección  perpendicular  al  plano  A’OD’,  y 


Digitized  by  Google 


CAPmrLO  I.  HWEBACIOM  DB  LAS  SVPERrlCIES.  SI 

que  aun  en  eeta  eitiiacion  deBcribirán  las  dos  ramas  de  esta  ciirba  dos 
napas  indefíiiidas , colocadas  una  de  ellas  delante  de  este  plano  y la 
otra  detras  , pero  que  rcniiiéndolas  con  las  precedentes  por  medio  de 
las  rectas  KOA  y IjO/,  no  presentará  su  conjnnto  sino  inin  sola  super- 
ficie sin  ninguna  interrupción,  cuyas  ciirbaturas  estarán  en  sentido 
opuesto,  como  sucede,  poco  mas  o menos,  con  la  garganta  do  una  polea- 
A la  superficie  de  que  tratamos  se  le  ha  dado  el  nombre  do  paniboloidr 
hiperbólico , porque  nos  enseña  el  análisis  que  todas  las  secciones  pla- 
nas que  |moden  trazarse  sobre  esta  superficie , son  siempre  jmrábolaii 
o hipérbola»,  entre  las  cuales  es  preciso  también  comprender  los  ca- 
sos particulares  en  que  esta  sección  es  una  recta  aislada  o dos  rectas 
que  se  cortan  (•). 

90.  Conviene  que  observemos  aquí  que,  el  paraboloide  hiperbólico 
no  podrá  nunca  ser  un  cuerpo  de  revolución : ¡morque  según  lo  que 
acabamos  de  decir  sobre  la  naturaleza  de  las  secciones  planas , iiingtina 
de  estas  enrbos  es  jamas  cerrada , y por  consiguiente  no  puede  ser 
circular. 

91.  El  modo  según  qne  acabamos  de  indicar  la  forniacioii  del 
|>araboloidc  hiperbólico  presenta,  verdaderamente,  una  especie  de  dis- 
continuidad gráfica , supuesto  que  encima  del  punto  O,  es  imajinaria 
la  parábola  que  servia  de  directriz , pero  como  el  análisis  csplica  fá- 
cilmente esta  dificultad , hemos  preferido  conservar  este  modo  do  je- 


(*)  Para  leer  la  fig.  38  debemos  también  recordar  que  la  siipone- 
mo»  trazada  sobre  el  plano  vertical  J)”OA"  como  cuadro  de  perspecti- 
va’, y así  es  que  todas  las  líneas  punteadas  están  detrás  de  este  plano. 
Ademas,  como  es  bastante  dificil  dar  una  ideei  clara  de  la  forma  de 
este  paraboloide  con  un  dibujo  en  q^^speetira , luiremos  bien  en  eemstil- 
tar  un  modelo  de  bulto,  que  podrenws  construir  fácilmente  por  medio 
de  hilos  tendidos  en  línea  recta  según  una  lei  determinada;  séanse  los 
números  555, 5GG  y lajig.  120.  En  cuanto  a la  ecuación  del  para- 
boloide hiperbólico,  referida  al  punto  O considerado  como  oríjen  de 
las  coordenadas , y al  eje  OX  como  eje  de  las  x , réremos  que  es 
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ueracion , porque  presenta  mas  aiialojía  con  las  superficies  precedentes, 
justifica  mejor  las  denominaciones  impuestas  a los  dos  paraboloides,  y 
manifiesta  claramente  la  existencia  délas  dos  rectas  ()L  y OK  situadas 
sobre  el  segundo.  Sin  embargo,  citaremos  otro  modo  de  cnjendrar  estas 
superficies  , eiiteramenre  continuo  y común  a lo.s  dos  paraboloides. 

FIO.  :J7.  Sobre  el  mismo  eje  O.X,  y en  planos  perpendiculares , construyanse 
dos  parábolas  A”’OD’”  y B”’OE”’  que  tengan  el  mismo  vértice,  sean 
cuales  fueren  sus  parámetros  , pero  que  sus  concavidades  esten  vueltas 
hacia  un  mismo  lado:  llagamos  en  seguida  resbalar  una  de  las  dos  pa- 
ralelamente a sí  misma  (n°  73)  sin  alterar  su  forma , pero  de  modo 
que  su  vértice  permanezca  con.stnntemente  sobre  la  otra  parábola  fija: 
y de  este  modo  obtendremos  el  paruholoulc  díptico. 

Fir..  3S.  Tómense  dos  parábolas  A”OD”  y B”’OE'” -construidos  del  mismo 
modo  que  las  de  arriba , pero  que  tengan  sus  concavidades  vueltas  en 
sentido  contrario  : hágase  también  resbalar  paralelamente  a sí  misma, 
a la  curba  A”OD”  constante  de  forma , de  modo  que  su  vértice  recorra 
la  otra  parábola  fija;  y por  este  medio  se  producirá  el  purúholoide  hi- 
perbólico (•). 

92.  Para  completar  el  conocimiento  de  los  lugares  jcométricos  de 
que  con  mas  frecuencia  se  hace  uso,  nos  queda  que  hablar  de  las  sc- 
PEUFieiES  WESARKOi.L.vni.Ks  y de  las  siTEnnciEs  gaisas  (1) , jiero,  ade- 
mas de  que  no  pueden  comprenderse  bien  claramente  las  propiedades 
características  de  estas  dos  superficies  sino  después  de  haber  visto  los 


(*)  Véate  Analysc  appliquéc  á la  géoinétrie  des  trois  diinensions, 
chap.  VIII. 

(1)  jPor  dos  razones , en  nuestro  concepto  mui  jmderosas , hetnos 
creído  deber  sustituir  este  nombre  a la  denominación  de  Gauchas  con 
con  que  jmeralmcnte  se  han  designado  estas  superficies;  la  primera 
porepie  creemos  que  al  introducir  una  roz  nuera  en  un  idioma , debe 
procurarse  que  esta  no  se  confunda  con  ninguna  otra  ya  rrcilñda  y de 
significado  enteramente  diferente;  la  presente  si  no  tenia  este  inconve- 
niente en  Europa , no  sucede  así  en  América  ; y la  segunda  , porque  la 
denominación  que  adoptamos  es  zúas  conforme  con  la  ctimolojia  griega 
gansos  , que  significa  torcido  al  través. 
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planos  taiijeiitcs,  nos  parece  mejor  dejar  al  lector  el  tiempo  necesario 
para  qne  se  familiarice  con  los  ejemplos  citados  hasta  aquí  por  medio 
de  numerosas  aplicaciones , y de  variadas  construcciones  ; y mas  ade- 
lante nos  ocuparemos  especialmente  en  estas  dos  clases  de  superficies 
que  tan  importantes  son. 

93.  Volvamos  ahora  a la  cuestión  indicada  número  69,  cuyo  objeto 
era  hallar  un  modo  de  represent/ir  gráficatuente  una  sujterjicie.  Pero, 
supuesto  qne,  según  la  definición  jeneral  dada  en  el  número  7Ü , estas 
magnitudes  son  producidas  por  el  movimiento  do  una  línea  determina- 
da, para  conseguir  el  objeto  propuesto,  bastará  «cñrifar  sobre  los  planos 
de  proijcecion  diferentes  posiciones  de  la  jeneratriz  , bastantes  en  wú- 
mero  y próximas  unas  a otras  pura  que  este  sistema  de  curbas  pueda 
pintar  a la  rista  la  continuidad  de  la  superficie , su  curbatura,  y tam- 
bién la  estension  de  sus  napas.  Ademas,  entre  las  jeneratriccs  de  dife- 
rentes especies  que  siempre  puede  admitir  una  misma  superficie  debe- 
rá preferirse  aquella  que  ]>or  su  sencilla  o su  regularidad,  sea  la  mas 
acomodada  para  dar  una  imájen  mas  clara  de  ella ; y algunas  veces, 
para  mejor  conseguir  este  objeto  , se  trazarán  a un  mismo  tiempo  dos 
sistemas  de  jeneratrices  , como  lo  son  en  las  superficies  de  revolución 
loa  meridianos  y los  paralelos.  Con  efecto,  por  medios  enteramente 
semejantes  a estos,  es  como  ya  hemos  figurado  las  diferentes  superfi- 
cies en  los  dibujos  en  perspectiva  de  que  hemos  hablado  en  este  ca- 
pítulo. 

94.  Ademas  , es  también  mui  útil  señalar  las  trazas  de  la  superfi- 
cie , es  decir,  sus  intersecciones  con  los  planos  de  proyección:  así  co- 
mo también  los  contornos  dentro  o fuera  de  los  cuales  están  proyecta- 
dos todos  los  puntos  de  esta  superficie , siempre  y cuando  e.xistan  se- 
mejantes límites ; porque  estos  contornos  son  una  especie  de  perfiles 
que  hacen  ver  jeneralmcntc  de  un  modo  mui  sensible  las  formas  de  los 
objetos  ; pero  para  enseñar  a determinar  exactamente  estos  contornos, 
es  preciso  que  antes  hayamos  hablado  de  los  planos  tanjentes.  Obser- 
vemos aun  que , cuando  anticipadamente  conozcamos  bien  la  forma  de 
la  superficie  , podremos  , para  simplificar  los  dibujos  , limitarnos  a em- 
plear solamente  alguno  de  los  medios  de  descripción , cuyos  detalles 
acabamos  de  dar. 
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CAPITULO  II. 

De  los  planos  lanjenles  en  jeneral. 

95.  Se  dice  que  un  plano  es  tanjente  a una  superficie  en  un  punto 
dado,  cuando  este  plano  contiene  las  Uinjcntes  a todas  las  cuchas  cpie  se 
tracen  stdire  dicha  superficie  ij  pasen  por  el  punto  en  cucstiem:  pero  an- 
tes es  preciso  demostrar  que  en  jeneral  existe  eii  cada  punto  de  una  su- 
perficie un  punto  que  poza  de  esta  propiedad,  porque  no  conocemos  a 
priori  la  razón  por  qué  estas  varias  tanjentes  no  puedan  formar  un  co- 
no, como  efectivamente  sucede  en  ciertos  puntos  singttlares.  Vamos 
por  consiguiente  a probar  que  tres  curbas  cualesquiera , trazeidas  por 
un  punto  dado  sobre  una  sujicrjick , tienen  siempre  las  tres  tanjentes 
tiradas  a cada  una  por  el  punto  indicado,  colocadas  sobre  el  mismo 
plano. 

ríe.  :il.  i^ea  (j.Mp  la  forma  y posición  de  la  jeneratriz  (n.“  70)  cuando  pasa 
por  el  punto  dudo  M ; sea  DMr/  uuu  curba  trazada  sobre  la  superficie, 
por  la  cual  deba  resbalar  coiistaiitcmente  la  jeneratriz , cuando  en  su 
nnuviiiiieuto  describa  este  lugar  jeométrico:  y finulincnte  sea  MX  otra 
tercer  curba  cuetlf/uiera  situada  también  sobre  la  superficie.  Pi  traspor- 
tamos la  jeneratriz  a otro  posición  tal  como  no  por  eso  dejará 

de  encontrar  a la  curba  M.V  en  un  punto  tal  como  P’,  con  tal  que  el 
punto  .M'  se  tome  sobre  la  directriz  DM</  bastante  próximo  del  M.  En 
este  caso  uniendo  los  puntos  M,  M’,  y P’  por  medio  de  rectas  indefini- 
das , conocemos  quo  estas  tres  líneas  serán  secantes  respecto  a las  cur- 
bas MI),  jMX  y ít'g't  y (pie  las  tres  estarán  evident.imente  situadas  so- 
bre un  mismo  plano.  Hagamos  ahora  mover  a la  jeneratriz  íí’^’  sobre 
MD,  aproximándola  a su  situación  primitiva  G^,  pero  observando  siem- 
pre la  lei  que  regla  la  variación  do  forma  y de  po.sicion  de  esta  curba 
en  la  superficie  que  consideramos  ; figurarémonos  en  seguida  que  el 
plano  de  las  tres  secantes  jirc  al  rededor  del  punto  M,  de  modo  que 
pase  al  mismo  tiempo  quo  la  jeneratriz , por  los  puntos  M”  y P”,  M’” 

y P’”> en  que  esta  corta  subcesivamente  a las  curbas  MD  y MX; 

y así  este  jdano  móril  contendrá  constantemente  a las  tres  secantes  va- 
riables. Pero  cuando  la  jeneratriz  haya  vuelto  a la  posición  GM¿',  el 
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punto  M’  que  se  mueve  sobre  MD,  se  confundirá  con  M : y en  este 
misino  instante  el  punto  F’  de  la  curba  MX  ha  debido  reunirse  evidcii- 
tcineutc  con  el  punto  M ; y por  una  consecuencia  necesaria  , se  habrán 
también  confundido  los  pantos  P'  y M’  sobre  la  curba  variable  G’g’. 
Luego  en  este  casólas  tres  secantes  movibles  habrán  llegado  a ser  las 
tanjentes  respectivas  a las  ciirbns  MD,  MX,  y MG,  y si  nos  acordamos 
que  estas  tres  socantes  estaban  situadas  en  un  mismo  plano  en  cada  una 
de  las  posiciones  siibccsivas  , concluiremos  de  aquí,  que  habiendo  lle- 
gado a ser  tanjentes  las  MT  , MT’  y MT”,  estas  se  hallarán  aun  situa- 
das en  un  mismo  plano , el  cual  no  es  otra  cosa  que  el  límite  de  las 
posiciones  que  subccsivamente  iba  tomando  el  plano  movible  de  las 
tres  secantes  (•). 


(*)  Ohserraremos  que  nos  parece  indispensable  establecer  este  ten-rema 
(demostrado  de  este  mismo  modo  desde  el  año  de  1817  en  las  lecciones 
que  dimos  en  la  Escuela  jmlitccnica ),  para  poder  tomar,  en  lo  subcesi- 
ro,  del  método  injinitisimal  las  consideraciones  abreciadas  que  tan  útiles 
son  y a las  que  tendremos  que  recurrir  mui  pronto  ( n°  158 ).  Con  efecto, 
solo  después  de  haber  probado  rigurosamente  que  todas  las  tanjentes,  en 
un  mismo  punto  de  una  superficie,  están  situadas  en  un  solo  plano , es 
cuando  ¡podemos  mirar  a la  superficie  como  compuesta  de  elementos 
superficiales  que  sean  planos,  porque  entonces  estos  están  formados  por 
los  elementos  lineales  comunes  a las  curbas  de  la  superficie  y a sus 
tanjentes.  En  cuanto  a la  demostración  precedente , se  ha  objetado  con- 
tra ella  que  si  en  el  caso  ¡presente  la  recta  31'  P'  es,  con  respecto  a la 
curba  G'g\  una  secante  cuyos  puntos  de  sección  ron  a reunirse-,  no  per- 
manece constante  ¡a  forma  de  la  linea  G'g  en  el  intercalo  que  para 
esto  se  necesita  , y que  jeneralmente  si  admite  esta  condición,  cuando  se 
define  a la  tanjente  como  que  es  el  limite  de  una  secante.  Para  respon- 
der a todo  esto,  es  siijieiente  decir  qiu  si  se  admite  esta  permanencia  de 
forma  en  la  jeometria  plana  , no  es  sino  de  un  modo  tácito , y ¡porque 
en  ella  no  tratamos  sino  de  curbas  dadas  e incariables,  ¡pero  que  si,  sin 
salir  de  un  plano , trazásemos  un  circulo  que  cortase  a una  recta,  y en 
seguida  hiciésemos  disminuir  el  radio  hasta  que  los  dos  ¡puntos  de  sec- 
ción llegasen  a reunirse,  no  tendriamos  duda  ninguna  de  que  en  este 
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Ademas  de  esto  , como  la  ciirba  MX  tenia,  en  todo  lo  que  precede, 
uiia  posición  arbitraria  sobre  la  superficie,  sígnese  de  aquí  que  el  pla- 
no tirado  por  las  tanjoutes  do  las  dos  líneas  MÍJ  y Mü,  contendrá  a la 
tanjente  de  cualquiera  otra  ctirba  que  pase  por  M ; y así  es  ipte  este 
plano  TMT’,  será  tanjente  n la  mperjirie,  según  la  definición  que  he- 
mos dado  al  principiar  este  artículo. 

9(3.  Cuando  una  superficie  presenta  dos  o ina.s  napas  que  se  cortan, 
como  sucede  en  un  cono  cuya  base  es  una  curba  de  nudo,  parece  des- 
de luego  que  los  puntos  de  intersección  de  estas  dos  napas  presentan 
una  oscepcion  a la  propiedad  de  que  goza  en  jeneral  el  plano  tanjen- 
te ; pero  conoceremos  que  esta  circiiustancia  está  contenida  en  los  ca- 
sos ordinarios , si  observamos  que  todas  las  tunjentes  en  un  mismo 
punto  de  la  intersección  , deben  distribuirse  sobre  las  dos  napas , del 
mismo  modo  que  lo  estarían  sobre  dos  .superficies  indej)endientes  que 
se  cortasen  en  este  mismo  sitio,  y cada  una  de  las  cuales  tuviese  su 
plano  tanjente  distinto  uno  de  otro. 

97.  Sin  embargo , algunas  veces  se  hallan  verdaderas  cscepciones 


easo  el  círculo  variable  llegare  a ser  tanjente  a la  recta.  Y así  es  que  la 
permanencia  deforma  no  es  abst/l  uta  mente  necesariei;  y querer  exijirla, 
seria  restrinjir  gratuitamente  el  carácter  jeneral  de  la  tanjente  a una 
curlia.  Por  consiguiente  es  preciso  definir  a la  tanjente  conw  el  límite 
ele  las  jnisieiones  que  toma  una  secante  cuyos  dos  puntos  deserción  se  han 
aproximado  indefinielamente , ron  tal  que  estos  puntos  esten  situados  so- 
bre la  misma  rama  de  la  curba,  y que  esta  última  no  haya  variado  de 
forma  y posición  sino  según  una  Ici  continua;  esto  mismo  es  lo  que  su- 
cede en  el  caso  presente  con  la  curba  (S'g  ’,  ya  que  la  misma  superficie 
se  supone  continua. 

.Añadamos  por  último  que,  será  preciso  también  mirar  a dos  curbas 
cualesquiera  como  tanjentes  una  de  otra  siempre  que  habiendo  sido  se- 
cantes se  hayan  modificado  en  posición  o en  forma  según  una  lei,  hasta 
hacer  coincidir  en  uno  sus  dos  puntos  de  sección  ; porque  es  evidente  que 
estas  dos  curbas  habrán  adquirido  una  tanjente  común  , epie  será  el  lí- 
mite de  las  ¡msiciones  de  la  recta  móvil  que  pasa  por  los  dos  puntos 
comunes  a las  curbas  secantes. 
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de  la  propiedad  del  plano  tanjente  ; pero  catas  no  tienen  lugar  sino  en 
los  puntos  sinffulores  de  la  superficie,  en  que  ya  sea  la  jenerntriz  o ya 
la  directriz  llega  a convertirse  en  un  punto  único  que  no  admite  tan- 
jente. Por  ejemplo,  en  el  cúspide  de  un  cono,  las  diversas  aristas  qne 
en  él  se  cortan  son  lincas  rectas  situadas  sobre  la  superficie , y ellas 
mismas  son  sus  propias  tanjentes  ; sin  embargo,  estas  rectas  están  de 
dos  en  dos  situadas  en  planos  evidentemente  distintos.  Por  consiguien- 
te el  cúspide  de  un  cono  es  un  punto  singular  de  esta  superficie  para 
el  cual  no  ejciste  jdnno  tanjente.  Pero  si  observamos  que  la  jeneratriz 
paralela  a la  base  del  cono  (n.“  72)  se  achica  cada  vez  mas  al  aproxi- 
marse al  cúspide , y al  llegar  a él  concluye  por  reducirse  a un  punto,  y 
este  propiamente  hablando  no  admite  ninguna  tanjente  , conoceremos 
la  razón  por  qué  cesa,  de  ser  aplicable  a este  mismo  caso  particular  la 
demostración  jcncral  del  n.°  95.  La  misma  causa  de  escepcion  se  ha- 
llaría partiendo  de  la  definición  de  las  superficies  cónicas  dada  n?  71, 
porque  en  tal  caso  una  de  las  directrices  de  la  recta  móvil  seria  el 
pnnto  único  , llamado  cúspide  del  cono  y una  directriz  de  esta  natura- 
leza no  es  susceptible  de  tener  tanjente. 

Una  circunstancia  análoga  se  presenta  en  las  superficies  de  revolu- 
ción, cuya  meridiana  corta  al  eje  formando  un  ángulo  obtuso  o agudo, 
y también  nulo  : en  el  punto  de  esta  superficie  que  está  situado  sobre 
el  eje  de  revolución  no  hai  plano  tanjente,  antes  al  contrario  las  tan- 
jentcs  a las  diversas  posiciones  del  meridiano  forman  un  cono  recto. 
Esto  es  lo  mismo  que  veremos  si  hacemos  jirar  un  círculo  alrededor 
de  sus  cuerdas. 

98.  Es  importante  observar  que,  la  definición  que  del  plano  tanjente 
hemos  dado  ii?  95  , no  exije  absolutamente  que  este  plano  no  tenga  sino 
un  solo  punto  común  con  la  superficie.  Esto  ciertamente  sucede  con 
las  superficies  convexas  en  todas  direcciones,  en  los  demás  casos  puede 
el  plano  tanjente  encontrar  a la  superficie  en  diferentes  puntos  y aun 
cortarla  según  una  curba  que  pase  por  el  punto  de  contacto,  como  vere- 
mos en  el  toro  n?  138  y en  las  superficies  gausas.  Esta  circunstancia  no 
impide  el  que  este  plano  contenga  las  tanjentes  a todas  las  enrbas  tra- 
zadas por  el  punto  en  cuestión  sobre  la  superficie,  y por  consiguiente /«- 
cara  realmente  a la  superficiejen  este  sitio;  al  propio  tiempo  que  en  otros 
puntos  tendrá  varios  comunes  con  ella  , y será  jcneralmcnfe  secante. 
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99.  Sin  embargo,  hai  cierto  jéiicro  de  superficies  en  las  cuales  el 
plano  que  es  tnnjeiitc  en  un  punto,  es  nccesariameiito  tanjmtc  m totia 

no.  3á. /«  lonjitud  de  una  rtrírt.  Con  efecto,  consideremos  el  cilindro  ABC 
cuya  base  es  una  curba  cualquiera;  si  por  la  jencratriz  AB  y la  tanjeute 
BT  a la  base,  tiramos  uii  jilauo,  dccitnos  que  este  ]ilanu  no  solo  conten- 
drá a todas  las  tanjentes  en  el  punto  B de  las  diversas  caritas  qno  pa- 
sen por  este  punto  y esten  trazadas  sobre  la  superficie  (que  es  lo  mis- 
mo <pie  hemos  demostrado  ya  n?  95)  , sino  que  contendrá  tambitm  a las 
tanjentes  a todas  las  demás  curbas  que  por  loa  diferentes  puntos  de  la 
AB  se  tracen  sobre  el  cilindro,  para  probar  esta  aserción,  bastará  ha- 
cer ver  que  el  plano  ABT  contiene  a la  tanjenle  MV  tirada  a una  cur- 
ba cualquiera  MX.  Si  tiramos  por  AB  y un  punto  D próximo  a B el 
plano  ABR,  este  plano  cortará,  inauifiestanieutc  , al  cilindro  según 
una  recta  DE  paralela  a AB  , y a la  curba  MX  en  un  punto  G situado 
sobre  DE:  de  modo  que  este  plano  contendrá  a las  dos  secantes  BDR 
y MGS.  llagárnosle  abora  jirar  alrededor  de  AB  de  mudo  que  el  punto 
D so  aproxime  al  B;  y tendremos  que  los  puntos  de  sección  D y G cam- 
biarán sobre  las  curbas,  pero  se  hallarán  siempre  a la  par  sobre  una 
recta  móvil  que  amxtantemente  aerá  j/aráhula  a AB;  luego  cuando  uno 
de  estos  |>nntos  D se  baya  confundido  con  B,  en  ese  mismo  instante 
coincidirá  también  el  otro  G con  el  M ; es  decir  que  cumulo  el  plano 
móvil  haya  tomado  la  posición  ABT  , también  la  secante  variable  MGSs 
(jiic  siempre  se  halla  en  este  plano , se  habrá  convertido  en  la  tanjentc 
MV.  Y n.sí  es  que  esta  última  recta  está  contenida  en  el  plano  ABT. 

Concluyamos  de  aquí  que , cuando  un  plano  toca  a un  cilindro  en. 
un  punto  eualqiiiera  , también  es  neeesariamente  tanjeute  en  todo  el  lar- 
"o  de  la  jeneratriz  rectilinea  que  qjasa  por  el  punto  de  contacto. 

100.  En  las  superficies  cónicas  , goz.a  también  el  plano  tanjeute  de 
esta  misma  propiedad , y se  demuestra  de  un  modo  análogo  , observan- 
do <|ue  en  este  caso  los  |>untos  de  sección  D y G están  constantemente 
situados  sobre  una  misma  recta  variable , pero  que  siempre  encuentra 
a AB  en  el  cúspide  del  cono.  Finalmente  , veremos  mas  adelante,  que 
existe  esta  misma  propiedad  en  nna  clase  de  superficies  llamadas  de- 
sarrollables,  de  las  cuales  no  son  los  cilindros  y los  conos  sino  jéneros 
particulares. 

101.  Apesar  de  esto  sería  un  error  creer  que  este  contacto  del  pla- 
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bo  tanjentc  en  todo  el  largo  de  uua  recta , proviene  de  que  loa  super- 
fíciea  de  que  acabamos  de  hablar  admiten  en  su  formación  jeneratrices 
rectilíneas  ; porque  hallaremos  pronto  superficies  cujendradas  también 
por  uua  recta,  y llamadas  gausa»,  cu  las  que  el  plano  tanjeiite  no  cum- 
ple con  las  verdaderas  condiciones  de  contacto  sino  en  un  solo  punto 
aun  cuando  contenga  a uua  recta  de  la  superficie  (nanse  los  núme- 
ros 142  y 154). 

102.  £1  teorema  demostrado  ii?  99,  nos  ofrece  una  consecuencia  nu.  3-2. 
importante  que  cu  lo  sucesivo  tendremos  muchas  veces  que  recordar; 

tal  es  la  de  que , cuando  se  proyectan  sobre  un  plano  una  curia  MX  y 
su  tanjentc  MV,  son  también  tanjentcs  una  a otra  las  proyecciones  de 
estas  dos  líneas.  Con  efecto , para  proyectar  la  curba  MX , deberemos 
imajinarnos  (n°  4)  que  pasa  un  cilindro  MBCX  por  esta  línea  y que  es 
perpendicular  al  plano  dado,  al  cual  corta  según  una  curba  BC  que 
será  la  proyección  de  MX.  Pura  proyectar , en  seguida  , la  recta  M V 
será  preciso  tirar  el  plano  VMB , que  siendo  evidcntcuientc  tanjentc 
en  M al  cilindro , deberá  también  serlo  (n°  99)  en  B,  y por  consiguiente 
este  plano  contendrá  a la  tanjentc  BT  de  la  base  BC.  Luego  esta  tan- 
jciite  se  hallará  en  la  intersección  del  plano  proyectante  con  el  plano 
de  esta  base,  y será  también  la  proyección  de  MV. 

Hallaríamos  también  la  misma  consecuencia,  si  proyectásemos  la 
curba  y su  tanjente  por  medio  de  rectas  oblicuas  al  plano  dado  , siem- 
pre que  estas  fuesen  paralelas  entre  sí. 

103.  Reasumiendo  lo  que  ya  se  ha  dicho  sobre  los  planos  tanjcii- 
tes , debemos  concluir  de  todo  ello  que , para  construir  el  plano  que 
toque  a una  superficie  cualquiera  en  un  punto  dudo,  bastará  en  lo 
sucesivo  que  hallemos  las  tanjente  a dos  curias,  trazadas  sobre  la  su- 
perficie que  pasen  por  el  punto  dado , prefiriendo  siempre  en  cada 
ejemplo,  aquellas  cuyo  trazado  presente  mas  facilidad;  haremos  en 
seguida  pasar  un  plano  por  estas  dos  tanjeutes,  cuya  operación  la  prac- 
ticaremos según  se  ha  dicho  en  el  n?  22.  Muí  pronto  darcincs  ejem- 
plos de  estas  construcciones. 

Cuando  por  el  punto  dado , pasase  una  recta  que  toda  ella  estuviese 
situada  sobre  la  superficie,  esta  recta  será  ella  misma  su  propia  tanjen- 
te ; y en  este  caso  deberá  estar  contenida  en  el  plano  tanjente , y po- 
drá emplearse  para  construir  este  plano ; pero  no  siempre  deberemos 
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concluir  de  aquí  que  cate  plano  taca  a la  superficie  en  toda  la  lonjitad 
de  esta  recta  (n.®  101). 

104.  La  normal  a una  superficie  es  la  recta  perpendicular  al  plano 
tanjentc  , tirada  por  el  punto  de  contacto  de  este  plano.  La  construc- 
ción de  esta  norinal  será  por  consifíiiiente  fácil  (n?  33)  siempre  que  ae 
hayan  dctcriniiiado  las  trazas  del  plano  que  toca  a la  superficie  en  el 
punto  de  que  se  trata. 

Pie  33.  105.  Este  es  el  lugar  de  dar  una  regla  jcneral  que  sirva  para  de- 

terminar fl  contorno  aparente  de  un  cuerpo,  es  decir  la  línea  que,  so- 
bre la  superficie  de  este  cuerpo , separa  las  partes  visibles  al  observa- 
dor de  las  que  no  puede  percibir.  Para  esto  sea  O la  posición  que  ocupa 
el  ojo  del  espectador:  itnajinénionos  tirados  por  este  punto  y tanjen- 
cialmentc  a la  superficie  todos  los  planos  que  sea  posililc  tirarle  ; estos 
planos  tocarán  a la  superficie  cu  los  puntos  A,  B,  C....  que  formarán 
una  curba  en  la  cual  terminarán  todos  los  rayos  visuales  OA,  OB,  OC..-. 
tanjentcs  a la  superficie  ; y según  esto  la  línea  ABCD  será  el  límite  de 
la  porción  que  puede  percibir  el  observador  colocado  en  O.  Pero  este 
contorno  aparente  cambiaría  de  forma  y de  posición  variando  el  punto 
de  vista:  supongamos  que  este  se  traslada  a O’,  por  ejcniplo,  y en 
este  caso  el  contorno  aparente  será  A'B’C’D’.  Por  consiguiente , seria 
preciso  en  cada  caso,  fijar  la  posición  del  punto  de  vista,  y consiguiente 
a esto  determinar  en  seguida  el  contorno  n])arentc,  lo  cual  daría  lugar 
a operaciones  gráficas,  que  si  bien  enseñaremos  a ejecutar  en  la  pers- 
pectiva , no  servirían  en  el  caso  presente  sino  para  complicar  inútil- 
mente el  dibuja.  En  lugar  de  que  si  conservamos  la  hijwtesis  admitida 
ya  lu'im.  16 , y en  virtud  de  la  cual  «c  considera  rl  punto  de  rista  de 
cualquiera  qjroycccion  horizontal  a una  distancia  infinita  sobre  la  ver- 
tical OO’,  que  pasa  por  cualquiera  de  los  puntos  del  objeto  ; los  planos 
tanjentes  cuyos  puntos  de  contacto  con  la  superficie  nos  daban  a cono- 
cer a la  curba  ABC serán  , en  este  caso,  todos  trrticalcs,  y su  de- 

terminación será  mas  fácil;  o mas  bien,  se  efectuará  por  lo  común  de 
un  modo  mui  sencillo , como  lo  reconocemos  en  los  depurados  si- 
guientes. 

106.  De  aquí  resulta  que  el  contorno  aparente  de  una  supn-ficie 
proyectada  sobre  el  plano  horizo.ntai,,  s<  obtiene  determinando  los  pun- 
tos de  contacto  de  todos  los  qdanos  tanjentes  que  son  verticales. 
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En  cuanto  a la  proyección  vertical  de  esta  misma  superficie , tiene 
su  punto  de  vista  particular,  que  se  considera  (n?  16)  a una  distancia, 
infinita  colocado  sobre  una  2>erpcndicular  al  plano  vertical ; de  donde 
se  sigue  que , el  contorno  aparente , relativo  a esta  proyección  , no  será 
el  mismo  que  el  del  plano  horizontal ; pero  se  obtendrá  hallando  los 
puntos  de  contacto  de  la  superficie  con  todos  los  planos  tanjentes  que 
son  PKRPEXDICUI.ARES  AL  PLANO  VERTICAL. 

107.  Ahora  podremos  también  completar  las  reglas  que  hemos  indi- 
cado en  los  números  15  y 16,  respecto  a la  puntuación  de  las  líneas  prin- 
cipales. Porque  de  todo  lo  que  precede  se  sigue  que,  las  líneas  o porcio- 
nes de  líneas  que  sobre  una  superficie  cualquiera,  se  hallan  encima  del 
contorno  aparente  respecto  a la  proyección  horizontal  serán  las  únicas 
partes  visibles  de  esta  proyección ; y en  cuanto  al  plano  vertical , los 
únicos  puntos  visibles  serán  los  que  se  hallen  delante  del  contorno  apa- 
rente relativo  a este  último  plano.  Pero  no  debemos  olvidar  que  una 
misma  línea  podrá  mui  bien  ser  visible  en  una  de  sus  proyecciones 
e invisibles  en  la  otra,  por  ser  cu  los  dos  casos  diferente  el  punto  de  vis- 
ta: de  modo  que  será  indispensable  emplear  con  dicernimiento,  en  cada 
plano,  los  dos  modos  de  puntuación  que  hemos  indicado  para  las  lineas 
principales , teniendo  siempre  presente  que  no  se  aplican  los  distincio- 
nes precedentes  a las  lincas  auxiliares  (n?  15,  27). 

108.  Ademas,  siempre  que  en  un  depurado  entre  un  plano  indefi. 
do,  ya  sea  tánjante  o ya  secante  , no  lo  consulcramos  como  si  realmente 
existiese , y solo  supondremos  que  se  ha  querido  dar  a conocer  o ha. 
llar  sus  trazos : porque  de  no  ser  así,  este  plano  ocultaria , casi  siempre» 
una  gran  parte , y a veces  la  totalidad  de  la  superficie , lo  cual  tendria 
el  grave  inconveniente  de  no  dejar  distinguir  sobre  esta  superficie,  ob- 
jeto principal  del  depurado,  las  partes  superiores  o anteriores  de  las 
opuestas ; de  modo  que  la  forma  de  los  objetos  se  espresaría  con  me- 
nos claridad  en  el  dibujo  gráfico.  Esta  restricción  deberá  sobreenten- 
derse siempre  en  lo  subcesivo  , sin  que  tengamos  necesidad  de  recor- 
darla a cada  paso. 
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CAPITULO  III. 

De  los  planos  tanjentes  a los  cilindros  y a los  conos. 

PIO.  3<.t.  109.  Sf  non  ¡yrirpnnr  tirar  un  plano  tanjente  a la  superficie  de  un 

cilindro  cualeptiera , por  un  punto  dado  sobre  su  superficie. 

Sua  AECG  la  directriz  del  cilindro,  que  Diipuiidreiiios  situada  en  el 
plano  horizontal , y aun  cuando  en  el  cn.so  presente  esta  línea  e.s  un 
círctilo,  el  método  que  vninos  a cspoiier  es  aplicable  a cualquiera  otra 
curba;  sea  también  («//,  «’//)  la  recta  a <¡uicn  delrc  ser  constantemente 
paralela  la  jeneratriz  rectilínea,  cuando  resbale  sobre  lo  AECG.  Prin- 
cipiaremos por  determinar  el  contorno  aparente  de  lo  superficie , que 
en  el  plano  horizontal  estará  marcado  por  los  puntos  de  contacto  de 
todos  los  planos  tanjentes  verticales  (ii9  100).  Pero  como  cada  plano 
de  este  jénero  contendrá  una  ari.sta  (•)  del  cilindro,  y tendrá  por 
traza  horizontul  a la  proyección  de  esta  misma  recta  , es  decir,  una 
paralela  a ah\  y ademas  este  plano  tocará  al  cilindro  en  todo  el  largo  de 
esta  jeneratriz  (n?  99),  su  traza  deberá  por  consiguiente  ser  tanjente  a 
la  base  AECG;  luego,  si  tiramos  a esta  curba  las  tanjentes  AB  y CD 
paralelas  a ah,  estas  mismas  serán  las  trazas  de  los  planos  tanjentes 


(*)  Para  simplificar  el  lenguaje,  damos  algunas  veces  el  nombre  de 
aristas  de  un  cilindro  o de  un  cono , a las  diversas  posiciimes  de  la  jene- 
ratriz rcctUínea;  pero  nunca  debemos  aplicar  a estas  lineas  el  nombre  de 
elementos,  porque  los  elementos  de  una  magnitud  deben  ser  siempre 
homojéneos  ron  ella  misma:  asi  es  que , los  elementos  de  una  superficie 
son  otras  pequeñas  superficies  cuya  suma  compone  la  superficie  dr  que 
se  trata.  Ademas  de  esto , ramos  mui  pronto  a emplear  (n?159)  esta  voz 
de  elemento  en  su  verdadera  are¡icion , en  cuyo  caso,  no  hai  duda  que, 
de  *M  doble  significado  resultaría  una  confusión  de  ideas  mui  jicrjudicial 
a la  teoría  de  las  superficies  gausas.  También  emplearemos  algunas 
reces  el  nombre  dr  base  }>ara  señalar  la  elircetriz  de  tin  cilindro  y de 
un  cono , principalmente  cuando  esta  curba  esté  situada  en  el  plano 
horizontal. 
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verticales , y al  mismo  tiempo  las  proyecciones  horizontales  de  sus 
líneas  do  contacto  que  serán  las  dos  jeneratrices  (AB  , A’B’)  y (CD, 
C’D’).  Y así,  estas  dos  líneas  formarán  el  contorno  aparente  del  cilindro 
sobre  el  plano  horizontal , y cualquiera  arista  de  esta  superficie  que  es- 
té debajo  de  estas  rectas , es  decir  que  termine  en  el  semicírculo  AGC, 
será  inritibh  en  la  proyección  horizontal. 

En  cuanto  al  contorno  aparente  sobre  el  plano  vertical , nos  lo  da- 
rán (n?  106)  los  planos  tanjentcs  que  sean  perpendiculares  a este  pla- 
no de  proyección  ; por  consiguiente,  sus  trazas  borizontales  deberán  ser 
perpendiculares  a la  línea  de  tierra  y tanjentes  como  las  de  arriba  a la 
base  AECG  ; en  virtud  de  esto  estas  trozas  serán  EE’  y GG’.  En  se- 
guida, como  estos  planos  tocarán  necesariamente  al  cilindro  según  las 
jeneratrices  EF  y Gil,  cuyas  proyecciones  verticales  son  las  rectas  E’F’ 
y G'H’  paralelas  a a’b\  síguese  que,  estas  dos  jeneratrices  formarán  el 
contorno  aparente  de  la  superficie  sobre  el  plano  vertical ; de  modo  que 
cualquiera  otra  arista  que  se  halle  detrás  de  estas  rectas , o que  ter- 
mine en  el  semicírculo  EAG  , será  intisible  en  proyección  vertical. 

lio.  Kesolvatnos,  ahora,  el  problema  propuesto,  suponiendo  que  M 
es  la  proyección  horizontal  del  punto  dado;  y en  concepto  de  que  este 
debe  hallarse  sobre  la  superficie,  no  podremos  tomar  arbitrariamente  la 
segunda  proyección  de  este  punto,  porque  esta  va  a resultar  de  la  pri- 
mera. Con  efecto,  por  el  punto  en  cuestión  , situado  sobre  la  superficie 
del  cilindro,  pasa  necesariamente  una  jenerntriz  que  estará  proyectada 
horizontalmcnte  en  In  recto  ML  paralela  n y como  ML  va  a en- 
contrar a la  base  del  cilindro  en  L , este  punto  debe  ser  la  traza  hori- 
zontal de  esta  jeneratriz,  cuj  a proyección  vertical  será  por  consiguiente 
L’K’  paralela  a a'b'\  y así  es  que,  proyectando  el  punto  M a la  recta 
L’K’,  hallaremos  las  dos  proyecciones  M y M’  del  punto  asignado  so- 
bre la  superficie  del  cilindro. 

Esto  no  obstante , hai  en  este  caso  otra  segunda  solución  ; porque 
como  la  recta  ML  corta  a la  base  en  dos  puntos  L y V,  podremos 
también  decir  que  V es  la  traza  de  otra  arista  proyectada  asimismo  so- 
bre MV,  pero  que  tendrá  por  proyección  vertical  a V’K",  de  modo  que, 
si  referimos  el  punto  M a esta  última  recta  en  el  punto  M”,  habrá  so- 
bre el  cilindro  otro  segundo  punto  ( M , M”  ) que  estará,  así  como  el 
primero  (M,  M’) , proyectado  horizontalmente  en  M. 


Digitized  by  Google 


70  LIBaO  II.  OB  LAS  it'PERFirll’*  T Bt'S  PLANOS  TANJENTES. 

no.  39.  111.  Sentado  esto,  constrnyomos  el  plano  tanjcnte  respecto  al  pun- 

to (M  , M’).  Este  plano  contendrá  a la  jeneratriz  (ML,  M L’),  y por 
consiguiente  pasará  su  traza  por  el  pie  L de  esta  recta;  y como  ademas, 
debe  tocar  al  cilindro  en  todo  el  largo  de  esta  jeneratriz  (n?99)  , dicho 
plano  contendrá  necesariamente  la  tanjente  a la  base  en  el  punto  L> 
es  decir,  a la  línea  LQ , que  precisamente  será  la  traza  horizontal  del 
plano  pedido.  Para  hallar  la  otra  traza , determinaremos  el  punto  K 
en  que  la  recta  (ML,  M’L’)  contenida  en  este  plano,  penetra  al  plano 
vertical,  y QK’  será  la  traza  vertical  del  plano  tanjente.  Pero  si  como 
en  el  depurado  que  presentamos,  sucede,  que  la  traza  PQ  vaya  a cortar 
a la  línea  de  tierra  anna  distancia  grande  , tiraremos  por  el  punto  (M, 
M’) , una  recta  auxiliar  que  sea  paralela  a la  traza  horizontal  LQ , y 
cuyas  proyecciones  serán,  cvidentemcnle,  la  MX  paralela  a QL  y la 
M’X’  paralela  a la  línea  de  tierra;  construyendo  en  seguida  el  punto  X 
en  que  esta  auxiliar  va  a penetrar  al  plano  vertical,  deberá  este  punto 
pertenecer  también  a la  traza  vertical  del  plano  tanjente,  que  sera  la 
X’K’,  Será  mui  bueno  que  empleemos  en  todos  casos  este  medio,  como 
un  verificador  del  resultado. 

En  cuanto  al  plano  tanjente  relativo  al  punto  (M , M’ ) obsen'aremos 
que  en  este  caso  la  jeneratriz  do  contacto  está  proyectada  en  MV  y 
M”V’ ; luego  tirando  por  el  pie  V de  esta  recta  una  tanjente  V S a la 
base  del  cilindro , esta  será  la  traza  horizontal  de  este  nuevo  plano  tan- 
jente. La  traza  vertical  SK”  se  determinará , como  arriba , hallando 
el  punto  K”  en  que  la  jeneratriz  de  contacto  penetra  al  plano  vertical, 
o sino,  recurriremos  también  a la  hirizontol  (MY,  M’Y  ) que  nos  dará 
otro  tercer  punto  Y’  de  esta  traza. 

112.  Observamos,  ademas,  que  conteniendo  los  dos  planos  tanjeu- 
tes  PQR’  y PSR’,  que  acabamos  de  consfruir , a dos  jeneratrices  del 
cilindro  que  son  paralelas  entre  sí,  no  podrán  cortarse  estos  planos  si 
no  según  una  recta  paralelas  a estas  jeneratrices.  Por  consiguiente  , si 
construimos  (n°  27)  la  intersección  (PR,  P'R’)  de  estos  dos  planos , de- 
berá esta  recta  ser  exactamente  paralela  a (ab  a'b')  , lo  que  nos  pro- 
porcionará otra  nueva  verificación  de  las  operaciones  gráficas  ante- 
riores. 

113.  En  conformidad  con  las  razones  espuestas  en  el  n?  108,  nos 
hemos  propuesto , en  el  presente  depurado,  el  construir  solo  las  tra- 
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zas  de  los  planos  tanjentes,  sin  mirar  a estos  como  realmente  exis- 
tentes; pero  en  el  supuesto  de  que  estas  líneas  subsisten,  será  preciso 
puntuar  las  pnrtes  de  ellas  que  esten  ocultas  por  las  proyecciones  del 
cilindro , tanto  sobre  el  plano  horizontal  como  sobre  el  vertical.  En 
cuanto  a las  aristas  del  cilindro,  hubiéramos  podido  puntuar  de  todas 
ellos  las  que  nos  han  servido  de  líneas  auxiliares  para  llegar  a hallar  los 
planos  tanjentes;  pero  hemos  preferido  mirar  a todas  estas  rectas,  como 
otras  tantas  yVníTotriVc*  que  realmente  existentes,  cuyo  conjunto  es- 
presa  mejor  la  forma  do  la  superñcie ; según  esto,  estas  líneas  se  han 
debido  representar  por  medio  de  una  linea  seguida  o puntuada  en  ra- 
zón do  ser  visibles  o invisibles:  cuya  distinción  ejecutamos  practicando 
las  reglas  enunciadas  en  el  n?  1Ü9. 

114.  8i  queremos  construir  la  curba  que  forma  la  penetración  del 

cilindro  en  el  plano  vertical , bastará  para  conseguirlo,  hallar  las  trazas 
de  las  diferentes  jeiieratrices  de  esta  superficie,  sobre  el  plano  de  que 
trata,  y de  este  modo  hallaremos  la  línea  F’K’D’H’K”B’ que , en  el 
ejemplo  de  que  tratamos,  es  una  elipse;  esta  deberá  tocar  en  los  puntos 
K’  y K”,  a las  trazos  de  los  planos  tanjentes,  porque  estos  contienen 
(n9  99)  las  tanjentes  a todas  las  ciirbas  situadas  sobre  el  cilindro,  y 
tiradas  por  los  diversos  puntos  de  su  arista  de  contacto.  Para  hallar 
el  punto  mas  alto  y mas  bajo  de  la  curba  F’K’D’II’ bastará  cons- 

truir las  dos  jcncratrices  correspondientes  n los  puntos  de  la  base  Ty  t 
en  los  cuales  la  tanjente  es  paralela  a la  linca  de  tierra.  Porque,  res- 
pecto a cada  una  de  estos  jcncrutrites  , a la  ( TV,  T ’ V ’ ) por  ejem- 
plo , el  plano  tanjente  correspondieiite  cortará  al  plano  vertical  según 
una  recta  que  evidentemente  será  paralela  o la  línea  de  tierra  , y por 
consiguiente  horizontal ; ademas,  debiendo  tocar  necesariamente  esta 
intersección  a la  curba  F’K’D'H’....  se  sigue  claramente  que  el  punto 
V’  es  precisamente  el  punto  en  que  la  tanjente  es  horizontal.  Observe- 
mos ademas  que , esta  consecuencia  es  también  cierta  en  nn  cilindro 
cualquiera,  aun  cuando  su  base  sea  otra  curba  arbitraria  diferente 
del  círculo. 

115.  Por  iiltimo  anadiremos  que,  si  se  hubiese  clejido  por  directriz 
del  cilindro  , una  curba  cualquiera  situada  en  el  esjincio  y definida  por 
medio  de  sus  dos  proyecciones  sobre  los  planos  fijos , hubiéramos  po- 
dido reducir  la  cuestión  al  caso  del  núm.  109,  tirando  por  los  diver- 
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808  puntos  de  esta  curba  rectos  parólelas  a la  recta  {ah,  a'h'),  y deter* 
minando  en  seguida  las  trazas  de  estas  jcncrotrices  sobre  el  pluiio  bori- 
' zontal;  de  este  modo  huhicnunos  bollado  la  base  AELG,  (jiic  es  lo  mis- 
ma que  desde  un  prinepio  hemos  elejido. 

116.  Tirar  un  plano  tanjentr  a un  cilindro,  por  un  punto  dado 
fuera  de  esta  superficie. 

FIO.  39.  Concibamos  que  respecto  a este  cilindro  existen  los  mismos  dalos  que 
anteriormente , y seo  (N,  N’)  el  punto  sefiolodo  en  el  esjmcio;  tirare- 
mos por  este  punto  y paralelamente  a los  jeneratrices  , uno  recta  (NP, 
N’P’),  la  cual  evidentemente  deberá  hollorsc  contenida  en  su  totali- 
dad en  el  plano  tanjente  que  buscamos  , porque  este,  cualquiera  (jue 
él  sea,  contendrá  también  precisamente  a una  arista  del  cilindro, 
lluego,  si  construimos  la  trazo  horizontal  P de  esta  recta , tendremos 
conseguido  un  punto  de  la  traza  del  plano  pedido  ; y debiendo  esta  to- 
car a la  base  del  cilindro  (n?  99),  será  alguna  de  los  tanjentes  PL(i  o 
PVS  que  por  el  punto  P pueden  tirarse  o esta  base,  llobrá  por  consi- 
guiente dos  planos  que  resolverán  el  problema  , y sus  trazos  verticales 
se  hallarán  fácilmente , pon|ue  cada  uno  de  estos  planos  contendrá  a 
la  recta  (PN',  P’N’)  ya  la  crista  que  parte  del  punto  de  contacto 
L o V (•).  Podríamos  también  hgurarnus,  como  lo  hemos  hecho  cu  el 
n?  111,  que  por  el  punto  dado  (N  , N’)  se  habia  tirado  una  horizontal 
situada  en  el  uno  o en  el  otro  de  los  planos  tanjentes, 'y  construir  en 
seguida  la  traza  vertical  de  esta  recta. 

117.  Hallar  un  plano  que  sea  tanjente  a un  cilindro  y paralelo  a 
una  recta  dada. 

FIO.  4it-  AECü  la  base  del  cilindro  sobre  el  plano  horizontal , y ( EF, 

E’F’)  una  de  las  jeneratrices  : construiremos  el  contorno  aparente  de 


(*)  Sucede  en  el  caso  presente  que  los  puntos  de  contacto  L y \ se 
hallan  sohre  una  misma  paralela  a la  recta  ab  , porque  hunos  epterido 
que  la  fisura  del  jirohlema  precedente  sirra  tamhien  para  este;  pero 
cuando  se  tome  el  punto  (N,  N’)  enteramente  arbitrario,  no  tendrá  jene- 
ralmente  lusar  esta  circunstancia  , adunas  ele  ejve  esto  no  hará  radar 
en  nada  los  racieKÍnios  que  nos  han  sercido  ¡/ara  resolcer  el  problema 
que  nos  ocupa. 
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esta  snperficie  sobre  los  dos  planos  fijos,  sefpin  lo  hemos  practicado  en 
el  núin.  109;  ai  en  seguida,  representamos  por  (win,  wi’n’j  la  recta  dada, 
será  preciso  tirar,  jior  nn  punto  de  esta  línea,  una  paralela  («w,  m'a)  a las 
jencratrices  del  cilindro,  y hacer  pasar , f>n  seguida,  un  plano  por  estas 
dos  rectas.  Este  plano , que  tendrá  por  traza  horizontal  a an  , deberá 
ser  paralelo  al  plano  tanjente  que  buscamos  , porque  este  último  plano 
contendrá  a una  arista  del  cilindro,  y será  también  paralelo  a las  dos' 
rectas  proyectadas  en  »u¡  y mn ; luego  In  traza  de  este  plano  tanjente 
será  una  de  las  dos  tanjentes  I’(i  o TS  tiradas  a la  base  paralela- 
mente a an.  l’or  consiguiente  habrá  también  en  este  caso  dos  solu- 
ciones, y las  trazas  verticales  QR’  y 8V’,  se  hallarán  mui  fácilmen- 
te por  medio  de  las  aristas  do  contacto  ipie  serán  (PR  P’R’)  res- 
pecto a uno  de  los  planos,  y (TV,  T’V’)  re.specto  al  otro.  En  el 
caso  presente  los  dos  planos  tanjentes  serán  evidentemente  parale- 
los entre  sí,  y por  consiguiente  sus  trazas  verticales  deberán  tam- 
bién ser  paralelas  una  a otra. 

lili.  Al  terminar  estos  problemas  relativos  a loa  cilindros,  observa- 
ren!^ que,  no  se  nos  podria  exijir  qRc  un  plano  fuese  tanjente  a es- 
toS^npcrficies  y pasase  al  mismo  tiempo  por  una  recta  dada.  Por- 

• que  por  el  solo  hecho  de  que  un  plano  tocase  a un  cilindro  en  un 
punto,  seria  forzosamente,  según  hemos  vi.sto  nqpi-  99,  tanjente  en 
lo9o  el  largo  de  la  jencratriz  que  pasase  por  este  punto;  do  modo 
que  esta  primera  condición  contiene  implícilaineilte  do.s,  en  virtud  de 
las  cuales  el  plano  que  buscaiiios  debe  efectuar  el  contacto  en  dos 
puntu.s  de  la  snperficie;  si  a esta  obligación  añadimos  aun  la  de  pa- 
sar por  una  recta  o dos  puntos  tomados  fuera  de  la  misma  super- 
ficie, tendremos  aquí  cur//r»  condiciones  distintas,  cuando  solas  tres 
son  nece-sarias  para  determinar  la  |)osicion  de  un  plano.  Sin  embar- 
go, si  la  recta  duda  fuese  paralela  a las  aristas  del  cilindro,  lo  que  en 
sustancia  cqiiivaldria  a fijar  un  solo  punto,  quodaria  el  problema  reduci- 
do al  del  núni'.  1 16. 

119.  Tirar  un  plano  tanjentca  una  mperjicie  cónica  yjor  un  punto 
dado  sobre  ella. 

Sea  AC15D  la  curba  directriz  que  supondremos  trazada  en  el  pla- 
no horizontal,  y (S,S')  el  cúspido  del  cono;  principiaremos  por  de- 

* ^rnúnar  el  contorno  aparente  de  esta  superficie  sobre  el  plano  bo- 
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rízontal,  para  lo  que  determinaremos  (núm.  106)  todos  los  planos  tan- 
jentes  que  pueden  ser  rerticales.  Y como  los  planos  de  esta  natu- 
raleza tienen  por  traza  horizontal  a la  proyección  misma  de  la  je- 
neratriz  que  se  halla  S(>bre  ellos,  síguese  que  esta  traza  pasará  por 
el  punto  S;  y como  ademas  debe  tocar  a la  base,  en  atención  a que 
también  en  este  caso  tiene  lugar  el  contacto  del  plano  tanjente  en 
todo  el  largo  de  una  jeneratriz  (núm.  lOü),  conciniinos  de 'aquí  que 
las  tanjentcs  SA  y SB  tiradas  desde  el  punto -S,  son  las  trazas  de  loa 
planos  tanjentcs  verticales,  y que  estos  tocan  al  cono  según  las  dos 
aristas  (SA,S’A’)  y (SB.S'B'),  que  son  las  qnc  forman  el  contorno 
aparente  de  la  superficie  cónica  con  relación  ul  plano  horizontal.  De  modo 
que  cnalqniera  jeneratriz  que  se  halle  debajo  de  estas,  es  decir  qne  termi- 
ne en  la  porción  .\DB  de  la  base,  seríiinrisible  sobre  el  plano  horizontal. 

En  cuanto  al  contorno  aparente  sobre  el  plano  vertical,  le  halla- 
remos por  medio  de  los  jilanos  tanjentcs  al  cono  qnc  sean  perpen- 
diculares a este  plano  de  proyección  (núm.  106);  según  esto  y como  las 
trazas  horizontales  do  estos  planos  deben  ser  perpendiculare,s  a la  lí- 
nea de  tierra,  y tanjentcs  al  misinS  tiempo  (núm.  lOü)  a la  base  ACBD, 
concluiremos  que  las  rectas  CC’  y DD’son  estas  trazas..  Y comeflRe- 
mas,  estos  planos  tocarán  al  cono  evidentemente  según  las  jencratri-  a 
cea  (CS,C'S’)  y (l^jB’S’)»  sígnese  que  estas  dos  rectas  formarán 
el  contorno  aparente  de  la  superficie  proyectada  sobre  el  plano  ver- 
tical; y por  consiguiente  toda  arista  que  so  halle  detrax  de  estas  rec- 
tas, o que  termine  en  la  porción  CAD  de  la  base,  será  inrixibU  en 
la  proyección  vertical. 

120.  Volvamos  ahora  al  problema  primitivo,  y supongamos  quesea 
M la  proyección  horizontal  del  punto  dado  No  debe  lomarse  arbitra- 
riamente la  otra  proyección;  porque  supuesto  que  el  punto  en  cues- 
tión pertenece  a la  superficie,  debe  hallarse  sobre  una  jeneratriz  de- 
terminada que  no  puedo  tener  por  proyección  horizontal  sino  la  lí- 
nea SM;  por  consiguiente  esta  recta  tendrá  por  traza  horizontal  al 
punto  E o ni  G,  y en  virtud  do  esto  su  proyección  vertical  será  S’E’ 
o S’G’.  Luego  si  referimos  n ellas  el  juuito  M por  inetlio  de  una 
perpendicular  a la  línea  de  tierra,  hullaicincs  para  el  punto  dado  laa 
dos  soluciones  (M,M')  y (M,M’). 

**•  121.  Sentado  esto,  construyamos  el  plano  tanjente  que  pase  por 
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el  primero  de  estos  dos  puntos.  Este  plano  contendrá  a la  jeneratris 
(8E,8’E’)  y tocará  al  cono  en  toda  la  lonjitud  de  esta  recta  (núm. 

100);  por  consiguiente,  tendrá  por  traza  horizontal  a la  tanjente  PEQ 
de  la  base.  En  cuanto  a su  traza  vertical,  deberá  pasar  por  el  pun- 
to (F,F’)  en  que  la  arista  de  contacto  penetra  al  plano  vertical,  y 
por  el  punto  (i  en  que  la  traza  PE  va  a cortar  a la  línea  de  tier- 
ra; pero  como  este  punto  Q se  halla  en  el  caso  presente  fuera  del 
cnadro,  salvaremos  este  inconveniente,  suponiendo  que  por  el  pun- 
to (M,M’)  y en  el  plano  tanjente  que  buscamos,  se  tira  una  horizon- 
tal (MX,M’X’)  la  cual  irá  a penetrar  al  plano  vertical  en  X’,  y nos 
proporcionará  otro  nuevo  punto  de  la  traza  pedida  QX’F’. 

Así  mismo,  como  respecto  al  punto  (M,M”),  es  (8G,S’(j’)  la  aris- 
ta de  contacto,  tendremos  que  la  tanjente  GV  será  la  traza  horizon- 
tal del  plano  tanjente  de  que  al  presente  tratamos;  y su  traza  ver- 
tical VF”  se  determinará  hallando  el  punto  F”  en  que  la  arista  de 
contacto  (GS,G’S’)  va  a penetrar  al  plano  vertical:  o bien,  según  lo 
hemos  practicado  anteriormente,  nos  valdremos  de  una  horizontal 
(MY,iW”Y’)  situada  en  el  plano  tanjente  de  que  tratamos. 

122.  Observamos  que  los  dos  planos  tonjentcs  que  acabamos  de 
determinar,  contienen  cada  uno  de  ellos  una  jcncintriz  del  cono  y 
que  en  virtud  de  esto  pasarán  átnbos  por  el  cúspide  (Í^,S’);  do  a- 
qní  residta  que  si  construimos  (núm.  27)  su  intersección,  que  se  ve 
proyectada  segiiti  PR  y P'U’,  sucederá,  necesariamente,  que  la  primé-  K 
m de  estas  líneas  pase  ] or  S y la  sesunda  por  S’,  esto  nos  pro- 
porcioiiará  una  verificación  de  las  construcciones  anteriores.  Ademas, 

las  trazas  verticales  deberán  torar  en  F’  y F’’  a la  curba  según  la 
cual  costa  el  plaiio  vertical  al  cono,  cuya  curba  se  con.struirk  deter- 
minaajü  lo»  [raato.s  en  que  las  d.foroiitcs  jencratriccs  van  a penetrar 
a este  plano  de  proyección. 

123.  Tirar  un  plano  tanjente  atina  snpcrjicie  cónica  Prr  un  pun- 
to dado  farra  de  ella. 

Sea  tatnbien  ABC  la  baso  del  cono  y (S,S’)  el  cúspide;  deter-  ríe. 
minarenios  como  auterinrmctite  el  contorno  aparente  de  la  superfi- 
cie sobre  cada  uno  de  bs  planos  fijos,  y representaremos  [lor  (N,N’) 
el  punto  elejido  en  espacio.  Como  el  plano  tanjente  que  buscarnos 
debo  contener  a una  jeueratriz,  pasará  precisamente  por  el  cúspide 
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(S,S')  y por  corísiguieiito  conteiidrú  a la  recta  (S\,iS”iV);  luego  *• 
ilctcrniinumos  el  pie  (le  esta  recta  y tiramos  por  él  las  dos 

tanjeiites  l’KQ,  I’GV  a la  base,  estas  serán  las  trazas  horizontales 
do  los  dos  jjhuios  tanjentes  que  ciinipleii  con  la  cuestión.  En  cnan- 
to a las  trazas  verticales,  las  determinaremos  por  medio  de  la  rec- 
ta (SN,S’N’)  contenida  en  los  dos  planos,  o bien  por  medio  de  lai 
aristas  de  contacto  de  c.stoa  planos,  que  evidentemente  son  (ME, 
S'jE’)  y (tí(j,S'G‘).  También  podríamos  emplear  una  horizontal  au- 
xiliar tirada  por  el  punto  (\,N’)  en  cada  cono  de  los  planos  tanjeu- 
‘tcs,  del  ini.smo  modo  quo  lo  hemos  practicado  ya  varias  veces. 

124.  IJitllar  un  plano  que.  sea  tanjente  a un  cono  y jiaraltlo  a 
una  recta  dada. 

fio.  13.  Conservemos  para  este  problema  los  mismos  datos  que  anterior- 
mente, y sea  ( mn,m'n')  la  recta  a quien  debo  ser  paralelo  el  plano 
tanjcnic.  Como  este  plano  ha  de  pasar  precisamente  por  el  c('ispi- 
de,  si  por  esto  punto  y |iaralelamcntc  a { inn,m’n’J  tiramos  la  recta 
(Sr.S’I”),  tendrciiuís  qnc  esta  recta  estará  contenida  en  el  plano  pe- 
dido; por  consiguiente  la  traza  de  esta  recta  pertenecerá  a la 

traza  horizontal  del  jilano  tanjente,  y segun  i;slo  esta  traza  será  una 
de  las  dos  tanjentes  í’EQ.l’GV  tiradas  a la  base.  Habrá  también 
dos  soluciones  en  esto  problema,  y las  trazas  verticales  de  estos  pla- 
nos se  detcrniiiiarán  lo  mi.smo  que  eu  el  número  precedente. 

125.  Mujiucsto  (|uc  todo  plano  que  es  tanjente  a una  lupcrficie 
V cónica  en  un  punto,  toca  precisamente  a esta  misma  sujierlicic  cu 

lodo  el  largo  de  una  recta  (núm.  lOÜ),  la  ob.servacioS^  que  hicimos 
* en  el  núm.  llíS  se  aplica  también  aquí,  y asi  resulta  que  no  podria 
exijírsenos  el  que  un  plano  fuese  t.injente  a un  cono  y pasase  al 
mismo  tiempo  por  una  recta  o por  dos  puntos  dados,  a no  ser  quo 
la  recta  ipic  uniese  estos  dos  puntos,  pasase  también  por  el  cúspi- 
de, porqu0en  tal  caso  lodo  se  reduciría  a no  asignar  sino  un  solo 
punto  (núm.  123.) 

Al  concluir  este  capítulo,  le  ngrcgaremo.s  algunos  problemas  enya 
solución  no  haremos  mas  do  indicar. 

126.  Tirar  par  una  recta  dada  un  plano  que  jarme  con  el  pla- 
no horizontal  un  ángulo  determinado  a. 

Bajaremos  desde  un  punto  cualquiera  de  la  recta,  una  perpendi- 
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cular  y ima  oblicua  al  plano  liurizuntal,  dirijlciulu  esta  paralelamente 
al  plano  vertical,  y de  modo  qno  su  proyección  sobre  este  último 
plano  forma  el  ángulo  a?  con  la  línea  de  tierra.  Hecho  esto,  figu- 
rémonos que  esta  oblicua  jira  al  rededor  de  la  vertical,  y en  en  este 
movimiento  describirá  un  cono  recto  cuya  traza  horizontal  será 
un  círculo  que  es  mui  fácil  determinar,  y cuyas  aristas  esta- 
rán todas  inclinadas  sobre  el  horizonte  la  misma  cantidad  rr;  por 
consiguiente,  si  a este  cono  le  tiramos  un  plano  tanjente  que  pasa 
por  la  recta  dada,  se  convierte  el  problema  propuesto  cu  el  del  núni. 
123,  y hallaremos,  inaiiiñestamente,  un  plano  que  cumplirá  cotilas  con- 
diciones pedidas  en  la  cuestión. 

127.  Tirar  un  jileino  tanjente  a un  cilindro  dado  cuya  inclina- 
ción con  el  jdano  horizontal  sea  er.  Construiremos,  como  lo  hemos 
hecho  en  el  problema  precedente,  un  cono  de  revolución  cuyas  a- 
ristas  formen  el  ángulo  a:  con  el  plano  horizontal;  en  seguida  tira- 
remos por  el  cúspide  una  recta  "paralela  a las  jeneralriccs  del  cilin- 
dro, y haciendo  pasar  por  esta  recta  un  plano  tanjente  al  cono  (núm. 
123),  no  quedará  mas  que  hacer  que  tirar  un  plano  tanjente  al  ci- 
lindro paralelo  a este  último;  cuyo  problema  lo  resolveremos  como 
el  del  núm.  117,  tirando  una  tanjente  a la  base  del  cilindro  para- 
lela a la  traza  horizontal  del  pl.iiiq  que  toca  al  cono,  conocemos  mui 
bien  que  esto  problema  será  imposible,  siempre  que  la  paralela  tira- 
da por  el  cúspide  del  cono  auxiliar,  termino  en  el’  interior  de  su  base. 

Si  se  nos  propusiese  la  misma  cuéstion  respecto  a un  cono  defi- 
nido por  una  base  cualquiera,  preciso  inodidcar  la  solución  to- 

mando por  cúspide  dcl  cono  de  revolución  el  mismo  punto  quesir- 
ve  de  cúspide  a la  superfitie  cónica  dada  por  el  problema;  y en  se- 
guida se  deberá  tinir  una  tanjente  comnn  a las  bases  de  estos  do» 
conos,  y esta  será  la  traza  horizontal  del  plano  pedido. 

120.  Tirar  por  un  punto  dado  una  recta  que  sea  tan  jente  a una 
superficie  cónica  y paralela  también  a un  jjlano  dado.  En  primer  lu- 
gar construiremos  un  plano  que  toque  al  cono  y pasa  por  el  piui- 
to  que  indica  la  cuestión;  en  seguida,  cortaremos  a este  plano  con 
otro  tirado  desdo  el  mismo  punto  paralelamente  al  plano  dado;  he- 
cho esto,  la  intcrscccrun  de  los  dos  planos  construidos  de  este  mo- 
do, nos  dará  patentemente  una  recta  que  cumplirá  con  la  cuestión. 
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CAPITULO  IV. 

De  lot  planot  tanjentes  a las  tuperficies  de  revolución,  cuando  m 
nos  dú  el  punto  de  contacto. 

no.  43.  129.  Supuesto  que  por  cada  punto  M tomado  sobre  una  super- 

ficie de  revolución  (níim.  75)  pasan  siempre  nn  meridiano  AMD  y un 
paralelo  FMG,  si  construimos  las  tanjentes  MT  y MV  a estas  cur- 
bas,  y hacemos  posar  un  plano  por  estas  dos  rectas,  este  será  (núm. 
103)  el  plano  taiijente  de  la  superficie  en  el  punto  M.Y  como  la 
tanjente  MV,  situada  en  el  plano  del  círculo  F.MG,  es  evidentemen- 
te perpendicular  a un  mismo  tiempo  al  radio  MO,  y al  eje  AO; 
sígnese  que  también  será  perpendicular  al  plano  meridiano  AOM,  y 
por  consiguiciile  el  plano  tanjente  que  contenga  a MV,  será  tam- 
bién por()eud¡cular  al  meridiano.  Y como  esta  consecuencia  es  indepen- 
diente de  la  naturaleza  de  la  curbaAMD  y de  la  ¡losicion  del  pun- 
to M,  rcsnliará  de  aquí  el  teorema  notable  siguiente:  En  toda  super- 
ficie de  rccoliirion,  el  plano  tanjente  es  siempre  perpendicular  al  pla- 
no meridiano  quépase  por  el  punto  de  contacto. 

^ 130.  Tirando  por  el  punto  M una  norinal  .MN  a la  superficie, 

esta  recta  que  e.s  perpendicular  al  plano  tanjente,  estará  contenida 
precisamente  en  |)lano  merdiano  AMD;  luego  en  toda  superficie  do 
revolución,  la  normal  encuentra  al  eje. 

• Ademas,  este  encuentro  tiene  lff<|pr  en  un  mismo  punto  dcl  eje 

^ cuairdo  l.is  normales  como  .MN,Pi'^''.N....  corr.  sponilen  a un  misino 

paralelo.  Fn  efecto,  ennndo  el  plano  meriiliaiio  A.MD  jira  al  rede- 
dor del  eje,  llevando  consigo  a las  rectas  MN  y Al  1',  no  deja  nun- 
ca la  primera  do  ser  perpendicular  a la  segui:üu;  mienuis,  esta  rec- 
ta móvil  _M.\,  que  sienqire  está  contenida  en  ol  plano  nieridiano, 
es  lo  mismo  (|Uo  esto  (núin.  129)  sucesivamente  [¡erpendicular  a ca- 
da una  de  las  tanjentes  tales  como  MV  del  paralelo;  luego  según 
vemos  MN  es  siempre  perpendicular  a dos  tanjentes,  y por  consi- 
guiente normal  a la  superficie,  cu  todas  las  |:üsiciones  que  ocu- 
po cuando  jiro  ni  rededor  del  eje  AD.  Y como  cu  todo  esto 
movimiento  pormat.cco  inmóvil  el  punto  N do  la  normal  MN,  rcsul- 
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ta  de  aquí  que  todat  la»  nórmale»  tirada»  por  lo»  diferente*  punto» 
de  un  mismo  paralelo,  forman  »iempre  un  cono  recto  cuyo  cúspide 
está  »obre  el  eje:  pero  cate  cúspide  varía  cuando  de  un  paralelo  pa- 
samos a otro. 

Después  de  haber  hecho  notar  estas  propiedades  jenerales  y co- 
munes a todas  las  superfície  de  revolución,  vamos  a ocupamos  en 
el  plano  tanjente. 

I.”?!.  Tirar  por  un  punto  dado  »obre  una  superficie  de  revolución 
tuyo  meridiano  es  conocido, -un  plano  quesea  tanjente  a esta  super- 
ficie. 

Para  simplificar  las  construcciones,  elijamos  el  plano  horizontal  de  p».  44. 
modo  que  sen  perpendicular  al  eje  do  revolución:  en  cuyo  caso,  co- 
mo esta  recta  es  vertical,  se  proyectará  horízontalinente  en  el  pun- 
to O,  y vertical  mente  según  la  recta  O’Z’.  Sea  ademas  A'B'D'  la  pro- 
yección del  meridiano  principal,  es  decir  de  el  que  es  paralelo  al 
plano  vertical,  y que  está  proyectado  horizontalmentc  en  OB  para- 
lela a la  linca  de  tierra:  en  el  caso  presente  este  nieridinno  es  una 
elipÍ^-4e  la  cual  uno  de  los  diánietras  principale||^UNicide  con  el  eje  * 

de  rotación,^  por  consiguiente  la  superfície  eujeiidrada  pesh  un  elip- 
soide de  revolución  (núm.  79);  puro  los  raciocinios  y construcciones, 
serán  enteramente  semejantes  cuando  la  enrba  meridiana  sea  cual- 
quiera otra.  El  mayor  do  los  paralelos,  o el  equador  de  la  superfi- 
cie, es  visiblemente  ol  círculo  descrito  por  el  semi-eje  C’B’,  que  so 
proyecta  horizontulmonte  seg^  un  cí||^  BKE  igual  al  primero,  y f 

forma  el  contorno  aparente  de  la  supeiTTcie  respecto  al  plano  hori- 
zontal (núm.  106  );  con  efecto,  en  toda  la  cstension  del  equador  (B’E’, 

BKE)  serán  los  planos  tanjentcs  terticnlcs  porque  cada  uno  de  ellos 
contiene  a la  tanjente  dcl  mcrid^iio,  lu  cual  es  una  vertical  como  la 
B’B.  En  cnanto  al  contorno  aparente  de  la  superficie  respecto  al 
plano  vertical,  será  el  meridiano (A’B’D’E’,BE);  porque  es- 
te contorno  debe  estar  formado  (núm.  106)  por  los  puntos  de  con- 
tacto tie  todos  los  planos  tanjentcs  pcrpcndicnlnrcs  al  plono  verti- 
cal; y Como  los  planos  tanjentes  en  toda  la  cstension  de  esta  cur- 
ba  meridiana  son  (núm.  1^29)  perpendiculares  todos  a su  plano,  sí- 
guese que  también  lo  serán  nf  plano  vertical  de  proyección.  No  aña- 
diremos mas  posiciones  de  la  jcncratriz  para  espresar  (núm.  93)  la  fir- 
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ma  lie  la  superficie;  por  que  está  suficieiUemeiite  indicnda  con  lo 
que  precede;  pero  siu  embargo  veremos  mus  adelante  (iiúra.  137)  el 
mudo  de  construir  las  proyecciones  tantas  curbua  meridianus  ciiantaa 
se  quieran  trazar. 

13.;.  S^eutiido  esto,  sea  M la  proyección  horizontal  del  punto  dado  so- 
bre lusupcriicie;  no  podremos  tomar  arbitrariamente  la  segunda  proyec- 
ción de  c.ste  jnmtu,  supuesto  que  debe  estar  situado  en  el  punto 
de  encuentro  de  la  vertical  levantada  en  M y del  meridiano  que 
está  pruyecludo  según  OK.  Pero  si  bacemos  jirar  a este  al  rede- 
dor del  eje  (O, O'Z')  hasta  tanto  qbo  coincida  con  el  meridiano  prin- 
. cipal  OB,  en  este  caso  estará  jiroyectado  verticalmente  según  jV’B’D’; 
y como  cu  virtud  de  este  movimiento  la  proyección  M habrá  des- 
crito el  arco  MG,  concluiremos  de  aquí  que  la  proyección  vertical 
del  punto  que  biiscamo.s  está  rcprc.sentnda  en  la  actualidad  en  los 
puntos  G’  o G”.  Si  ahora  restituimos  el  meridiano  móvil  a la  po- 
sición OK,  el  punto  de  que  tratamos  ipie  durante  este  movimiento 
no  ha  variado  de  altura,  permanecerá  proyectado  vertical  mente  ^obre 
> la  liurizontal  la  G''F”,  de  donde  se  sigue  ipie  en  sir  P^Pion 

primitiva,  ^‘s|^ba  proyectado  en  M’  o en  M’’;  y asi  es  que  >«í  dos  pun- 
tos y sobre  la  superficie,  que  ámbos  están  proyecta- 

do horizontahneiite  en  -M. 

no.  44.  133.  Gonsideramos  el  primero  de  estos  puntos  (M,M’),  y para 

determinar  el  plano  tanjente  eli  él,  le  sujetaremos  a pasar  por  dos 
^ tanjentes  a la  superficie  (ii^^  1U3)^  saber:  por  la  tanjente  al  me- 

ridiano y la  tanjente  al  pwWlo;  pero  como  la  proyección  de  la  cur- 
ba  meridiana  relativa  al  punto  no  se  nos  da  inmediatamente, 

y según  esto  no  podemos  tirarle  directamente  una  tanjente,  aplica- 
remos el  plano  vertical  O.Mlv  sobri^d  meridiano  principal  OB.  Do 
este  modo  el  punto  se  tras]>ortará  a (G,G’)  y en  esta  situó 

cion  será  fiicil  construir  la  tanjer.tc  G'll’  que  pem'trará  al  plano  ho- 
rizontal cu  el  punto  ii  sobre  la  OB;  si  en  seguida  restituimos  el 
meridiano  móvil  a su  primitiva  posición  O.MK,  y tendremos  que  el  pie 
II  de  c.st  i tanjente  describirá,  patentemente,  un  arco  do  círculo  termi- 
nado en  T,  mientras  que  el  punto  de  contacto  G’  se  restituirá  a -M';  lue- 
go proyectando  el  punto  T a la  línea  de  tierra,  hallaremos  que  M’T' 
y MT  son  las  proyecciones  de  la  tanjente  al  meridiano  que  pasa 
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por  el  punto  Observemos,  ademas  que  esta  taiijeiite  prolon- 

gada debe  encontrar  al  eje  de  la  superficie  en  el  mismo  punto  Z’  en 
que  termina  la  recta  G H’. 

En  cuanto  al  paralelo  relativo  a este  punto  (M,M’),  está  eviden- 
temente proyectado  sobre  el  círculo  GMF  y sobre  G'F’;  por  con- 
siguiente su  tanjente  es  la  borizontal  (MV.M  V'")  perpendicular  al 
plano  meridiano  OMK.  Ahora  bien,  el  plano  que  contenga  a las 
dos  tnnjentes  determinadas  de  este  modo,  tendrá  por  traza  horizon- 
tal a una  recta  TU  que  pasa  por  el  pie  T de  la  primera  tanjente, 
tirada  paralelamente  a MV  que  es  una  borizontal  contenida  en 
este  plano  tanjente;  en  seguida  tendremos  la  traza  vertical  UV’  de 
este  mismo  plano,  construyendo  el  punto  V’  en  que  la  recta  (MV, 
M’V’)  va  a penetrar  al  plano  vertical. 

Por  un  medio  enteramente  semejante  ballarcnioa  el  plano  tanjen- 
te relativo  al  punto  (M,M”),  aplicando  en  primor  lugar  el  punto  M" 
a G”  sobro  el  meridiano  princijial  y tirando  por  este  la  tanjente  G”L’- 
Refiriendo  en  seguida  el  pie  (L,L’)  de  esta  recta  al  meridiano 
OK,  vendrá  a parar  a R;  y como  la  tanjente  al  paralelo  es  en  es- 
te coso  (MV,M”V”),  síguese  que_  las  trazas  del  plano  tanjente  serán 
RS  paralela  a MV  y SV”. 

134.  Bueno  será  observemos  que,  según  la  dirección  de  la  tan- 
jentc  MV  al  paralelo,  todo  plano  tanjente  a una  superficie  de  revo- 
lución, tendrá  siempre  su  traza  harizontal  pcrjitnduvlur  a la  del 
plano  meridiano  que  jiasc  por  el  punto  de  contacto,  a lo  inénos  mien- 
tras sea  vertical  el  eje  de  la  superficie. 

135.  Observemos  ademas  que  como  los  dos  planos  tnnjentes  en  (M,M’) 
y en  (M,M”)  tienen  sus  trazas  TU  y RS  paralelas,  deberán  cor- 
tarse según  una  horizontal;  y por  un  efecto  do  la  siinetria  do  la 
superficie  de  que  tratamos,  esta  horizontal  estará  situada  en  el  pla- 
no del  eqiiador  E’B’.  Con  efecto,  como  las  tanjentcs  G’IP  y G”L' 
a la  eli|)se  meridiana,  necesariamente  se  encuentran  en  un  pun- 
to te  situado  sobre  el  eje  do  esta  elipse,  este  punto  transportado  a 
S en  el  meridiano  OK  a una  con  las  dos  tanjentes,  le.s  será  siem- 
pre común,  y permanecerá  en  el  jilano  del  cquudor  F.’B’:  luego  la 
horizontal  que  resulta  de  la  intersección  de  los  dos  planos  tanjen- 
tes, pasará  por  el  punto  g;  y por  esta  misma  razón  es  por  la  que 

11 
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las  traza.»  verticaic.s  de  estos  planos  deben  cortarse  en  un  punto  P’ 
situado  sobre  la  roela  F.’Ii’g  prolongada, 
pii..  44-  13(5  Para  obtener  la  Mtir/Hfi/  le  la  superficie  de  revolución  en  el  pun- 

to M,M),  recordaremos  (núin.  130)  que  todas  las  normales  en  todos 
los  puntos  de  nn  mismo  paralelo,  van  a cortar  aleje  en  el  mismo  ¡inn- 
to,  y que  ademas  cada  una  de  ellas  está  contenida  en  el  plano  ineri- 
diunoque  pasa  por  el  [iniilo  de  contacto.  Asi  es  que,  después  de  haber 
aplicado  sobre  el  meridiano  principal  el  punto  M’  a G’  tiraremos  por 
este  último  una  recta  G’  N’  peqicndicular  a la  lanjente  G H‘;  y en 
seguida,  uniendo  el  pie  N’  do  esta  normal  con  el  punto  dado  M’,  ob- 
tendremos la  normal  N’  iM’  correspondiente  a este  último  punto.  Esta 
por  lo  ménos  es  su  proyección  vertical;  y en  cnanto  a su  (iroyeccion 
horizontal,  evidentemente  cae  sobre  ü .M. 

Observemos  ahora  que,  siendo  esta  normal  perpendicular  al  plano 
tanjente  TIJV’,  las  trazas  de  este  último  deberán  ser  respectivamente 
perpendiculares  a las  rectas  O -M  y A'  M’  y (núin.  33),  lo  cual  nos  pro- 
porciona una  verificación  de  las  construcciones  efectuadas  ya  resjiecto 
al  plano  tunjento,  o también,  si  queremos,  nn  medio  de  hallar  « yiriWí 
sus  trazas,  por(|ue  en  tal  cuso  solo  se  trata  de  tirar  por  un  punto  cono- 
cido (M,  .M')  un  plano  perpendicular  a la  recta  (.M  O,  M'  N‘).  l'iase 
núm.  3(5. 

137  Hemos  visto  (núm.  132)  que  era  fácil,  partiendo  de  la  proyec- 
ción horizuntal  M de  un  punto  de  la  superficie,  deducir  de  ella  la  pro- 
yección vertical  .M'  o M”;  si  ahora  ajilicamos  el  mismo  |)rocedimiento 
a otros  varios  puntos  tales  como  Iv,  M,  ti....  tomados  en  el  plano  me- 
ridiano O K,  podremos,  por  este  medio,  construir  la  proyección  vertical 
de  la  curba  meridiana  contenida  en  este  plano,  y esta  cnrbu  deberá  ser 
tanjente  a las  rectas  T'  .M'  y K'  .M’’,  repitiendo  en  sejiuida  la  misma 
opcnicion  con  otros  planos  meridianos  diferentes  de  O K,  hallaremos 
tantas  ¡losiciones  cuantas  queramos  de  la  elipse  móvil  .V15'l.)’,  lodo  lo 
cual  serviría  para  completar  la  representación  gráfica  de  lu  superficie. 

Asi  es  que  si  se  nos  diesen  las  |)royecciones  de  una  jrneriitriz  cual- 
quiera de  una  superficie  de  revolución,  coinstruiriamos  fácilmente  )ior  me- 
dio ile  operaciones  análogas,  el  meridiano  |>rincipnl,  o cualquiera  otra 
sección  ineriiliana  por  este  medio.  Podremos  proponernos, como  ejemplo, 
el  caso  en  que  estajencratrizesMiirt  recta  que  no  encuentra  al  cjf,y  cu\a\ 
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caao  hallaremos  que  la  meridiana  es  una  hipérbola,  según  lo  veremos 
mas  adelante  (iiúm.  148). 

138  Del  plañí}  Uinjente  al  Tono.  Si  hacemos  jirar  un  círculo  n«.  45. 
(A'B’C'H”,.\BC)  al  redeilor  do  una  recta  (0”Z’,0)  que  no  pasa  por 
su  centro,  piro  que  e.stá  situada  en  su  plano,  veremos  que  este  meri- 
diano circular  enjendrará  una  especie  do  mprrjicic  anular  llamada  to- 
ro, cuyos  puntos  estarán  todos  proyectados  liori/.ontalincnte  entre  el 
eqvador  descrito  con  el  radio  0C=0'C’  y el  círculo  de  la  garganta 
descrito  por  el  radio  0A=0’.\’:  pero  es  preciso  que  observemos  bien 
que  los  dos  semicírculos  B'C'B”  y B’A’B”  enjendrarán  dos  napas  de 
forma  mui  diferentes,  aun  cuando  ambas  lleguen  a reunirse  en  la  esten- 
sion  de  las  circunferencias  que  recorren  las  extremidades  B’  y B’’  del 
diámetro  vertical.  La  napa  exterior  es  emírexa,  es  decir  que  todas  los 
curbas  (|ue  se  tracen  en  ella  y pasen  por  un  mismo  punto  (N,N’)  esta- 
rán situadas  a un  mismo  lado  del  plano  tanjeiitc  en  esto  punto.  Con 
efecto,  para  determinar  este  plano,  es  preciso  construir  la  tanjente  N’P 
del  meridiano,  y por  el  pie  P de  esta  recta,  tirar  una  perpendicular 
PP’  a la  traza  0.\  del  meridiano  (m'im.  134);  pero  vemos  que  la  me- 
ridiana B’N'B”  y el  paralelo  NT,  están  ambos  a la  izquierda  del  pla- 
no tanjetite  N"P'P;y  aun  cuando  hemos  elejido  el  punto  (N’N’)  so- 
bre el  meridiano  principal,  con  el  objeto  de  hacer  mas  sencilla  la  pro- 
yección del  plano  tanjente,  está  bien  de  manifiesto  que  tendrán  lugar  las 
mismas  circunstancias  respecto  a cualquiera  otro  punto  de  la  napa 
csterior,  por  el  hecho  do  ser  do  revolución  y por  consiguiente  simé- 
trica en  toda  la  rotación  efectuada  alrededor  del  eje  (O’  Z’,0). 

Por  el  contrario,  si  tomamos  nn  punto  (M,M’)  situado  en  la  napa 
interior,  veremos  que  el  plano  M’TT  tunjciitc  en  este  punto,  atravesa- 
rá a la  superficie;  porijue  el  meridiano  B’M’B”  se  hallará  patente- 
mente a la  derecha  de  este  plano,  miéntras  que  el  paralelo  M'V’  esta- 
rá a la  izquierda;  y asi  es  <pie  el  plano  M'T’T  cortará  al  toro  según 
una  curba  que  formará  nudo,  y en  la  proyección  horizontal  está 
representada  por  (MllEGE  “licjc”  M)  cuya  construcción  enseñaremos 
mas  adelante  {cíase  núm.  2G7).  Poro  esta  intersección  no  impide  que 
el  plano  M'T'T  contenga  a las  tanjentcs  del  meridiano,  del  paralelo, 
y de  todas  los  demas  curbas  trazadas  sobre  la  supcrfície  que  pasa 
por  el  punto  (M,M');  de  modo  que  este  plano  es  realmente  tanjente  a 
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al  toro  en  cate  sitio,  y secante  en  todos  los  otros  puntos  comunes;  cuya 
circunstancia  estriba  en  que  la  napa  inferior  es  una  superñcic  no  con- 
vexa o de  curhatura»  opunta»,  enteramente  coiiiparublc  a la  garganta 
de  una  polca. 

139.  Como  en  el  depurado  que  presentamos,  hemos  querido  repre- 
sentar los  principales  paralelos  de  la  superficie,  una  parte  de  la  traza 
vertical  M'T’  del  plano  tanjente  de  la  napa  interior  so  halla  cierta- 
mente oculta  por  el  toro,  pero  sin  embargo  de  esto  hemos  debido 
dejarla  de  línea  seguida,  porque  esta  traza  recibe  la  proyección  verti- 
cal de  la  curba  de  intersección,  cuya  rama  auterio  hrefg  es  visible  en 
el  plano  vertical. 

140.  lIiPERnoi-oiDE  DE  REVOLUCION  dt  UHo  napa.  Hemos  llamado 
asi  (núm.  84)  a la  superficie  que  describe  una  media  hi|)érbola,  cuan- 
do jira  alrededor  de  su  eje  iniajinario;  pero  esta  snjicrficic  que  gozado 
varias  propiedades  mui  notables,  puede  también  ser  enjendrada  por 
una  recta  sujeta  a jirar  por  un  morimiento  de  retolucion  (núm.  75)  al- 
rededor de  otra  recta  Jija  que  no  está  situada  en  el  mismo  plano  que 
la  primera. 

»iu.  47,  Para  demostrarlo,  representemos  la  recta  fija  por  OZ,  y la  móvil 
por  AD.M;  sea  OD  la  menor  distancia  que  será  horizontal,  si  miramos 
al  eje  OZ  como  vertical.  Esta  linca  OD  descrivirá  en  su  movimiento 
de  revolución  alrededor  de  OZ,  un  círculo  horizontal  EDF  que  eviden- 
temente será  el  menor  de  los  paralelos,  o el  circulo  ele  la  getrganta 
do  la  superficie;  y la  tanjente  PD  a este  círculo,  será  precisamente  la 
proyección  horizontal  de  la  recta  móvil  ADM;  do  donde  se  sigue  quo 
esta  recta  irá  a penetrar  a un  plano  meridiano  cuahpúera  ZOX,  en 
un  punto  M situado  sobre  la  vertical  levantada  en  el  punto  P (*). 
Pero  si  construimos  do  este  modo  todos  los  puntos  en 

que  sucesivamente  encuetitra  al  plano  fijo  ZOX  la  recta  móvil  A 
D.M  en  sus  diversas  ¡losiciones,  hallaremos  la  meridiana  MM’F  do 
la  superficie  etijcndrada  por  esta  recta;  y por  consiguiente  la  cues- 


(*)  Consi  leraiiws  que  la  figura  está  construida  en  perspectiva',  toman- 
do como  cuadro  de  ella  a este  plano  ZOX;  y por  consiguiente  to- 
das las  lineas  principales  situadas  detras  de  este  plano,  son  las  qv* 
te  han  puntuado. 
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tion  queda  reducida  a probar  que  esta  cnrba  MM’F  es  una  hipér* 
bola  que  tiene  por  senii  eje  real  a la  distancia  OF=OD.  Para  con- 
seguirlo, refiramos  un  punto  cualquiera  de  ella  M a coordenadas  pa- 
ralelas a loa  ejes  OX  y OZ;  y como  la  distancia  OD  permanece  in- 
variable en  todo  el  movimiento  de  la  recta,  lo  mismo  que  sucede 
con  el  ángulo  MDP  formado  por  esta  misma  con  el  horizonte,  ha- 
gamos a 

OP=z,  PM=í,  OD=d  y tanj.  MDP=<r. 
en  cuyo  caso  los  triángulos  rectángulos  MPD  y ODP  nos  darán 

MP  MP 

tanj.  MDP  z= = 

DP  VopüHob* 

o sustituyendo  los  valores  señalados  arriba, 

X 

— — - ! y do  aquí  — z-==<e^d* 

enyo  eqnacion  nos  prueba  que  la  meridiana  es  ciertamente  una  hipér- 
bola que  tiene  por  semi  eje  real  a x=d:  luego  el  lugar  recorrido  por 
la  recta  móvil  ADM  es  efectivamente  una  hipérbola  do  revolución 
de  una  napa. 

141.  Esta  misma  superficie  puede  también  orijinarse  por  otra  se- 
gunda jeneratriz  rectilínen;  con  efecto  si  trazamos  en  el  plano  ver- 
tical MDP  y taujcntc  al  círculo  de  la  garganta,  una  recta  BDN  do 
modo  que  formo  con  la  vertical  DV  un  ángulo  NDV  igual  a VDM» 
al  jirar  esta  línea  BDN  alrededor  de  OZ,  enjendrarú  también  la 
misma  superficie  que  .4  DM,  porque  dos  puntos  cualesquiera,  M y N, 
tomados  n la  misma  altura  sobre  estas  rectas  describirán  el  mismo 
círculo  MNL.  Para  aprobar  e.sta  última  aserción,  será  suficiente  que 
unamos  de  dos  en  dos  los  puntos  M,N,Z,V,  en  los  cuales  encuen- 
tra un  mismo  plano  horizontal  u las  diferentes  líneas  de  que  acaba- 
mos do  hablar;  y por  medio  de  lo.s  triángulos  rectángulos  MVD  y 
NVD  que  evidentemente  son  iguales,  demostraremos  que  también  lo 
son  los  otros  triángulos  rectángulos  ZVM  y ZVN;  de  lo  cual  con- 
cluiremos que  ZM=ZN  y que  en  virtud  de  esto  también  los  dos 
puntos  M y N se  hallan  a la  misma  distancia  del  eje  OZ.  De  aquí 
resulta  que  en  el  hiperboloide  hai  dos  sistemas  de  rectas  como  las 
A,Aj,A3....  y B,B_..B3.... 

et  primero  de  los  cuales  está  compuesto  de  los  posiciones  sucesivos 
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que  toma  ]a  jeiioratriz  AD,  y el  aeqiindo  de  posiciones  sucesivas  n- 
nálogas  ocupadas  por  Bl).  Ademas  de  esto,  supuesto  que  todas  es- 
tas rectas  cst.'íii  colocadas  de  dos  en  dos  eii  planos  verticales  pa- 
recidos al  MI)N„  síguese  de  aquí  que  ludai  las  jrnfrafriers  dt  los 
dos  sistemas  se  proijectan  sobre  el  círculo  de  la  garganta,  según  las 
tanjentes  a esta  circunferencia. 

142.  Por  cada  punto  R de  la  superficie  pasan  dos  de  estas  rec- 
tas; porque  las  jeneratricus  AD  y BD  pasarán  en  dos  épocas  dife- 
rentes de  su  revolución,  por  este  punto  R;  y ocuparán  sobre  dicha  su- 
perficie dos  posiciones  R.V:i  RBj  que  serán  necesariamente  distintas,  por 
estar  la  primera  situada  a la  izquierda,  y la  segunda  a la  derecha 
del  plano  meridiano  ZOR.  Uc  aquí  se  sigue  que,  el  plano  tanjen- 
te  en  Restará  determinado  (núni.  1Ü3)  por  las  dos  rectas  RA;iy  RBo, 
porque  estas  dos  líneas  se  hallan  sobre  la  superficie,  y son  ellas 
mismas  sus  propias  tanjentes.  Pero  es  mui  importante  obscnnr  que, 
aun  cuando  el  plano  tanjente  AjRBj  contiene  a toda  la  recta  R 
B-i  no  por  eso  sera  tanjente  en  ningún  otro  punto  de  esta  línea;  por- 
que en  Dj,  jior  ejemplo,  será  el  |)luno  tanjente  .■V;iDjBi¡,  y como  es- 
te último  no  puede  coincidir  con  .VuRBj,  porque  las  dos  jencratri- 
cea  A3R  y A¿Di  pertenecen  al  mismo  sistema,  y siendo  así  no  po- 
drán estar  contenidas  c:i  ua  iniumo  plano,  s.''guii  vuaios  a demos- 
trar. 

EiG  i7  rectas  AD  y AjDj  pertenecientes  al  mismo  sistema  dt 

jeneratriees,  no  se  hallan  nunca  sobre  un  mismo  plano.  Con  efec- 
to, como  estas  rectas  se  hallan  proyectada.^  horizontulmcnte  sobre  las 
tanjentes  DT  y D/P  ipie  se  cortan  en  T,  no  podrán  tener  coniunea 
sino  los  puntos  que  están  situados  en  la  vertical  TS;  y como  es- 
ta vertical  va  a encontrar  a A-jD-j  en  S encima  del  círculo  de  la 
garganta,  y a AD  debajo  de  él  en  S’,  por(|ue  las  partes  inferiores  de 
estas  dos  jeneratriees  pertenecientes  al  inistno  sistema,  están  ámbas 
inclinadas  a la  izquierda  de  sus  meridianos  respectivos  ZODi¡  y ZOD, 
y como  ademas  el  punto  T se  halla  entre  estos  dos  meridianos.  Sí- 
guese que  l.=  no  podrán  encontrarse  las  rectas  AD  y A.jDa;  2.® 
tampoco  dichas  rectas  son  paralelas,  porque  sus  proyecciones  hori- 
zontales se  cortan  en  T;  y así  queda  demostrado  que  dos  jenera- 
triccs  del  sistema  no  están  jamas  situadas  sobre  un  mismo  plano* 
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Cuando  se  comparan  Ins  proyecciones  horizontales  de  dos  de  es- 
tas rectas  que  posan  por  los  estreinos  de  un  mismo  diámetro  del 
círculo  de  lu  garganta,  vemos  ciertamente  qne  son  paralelas:  pe- 
ro una  de  estas  jenerulrices  estará  en  el  espacio  inclinada  a la  dere- 
cha del  plano  meridiano  tirado  por  este  diámetro,  y 1a  otra  a la  iz- 
quierda de  él,  de  modo  que  estarán  mui  distantes  de  ser  paralelas;  y ade- 
mas está  también  de  manifiesto  que  tampoco  en  este  caso  se  podrán  cortar. 

De  un  modo  enteramente  semejante  demostrariumos  que  tampo- 
co las  rectas  del  segundo  sistema  no  pueden  hallarse  de  dos 

en  dos  sobre  un  mismo  plano. 

144.  Calla  recta  del  sistema  A corta  (sin  cambiar  de  posición) 
a todas  las  rectas  del  otro  sistema.  Esto  es  evidente  res- 

pecto a las  líneas  AD  y BD  que  se  hallan  en  mismo  plano  ver- 
tical; pero  comparemos  a AD  con  cualquiera  otra  recta  BoDj  del 
otro  sistema.  Estas  dos  líneas  están  también  proyectadas  sobre  las 
tanjentes  DT  y D-.T  al  círculo  de  la  garganta  y como  estas  se  cor- 
tan en  T,  la  vertical  TS’  irá  precisamente  a encontrar  a las  rec- 
tas AD  y DjBj  do  que  se  trata,  mas  este  encuentro  tendrá  lu- 
gar con  respecto  a cada  una  de  ellas  por  1a  parte  de  abajo  del 
círculo  de  la  garganta,  en  virtud  de  que  DA  está  inclinada  ii  la  iz- 
qtderda  del  meridiano  ZOD,  y DüB.>  a 1a  derecha  del  meridiano  ZO 
Dj  mientras  tanto  que  el  punto  T se  halla  entre  los  dos.  Ademas 
según  la  forma  de  la  meridiana,  es  evidente  que  una  recta  como 
la  'l'S’  <jue  es  paralela  ul  eje  OZ,  no  puede  penetrar  a la  superfi- 
cie si  no  en  dos  puntos,  luego  solo  uno  de  estos  S’  se  hallará  sobre 
la  napa  inferior  ul  círculo  de  la  garganta;  por  consiguiente  este  ponto 
único  deberá  coincidir  con  aquellos  en  que  la  vertical  TS’  ha  en- 
contrado ya'  a las  joneratrices  DA  y DoB..  que  están  sobre  esta  na- 
pa; luego  estas  jeneratrices  se  cortan  efectivamente  en  el  |)unto  S’. 

Solo  dcberemo.s  ob.servar  que  cuando  se  comparan  dos  rectas 
pertenecientes  una  al  sistema  A y otra  ul  B,  (pie  pasan  por 
las  estremidades  do  un  mismo  diámetro  del  círculo  de  la  gargan- 
ta, estas  rectas  tendrán  sus  proyecciones  paralelas,  y ellas  mismas 
lo  serán  también  en  el  espacio,  de  modo  que  no  tendrá  lugar  su 
encuentro  si  no  a una  distancia  infinita,  pero  a lo  ménos  estas  do 
jeneratrices  estarán  aun  situadas  sobre  un  mismo  plano. 
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De  un  modo  análogo  demostraremos  que  cada  jeneratriz  del  sis- 
tema B corta,  sin  cambiar  de  posición,  o todas  las  jcncratriccs  del 
sistema  A,  o a lo  menos  se  halla  en  un  mismo  plano  con  cada  una 
de  ellas. 

145.  Se  desijinn  bajo  el  nombre  de  Superjicie  Gaunn,  a toda 

superficie  enjendrada  por  una  recta  que  w mucre  de  modo  que  stis 
poíicioncs  conxeculicas  no  estén  de  dos  en  dos  en  un  mismo  plano. 
Y como  considerando  al  hiperboloide  de  que  tratamos,  ya  sea  co- 
mo el  lugar  de  las  diferentes  posiciones  .\,A.>,Aj quo  toma  la  je- 

neratriz  AD  en  su  movimiento  de  revolución  al  rededor  de  OZ,  o 
ya  como  el  lugar  de  las  diversa.s  rectas  H,lí..,I5.¡....  del  otro  sistema, 
y vemos  (iiúm.  143)  que  satisfacen  a la  definición  precedente;  concluimos 
do  aijuí  que  el  hi|)crboIoidu  de  revolución  de  una  sola  napa  perte- 
nece a la  clase  jencral  de  supcrficie.s  denominadas  pausas-,  de  las 
cuales  nos  ocuparemos  de  un  modo  especial  en  el  libro  Vil. 

146.  Si  por  el  centro  t)  del  hiperboloide,  tiramos  dos  rectas  O o 
y O ¿ paraleltis  a las  jeneratrices  DA  y D13,  dichas  rectas  formaran 
ángulos  igimL-s  con  la  vertical  OZ,  y por  consiguiente  describirán 
al  jirnr  al  rededor  de  OZ,  un  solo  y mismo  cono  recto  cuyas  aris- 
tas todas  serán  respectivamente  paralelas  a las  jeneratrices  A,A2, 

As y 1í,B2,B:|....  del  hiperboloide.  Este  será  el  cono  asintútico  do 

esta  última  superficie;  porque  para  deducirle  de  esta,  será  a toda  luz 
suficiente  hacer  a 

OD=d=o  en  la  cqnaciou 

quo  representa  (núm.  140)  el  meridiano  del  hiperboloide,  y como 
por  esta  bipútesis,  hallamos  para  el  meridiano  del  cono  recto  la 
cquacion  z=^<r.x-,  ts  decir  dos  rectas  que  ciertamente  son  las  asín- 
totas de  la  hipérbola  precedente. 

147.  Ademas,  cuando  se  hace  variar  la  distancia  <?,  sin  cambiar 
a o a la  inclinación  de  la  jeneratriz  .\D,  obtendremos  diversos 
hiperboloides  cayos  meridianos  son  todos  curbas  semejantes-,  porque 
los  ejes  de  la  biperbola  son  d y a$,  y su  razón  es  <r  cuya  canti- 
dad es  independiente  do  la  distancia  $.  De  aquí  resulta  (jue  todos 
c.stos  hiperboloides  son  supcifícies  semejantes  y concéntricas:  y co- 
mo esta  semejanza  debe  también  estendersc  al  cono  asintútico  res- 
pecto al  cual  6 ca  nula,  podremos, asegurar  que,  cuando  un  mismo 
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plano  corte  al  hiperboloide  y al  cono  asiiilótico,  las  secciones  que  de 
este  modo  resulten  en  las  dos  superficies,  serán  curba»  semtjunles  y 
concáit ricas.  (*)  Esta  observación  nos  será  útil  mas  adelante. 

H8.  De.spues  de  haber  dado  a conocer  la  naturaleza  y princi- 
pales propiedades  del  hiperboloide  enjendrado  por  la  revolución  de 
una  recta,  ocupémonos  ahora  en  la  representación  exacta  de  esta  su- 
perficie por  medio  de  dos  planos  de  ¡iroyeccioii.  Miraremos  siempre 
al  eje  lijo  como  vertical,  y en  este  caso  sus  proyecciones  serán 
O y rO'Z’;  en  cuanto  a la  recta  móvil  tomémosla  en  una  situación 
cualquiera,  y sean  sus  proyecciones  ADü  y en  seguida 

construyamos  la  meridiana  de  la  superficie,  determinando  los  puntos 
en  que  el  plano  vertical  OG  es  penetrado  por  las  posiciones  subce- 
sivas  de  la  recta  (AB,  A'S).  Pero  desde  luego,  en  In  presente  situa- 
ción, esta  recta  penetra  al  plano  OG  en  el  punto  (M.M")  cuyo  pun- 
to pertenece  a la  curba  pedida,  la  cual  deberá  tocar  en  este  punto  a 
la  proyección  A’M’q.  Con  efecto,  aun  que  la  tanjente  a la  meridia- 
na yin  recta  (AB,A’g)  sean  en  el  espacio  mui  diferentes  una  de  otra, 
sin  embargo,  estas  rectas  están  ambas  situadas  en  el  plano  tanjen- 
te  a la  superficie  en  el  punto  (M,jy*);  y como  este  plano  es  precisa- 
mente perpendicular  (núm.  129)  al  plano  meridiano  OG,  y por  con- 
siguiente al  plano  vertical  de  proyección,  sucederá  en  el  caso  pre.sen- 
te  que  A’o  se  confundirá  con  la  proyección  vertical  de  la  tanjente, 
y que  según  esto  la  misma  recta  A’g  tocará  a la  proyección  de  la 
curba  meridiana  en  M”. 

En  seguida,  un  punto  cualquiera  (n,n)  de  AB,  dcscribrirá  duran- 
te el  movimiento  de  revolución,  un  arco  que  se  preyectará  sobre  «N 
y sobre  la  horizontal  n’N’;  luego,  cuando  este  punto  ( n,n’)  llegue 
al  plano  vertical  OG,  estará  proyectado  en  (N,N’),  y así  será  en 
esta  posición  un  nuevo  (uinto  de  la  curba  meridiana  G’N'M’G’', 
todos  los  demas  se  construirán  del  mi.smo  modo.  Aplicando  este 
mismo  procedimiento  a la  estremidad  (D,D’)  de  la  horizontal  (0D,0’D  ), 
que  es  perpendicular  a un  mismo  tiempo  al  eje  y a la  jeneratriz,  y mi- 
de su  distancia  mas  corta,  hallaremos  el  punto  (F,F')  de  la  mernlin- 


(*; 
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na  que  está  nías  próximo  al  eje;  y este  mismo  es  el  punto  que  en  la 
revolución  completa  de  la  recta  móvil,  describirá  el  menor  de  los  pa- 
ralelos de  la  superficie,  o el  circulo  de  la  garganta,  que  en  el  caso 
presente  está  proyectado  en  DFK  y E’F'.  Asi  mismo,  como  el  pie 
(A, A’)  de  la  jeneratriz  describirá  un  círculo  ALG  que  será  lii  traza  ho- 
rizontal de  la  superficie,  nos  dará  el  punto  (G,G')  del  meridiano:  v 
aun  cuando  esta  curba  delia  evidentemente  estenderse  de  un  modo 
ilimitado,  porque  la  recta  jeneratriz  tiene  una  lonjituil  indefini- 
da, sin  embar;ro,  para  dar  una  iden  mas  clara  de  la  sujHjrficie,  su- 
pondremos que  la  recta  móvil  está  terminada  en  los  dos  puntos  (A,A’) 
y (H,6),  que  distan  igualmente  del  punto  (Ü,l>')  que  es  el  que  des- 
cribe el  círculo  de  la  garganta,  de  modo  que  la  porción  de  superficie 
que  representamos  aquí,  estará  terminada  por  dos  círculos  iguales  que 
están  proyectados  horizontalmente  en  GAll.  y verlicalmente  sobre  G li’ 
y G”I1”.  Por  lo  demas,  hemos  demostrado  (núm.  140)  que  el  meri- 
diano G F’G”  es  iin»  rama  de  hipérbola  que  tiene  por  eje  real  al 
diámetro  E’F’  del  círculo  <le  la  garganta;  y deberenms  abservar  tan- 
to aquí  como  en  toda  mperficie  de  rccolucion,  que  el  ineridinnano  prin- 
cipal G’F’G”  forma  precisamente  el  contorno  n|iarente  de  la  superfi- 
cie respecto  al  plano  vertical,  porque  todos  los  planos  tanjentes  en  to- 
dos los  puntos  de  este  meridiano  son  perpendiculares  a dicho  plano 
(núm.  129).  Por  una  razón  semejante,  veremos  que  el  contorno  apa- 
rente del  hiperboloide  con  respecto  al  plano  horizontal,  es  el  círculo 
de  la  garganta  DFE  en  cuyos  puntos,  todos  los  {llanos  tanjentes  son 
evidentemente  verticales. 

149.  Para  completar  la  representación  gráfica  do  este  hiperboloide, 
rii¡.  tu.  en  atención  ni  modo  de  resultar  enjendrado  por  una  línea  recta,  será  pre- 
ciso construir  cierto  número  do  posiciones  de  esta  jeneratriz  rectelínea: 
y como  esta  recta  debo  constantemente  permanecer  a la  misma  distan- 
cia del  eje  (0,0'Z’),  síguese  que  su  proyección  horizontal  será  siem- 
pre tanjente  al  círculo  DFE;  en  virtud  de  esto,  tiremos  n discreción,  la 
tanjentc  A.D2B2,  y en  seguida  proyectemos  su  pie  Aj  a la  línea  de 
tierra  en  A’s,  y el  punto  de  contacto  Dj  sobro  E’F’  en  D’s;  hecho  es- 
to, hallaremos  que  A’.^D’sSi)  será  la  proyección  vertical  de  la  recta  que 
horizontalmentc  está  proyectada  en  A2B2.  Ademas  de  esto,  el  estre- 
mo  S”  que  se  halla  sobre  el  círculo  superior  G”H”,  deberá  evideu- 
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tcmentc  oslar  proyectado  en  Ba  cuya  circunstancia  nos  proporciona 
un  medio  de  comprobación.  Por  un  modo  eiiteraniente  aiiátogo  se  cons- 
truirán las  otras  posiciones  de  la  jenerntriz,  y sus  proyecciones  ver- 
ticales deberán  también  tocar  a la  hipérbola  meridiana,  segnn  lo  he- 
mos demostrado  en  el  número  precedente  respecto  a la  primera 
recta  ADU;  solo  tendremos  que  observar  que  cuando  se  elija. In 
proyección  horizontal  de  modo  que  sea  paralela  a la  línea  de  tier- 
ra, como  sucedo  con  KL,  resultará  que  la  proyección  vertical  cor- 
respondiente (i’3  será  la  as'mtota  déla  hipérbola,  porque  efeciivnineii- 
te  semejante  jencratriz  no  oncoiitrur.á  al  plano  mcrioianu  ()(a  sino  a 
una  distancia  inrinita,  sin  dejar  por  esto  de  ser  tanjeiite  a la  hipér- 
bola meridiunu  en  la  proyección  vertical. 

l.áO.  Con  el  objeto  de  hallar  rcsidtados  mas  simétricos,  se  ha  di- 
vidido, en  el  presente  depurado,  al  círculo  (JAII  en  catorce  partes 
iguales,  y desde  luego  se  han  trazado  Ins  cuerdas  AH,.\oB),.\;il?3....  de 
modo  que  subtendau  un  mismo  número  de  arcos  parciales;  do  este 
modo  estas  cuerdas,  que  |)recisamciite  son  iguales,  se  ha  hallado  que 
también  son  tanjentes  a un  mismo  círculo  EDF,  en  seguida  se  han 
deducido  las  proyecciones  verticales,  por  el  medio  que  hemos  dicho 
en  el  número  precedente.  Aun  cuando  estas  cuerdas  terminan  de  dos  . ’ , 

en  dos  en  los  mismos  puntos  de  división  sobre  el  círculo  GAII,  dis- 
tinguiremos con  facilidad  las  partes  situadas  debajo  del  círculo  de 
la  garganta  de  las  partes  superiores  a él,  y como  las  primeras  son 
invisibles  sobre  el  plano  horizontal,  están  en  el  caso  presente  repre- 
sentadas por  lincas  puntuadas.  En  cuanto  al  plano  vertical,  las  por- 
ciones do  jonerutrices  situadas  del  otro  lado  del  plano  meridionoGOH 
que  es  el  que  encierra  el  contorno  aparente  de  lasupcrfície  (núin.  148) 
respecto  a este  plano  de  proyecciou,  son  las  únicas  invisibles,  y que 
por  consiguiente  han  debido  puntuarse. 

151.  Sabemos  también  (núm.  141)  que  el  hiperboloide  admite  otro  . 

sistema  de  jencratrices  rectelíneas,  que  así  mismo  se  proyecten  sobre  las 
tanjentes  AB,A  B^...,  al  círculo  de  la  graganta.  pero  que  tienen  en  el  es- 
pacio una  posición  inversa  respecto  a la  vertical.  Por  ejemplo,  la  que  entre 
estas  nuevas  rectos  se  proyecte  según  BDA  (•),  tendrá  'su  pie  en 


(•)  Para  indicar  mas  claramente  la  situación  de  las  diversas  rec- 
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('B,lí’)  y sil  estroniiilud  «tiporior  cii  (A,«)  y cortará  a la  roela  ADH 
clfl  primer  sistema  eii  el  |)imto  (D,D’)  ; y así  tendrá  |)or  proyec- 
ción vertical  a B'D'a,  cuya  línea  contiene  también  la  proyección  ver- 
tical de  otra  recta  LMC  del  primer  sistema.  A cansa  de  evitar  esta  coin- 
cidencia no  hemos  querido  re¡iresentar  a nn  mismo  tiempo,  en  el  depu- 
rado, las  jencratrices  de  los  dos  sistemas,  |»orqne  de  no  hacerlo  así, 
hnhieru  sucedido  que  las  j)artes  de  la  línea  seguida  de  las  unas  hubie- 
ran cuido  sobre  las  partes  ¡uintuadas  délas  otras,  y así  no  hubiera  sido 
|>osd>ie  distinguir  las  porciones  visibles  de  las  invisibles  en  coda  uno 
de  estos  sistemas.  Ademas,  será  siempre  fócil,  aun  en  el  depurado  pre- 
sente, hallarlas  rectas  del  sistema  15  siempre  que  las  necesitamos,  |iiies 
para  ello  bastará  tomar  las  porciones  llenas  por  las  puntuadas,  y n»cí- 
procamenle,  según  lo  acabamos  de  indicar  respecto  a la  recta  15DA.  Po- 
dremos también  multiplicar  mas  las  jeneratrices,  con  el  fin  de  obtener 
mayor  efecto  eii  el  dibujo  ; pero  hemos  creido  que  en  el  caso  presente 
debiamos  hacer  algún  sacrificio  en  esta  parte,  para  pre.sentar  mas  clari- 
dad en  la  posición  de  los  puntos  y líneas  notables  «pie  es  preciso  se- 
ñalar al  lector. 

’io,  4G,  152.  Del  plano  tanjente  al  hiptrholuide.  8ea  R la  proyección  hori- 

zontal del  punto  de  contacto,  señalado  j)or  la  cuestión  : |)¡ira  hallar  la 
otra  proyección,  observaremos  que  jwr  el  punto  que  consideramos  .so- 
bro la  superficie  pasa  una  j»‘ratriz  del  sistema  A,  la  cual  está  proyectada 
horizontalnieutn  según  una  tánjante  PRA  al  círculo  de  la  garganta,  y 
verticalmcnte  según  P'o ; si  ahora  provectamos  el  [lunto  R a R'  sobre 
esta  última  recta,  habremos  determinado  completamente  el  punto  de 
contacto  (R.R').  Pero  también  habrá  otra  segunda  solución  ; ¡lorque 
supuesto  que  podemos  tirar  por  el  punto  R otra  segunda  tanjente  15 
RQ  al  círculo  de  la  garganta,  la  cual  representará  también  una  jenera- 
triz  del  sistema  proyectada  verticalmente  según  B’Q,”  no  tendremos 
titas  cpie  proyectar  el  qunto  Ra  R”  sobre  esta  última  línea,  y obten- 
dremos otro  .segundo  punto  (R,R")  que  estará  situado  sobre  el  hiper- 
boloide, y que  así  mismo  tendrá  su  proveccion  orizontal  en  R. 


ta»,  tendremos  siempre  cuidado  de  citar  en  primer  lugar,  la  letra  que 
•señala  la  estremidad  inferior  de  la  recta  de  que  hallamos. 
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153.  dentado  esto,  toniunuia  eii  cunsideraciuu  el  punto  (R,R’^  y 
recordemos  (núm.  142^  que  por  este  punto  único  deben  pasar  dos  je- 
ncratrices  del  hiperboloide;  una  de  ellas  es  la  recta  (PRA,P’R’a)  emple- 
ada ya  y perteneciente  al  sistema  A ; y la  otra  perteneciente  al 
sistema  B y proyectada  en  ('CiRB,(i'R’o).  Luego  el  plano  tanjente  en 
f R,R’^  deber.'i  contener  a estas  dos  rectas,  y por  consiguiente  la  tra- 
za horizontal  de  este  plano  será  QP.S.  Pura  determinar  la  otra  traza  SV’ 
será  sufíeientc  que  nos  figuremos  que  en  este  plano  tanjente  y ¡wr  el 
punto  (ll,R')  se  ha  tirado  una  horizontal  cuyas  proyecciones  serán  UV 
paralela  a la  traza  CiPS,  y R’V’  paralela  a la  línea  de  tierra  ; en  segui- 
da constriiircuios  el  punto  (V,V’)  en  que  esta  horizontal  va  a panetrnr 
al  plano  vertical. 

En  cnanto  al  plano  tanjente  correspondiente  al  punto  (R,R”)  estará 
determinado  por  las  dos  rectas  de  los  dos  sistemas  opuestos  ipie  se  cor- 
ten en  este  lugar: 

La  una  es  (BRQ,B‘R’’U")  pura  el  sistema  A; 

y la  otra  fARP,A’K”P” j para  el  sistema  B. 

•Así  es  (|ue  la  traza  horizuntal  de  este  plano  será  la  línea  AB,  y lu 
traza  vertical  se  hallará,  del  mismo  mudo  que  arriba,  con  el  auxilio  de 
una  horizontal  tirada  en  este  mismo  plano  por  el  punto  (U,R'’^. 

154.  V olvamos  a considerar  el  plano  tanjente  PSV’  ipie  toca  ni  hi-p„,.  41;, 
perboluide  en  el  punto  (K.R'J,  y observemos  que  su  traza  horizuntal 

PQ  es  perpendicular  ul  plano  meridiano  OR  que  pasa  por  el  punto  de 
contacto,  que  es  lo  mismo  que  debí'  suceder  (núm.  134)  en  toda  super- 
ficie de  revolución  cuyo  eje  es  vertical ; pero  este  plano  tanjente  PSV 
no  es  tanjente  al  hiperboloide  en  cualquiera  otro  punto,  tal  como  f T,T  ) 
de  la  recta  (PRA,P’R  a>  que  se  balín  en  él,  supuesto  que  su  traza  ho- 
rizontal l’Ci  r.o  podrá  ser  perpendicular  al  meridiano  OT.  Ademas,  por 
este  punto  (T,T'^  de  la  recta  (PR.V.P'Ka^  ipie  pertenece  ni  sist'íinn 
pasa  una  jenerutriz  (IITB,.,H  TS.4)  del  sistema  I»,  l:i  cual  esi.'i 
evidentemente  situada /MfiY»  </c/ jw/fif«ode  qne  hablamos,  ¡lorqne  el  pie  de 
esta  jeratriz  está  en  II  lucra  de  la  dirección  de  P(l.  Por  consiguiente  el 
jdano  PSV’  no  ciinqde,  con  respecto  a punto  (T,T  ),  con  la  definición 
de  verdadero  contacto,  cpic  estriba  en  contener  a las  tnnjentes  de  todas 
las  líneas  situadas  sobre  la  superficie  ; cuando  en  el  punto  (R,R ) este 
plano  contiene  no  solo  a las  <los  jeneratrices  qne  .se  cortan  en  él.  sino 
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tambifii  a la  tanjente  del  paralelo  f|uc  es  precisamente  (RV,R'V^,  In 
tanjciito  al  meridiano  y las  de  todas  las  demás  curbas  c¡uc  por  este  pun- 
to se  tracen  sobre  el  hiperboloide. 

Hemos  probado  ya  esta  propiedu  singular  del|>lnno  tnnjciileal  hiper- 
boloide ganso  en  el  núm.  142;  pero  hemos  creído  deber  insistir  ai|ui 
sobre  esta  circunstancia  y apoyarla  en  nucías  consideraciones,  poríjue 
es  importante  nos  formemos  una  idea  bien  clara  de  la  posición  do  un 
plano  (pie  así  como  el  presente  es  tanjente  en  vn  punto  (H,K')  y secan- 
te en  todos  los  otros  puntos  coinniins  con  la  stipcrlicic,  a la  cual  corta  se- 
gún las  dos  rectas  (l’KA,l’'ll’a)  y (CiRIi.Q’K’a). 

153.  Todos  los  problemas  relativos  a los  planos  tnnjentes  que  he- 
mos resuelto  en  este  libro,  se  reducen  a las  superficies  cUlndriras,  eó- 
nkas,  o de  rerohicion.  No  agregaremos  nuevos  ejemplos  relativos 
a otros  jéneros  do  superficies,  porcpic  en  todo  los  casos  el  métoilo  se 
reduce  a emplear  el  procedimiento  jcncral  indicado  núm.  lOd,  (pie  en  lo 
subcesivo  encontraremos  muchas  ocasiones  de  aplicar ; pero  nos  (]ueda 
(pie  tratar  la  cuestión  del  plano  tanjente,  cuando  no  se  nos  dá  el  punto 
de  contacto  sobre  la  superficie.  Este  problemo  lo  hemos  resulto  inme- 
diatamente respecto  al  cilindro  y al  cono,  porque  su  solución  en  ambos 
casos  es  mui  sencilla  pora  que  la  difiriéramos,  pero  no  sucede  lo  mismo 
con  las  otras  superficies,  y algunas  veces  es  necesario  ayudarse  para 
su  resolución  de  los  métodos  relativos  a las  intersecciones  de  las  super- 
ficies ; esta  es  la  razón  porque  hemos  reservado  los  problemas  de  este 
jénero  para  tratarlos  en  uno  de  los  libros  siguientes. 
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CAPITULO  PRIMERO. 

De  las  su]>erjicics  desarrollables. 

156.  Decimos  qiic  una  superficie  es  uEsARKoi.i.Ani.E  cuando  supo- 
niéndoln  flexible  pero  incsteiisiblc,  puedo  desdoblarse  y estenderse 
sobre  un  plano  sin  padecer  fractura  ni  duplicación.  Pero  conocemos 
bien  (¡ue  cualquiera  stqierficie,  una  porción  de  esfera  por  ejemplo, 
no  goza  de  esta  proj)iedad,  y por  esta  razón  deberá  haber  en  el 
modo  de  enjeniJrar  nna  superficie  desarrollablc,  alguna  condición  par- 
ticular que  le  permita  prestarse  a esta  trasformacion,  esto  es  lo  mis- 
mo que  esplicareinos  mui  pronto  (núm.  175.)  Pero  antes  de  ele- 
varnos a estas  joneralidades,  creemos  útil  examinar  primero  dosjé- 
iicros  particulares  de  superficies  qne  pueden  desarrollarse,  de  este 
modo  sobre  un  plano;  estas  son  las  de  los  cilindros  y los  conos. 
Es  ya  llegado  el  momento  de  que  introduzcamos  las  consideracio- 
nes del  método  infinitisiinal  que  después  de  bien  entendido,  nos  pre- 
sentará todo  el  rigor  deseable,  ofreciéndonos  para  lo  sucesivo  la 
doble  ventaja  de  abreviar  los  razonamientos  y prestarse  con  facili- 
dad a las  construcciones  gráficas  de  la  Jeometria  descriptiva. 

1,57.  Siendo  la  tanjente  de  una  curba  el  límite  de  las  posiciones 
que  toma  una  secante,  cuando  dos  de  sus  plintos  de  sección  .se  a- 
proxiinan  indafinitivameiite,  podemos  considerar  a la  tanjente  como 
una  recta  qne  pasa  por  dos  puntos  qne  se  hallan  /rró- 

ximos  sobre  la  curba,  o que  tiene  un  elemento  común  con  ella;  de  es- 
te mudo,  es  cierto  que  sustituimos  a la  curba  propuesta,  un  poli- 
gono  inscripto  cuyos  lados  y ángulos  esteriores  son  infinitamente  pe- 
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qiieüos,  y cuyo  lado  proloiifiado  rccniplazti  a una  tanjeiitc,  pe- 
ro cualquieni  propiedad  que  sea  cierta  cu  iiu  polígono  de  esta 
imturalo/.a,  iiidcpcndicntcincntc  de  la  magnitud  absoluta  de  sus  lados 
y de  los  ángulos  coniprehendidos,  subsistirá  igiiabncnlc  si  auniviitainos 
mas  y mas  estas  pe(|ueñas  cuerdas  n|)roxiniúndolas  a la  curba:  por 
consiguiente,  esta  propiedad  tendrá  asi  mismo  lugar  cuando  de  o- 
llu  (rnsemos  al  límite,  es  decir,  cuando  consideremos  a la  curba  en 
cuestión  y sus  verdaderas  tanjentes. 

158.  Ademas  de  esto,  hemos  demostrado  rigoro-samente  (núm.  95) 
que,  cu  cualquiera  superficie,  todas  las  curbas  trazadas  de  suerte  que 
pasasen  por  un  mismo  punto,  tienen  todas  sus  tatijetites  en  este  mis- 
mo punto  situadas  en  un  solo  plano:  luego  esto  platio  que  hemos 
llamado  tanjenfe,  se  podrá  considerar  como  qtie  tiene  común  con  la 
superficie  un  demento  suj)erfidnl  formado  por  la  reunión  de  los  ele- 
mentos lineales  comunes  a las  curbas  y a sus  tunjentes;  este  será 
el  eletnento  de  contacto,  que  en  jeneral  será  injinitamente  jie- 
qiieño  en  todos  sentidos,  a no  ser  qite  la  superficie  sea  de  tal  jéne- 
ro  que  el  plano  tunjente  sea  el  mismo  para  muchos  puntos  cotise- 
cutivos. 

ric.  4S.  159.  Por  ejemplo,  sabemos  (núm.  79)  que  en  un  cilindro  el  pla- 

no IJ.\T  es  tanjente  en  el  lodo  el  largo  de  una  misma  jeiieratriz  AMU; 
luego  cu  el  caso  prc.sente  este  plano  tendrá  común  cotí  la  superficie 
un  elemento  superficial  .\BIi’A'  indefinido  en  lotijiiud,  pero  cotnpre- 
licndido  cutre  las  dos  jeneratrices  iufinitatncnte  pnt.ximas  que  |)0san 
por  los  patitos  A y A’  comunes  a la  ba.se  AC  y a su  tatijetite  AT. 
Vemos  que  hacemos  distinción  tanto  aquí,  cotno  eti  la  tiota  dcl  núm. 
109,  entre  el  elemento  de  lu  superficie  y la  jeiieratriz;  esto  es  esen- 
cial: porque  en  las  suporficies  g.ju.sas,  reconoccreinos  que  esta  úl- 
tima recta  será  común  también  a lu  superficie  y al  plano  tatijente, 
miéntras  que  el  cicmctito  superficial  indefinido  cu  loiijitud  tío  se 
hallará  todo  entero  en  este  pintio. 

Así  mismo,  una  superficie  cónica  tocada  por  un  plano  tanjente  lo  efec- 
túa en  todo  ellargo  de  una  jeticrutriz  (tiúm.  100^  tictie  común- cotí 
este  plano  un  elemento  stipeilieinl  indefinido  en  lonjitud,  pero  com- 
pndiendido  entre  dos  jeneratrices  infinitamente  prú.ximas. 

IGO.  Una  sipebficie  cium>kica  fiEDK  síioipre  i*f..sariíou.aiise, 
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porijuc  figuróiiiouos,  que  se  hii  cortado  esta  snpcrficie  con  un  plano 
perpendicular  n sus  jenerntrices,  según  una  curbn  CA  que  se  llama 
la  secrion  recta  del  cilindro  (*)  que  miraremos  como  si  fuese  su 
Imse,  o como  la  directriz  de  la  recta  móvil  enjendradora  de  esta  su- 
perticic;  sustituyamos  en  seguida,  por  un  instante,  a esta  ciu-ba  un 
polígono  inscrito  CAA’A”,  y de  este  modo  transforinnremos  el  ci- 
lindro en  un  prisma  recto.  Hecho  esto,  podremos  hacer  jirar  la  cara 
]í”A”A’li’  alrededor  de  lu  arista  B’A’  como  charnela,  hasta  que 
lleguen  colocarse  en  la  prolongación  del  plano  de  la  cara  B’A’AB; 
y en  virtvd  de  esto  movimiento  el  lado  A’A”  se  habrii  trasladado 
a A’rt”  situado  en  la  prolongación  de  AA’,  porque  timbos  continua- 
rán siendo  siempre  perpcndicnlarcs  a la  arista  A’B’.  En  seguida  po- 
dremos hacer  jirar  la  cara  compuesta  BA«"Í>”  alrededor  de  la  char- 
nela AB  hasta  que  llegue  a ocupar  la  posición  del  plano  prolon- 
gado de  ki  cara  siguiente;  y continuando  de  este  mismo  modo,  lle- 
garemos a conseguir  qno  todas  las  caras  del  prisma  se  hallen  situa- 
das en  un  plano  único,  y todas  estén  a continuación  unasde  otras, 
de  modo  que  la  superficie  prismática  estará  ílcsarroUcida,  sin  haber 
cambiado  do  superficie.  Ademas,  observemos  que  todos  los  la- 
tios del  ]>oligono  C.\A’A'’  formaran,  des])ucs  del  desarrollo,  una  so- 
la y mi.sina  línea  recta,  a la  que  todas  las  aristas  del  prisma  continua- 
n'iii  siendo  perpendiculares,  según  ya  lo  hemos  probado  respecto  a los 
primeros  lados  AA’y  A’A”,  y que  la  lonjitiid  de  esta  recta  será  igual 
H la  suma  de  los  lados  del  poligouo  primitivo,  al  propio  tiempo  que 
las  diversas  aristas  AB,.VB’....  conservarán  las  mismas  lonjitudes  que 
teninn  anteriormente. 

IGI.  Es  ademas  evidente,  que  todas  estas  consecuencias  serán  no.  • 
así  mismo  ciertas,  sea  cual  fiicrc  la  magnitud  de  los  ángulos  y de 


(*)  Llamaremos  muchas  reces,  cilindro  recto,  en  obsequio  a la 
brereflad,  aquel  en  que  se  tome  ]>or  base  o por  directriz  ala  sección 
recta,  sin  querer  espresar  por  esto  que  esta  sección  es  un  circulo;  a- 
demas,  esta  denominación  no  indicará  nada  de  particular  en  la  na- 
turaleza del  cilindro,  pues  estamos  bien  persuadidos  que  cualquier  su- 
perficie cilindrica  puede  referirse  a este  caso  cortándola,  cernió  lo  hemos 
lucho  aquí,  con  un  plano  per/iendicular  a sus  jeneratriees, 

13 
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lo8  lados  del  poliguno  que  se  sustituya  a la  curba  CAA’;  por  con- 
siguiente tendrán  también  lugar  cu  el  cilindro  que  es  límite  de  los 
prismas  inscritos,  o sí  esta  misma  idea  la  queremos  espresar  de  un 
modo  diferente,  en  un  cilindro  que  no  es  otra  cosa  que  un  prisma 
cuya  base  es  un  polígono  infinitetimal.  Podemos  por  consiguien- 
te asegurar,  l.°  que  toda  superficie  cilindrica  es  dcsarrollable;  2.  ° 
que  efectuada  esta  transformación,  la  $eccion  perpendicular  a \ñtí  '}e- 
neratriccs,  e$  una  recta  cuya  lonjitnd  es  igual  al  perímetro  de  esta 
sección;  3.  ° que  las  jeneratrices  permanecen  perpendiculares  a esta 
recta,  conservando  siempre  sus  mismas  lonjitndes  primitivas,  tanto 
en  la  parte  superior  como  en  la  inferior  de  esta  base. 

Fin.  49.  162.  Si  hubiese  trazada  una  curba  cualquiera  GMiM’  sobre  el  ci- 

lindro, esta  curba  estará  reemplazada  en  el  prisma,  por  un  poligo- 
no  GMM'M”  cuyos  lados  no  variarían  tampoco  de  lonjitud,  cuando 
con  las  caras  sobre  que  se  hallan  sigan  el  movimiento  de  rotación 
de  estas  alrededor  de  las  aristas  subcesivas:  pero  dicho  polígono 
cambiaría  de  forma,  porque  el  ángulo  interior  MM’M”  (•)  se  convertiría 
en  el  Con  todo,  como  en  este  desarrollo,  el  lado  M’.M”  ji- 

ra, por  un  movimiento  de  revolución  alrededor  de  la  charnela  B’M’, 
síguese  de  aquí  que  el  ángulo  B’M'M”  permanecerá  constante  e igual 
al  B’M’w’,:  esto  mismo  sucederá  con  el  ángulo  BMM'  o TMA  que 
será  siempre  invariable,  resultando  ademas  que  eii  el  estado  de  lí- 
mite un  lado  de  este  ángulo,  el  TMM’,  se  convertirá  en  tanjeiite 
a la  curba  que  está  reemplazada,  en  el  caso  presente,  por  el  polígo- 
no GMiM’.  Si  ademas  observamos  que  todas  estas  propiedades  son 
independientes  de  la'inayor  o menor  pequeñezJc  lascaras  del  pris- 
ma, y que  jior  consiguiente  deben  ser  también  ciertas  en  el  límite 
de  este  prisma  o en  el  cilindro  de  la  Jig.  48,  concluiremos  de  aquí 

I ,,,.  48.  t|“®>  cuando  se  desarrolla  un  cilindro  en  cuya  superficie  se  ha 
trazado  una  curba  cualquiera  GM,  esta  línea  se  cámbia  en  otra  cur- 
ba que  llamaremos  la  transformada  de  la  primera,  y sus  arcos 


(*)  El  suplemento  de  este  ángulo;  es  decir  el  JH"M"t,  comprehen- 
dido  entre  dos  tanjentes  consecuticas,  se  llama  ángulo  do  continjencia 
y puede  servir  para  apreciar  la  curbatura  de.  la  curba  en  este  lugar 
según  lo  esplicaremos  mui  luego  ( núm.  198 ). 
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tienen  la  uiisnia  lonjitud  absoluta  que  los  de  la  curba  primitiva; 
2.  ® lus  porriones  de  las  jencratrices  coniprehendidas  en- 

tre esta  curba  y lu  sección  recta  CAA’  permanecen  de  la  misma 
inagnitnd,  y son  siempre  perpendiculares  a la  recta  que  es  el  de- 
sarrollo de  esta  base  CAA’.  3.-  Cada  tanjente  MT  a la  curba  pri- 
mitiva, turma  con  la  jeneratriz  MA,  un  ángulo  que  permanece  in- 
rariable-,  y ademas,  se  baila  «pie  esta  misma  recta  MT  después  de 
efectuado  el  dí.'sarrollo  es  también,  tanjente  a la  transformada.  Esta 
última  aserción  se  jnstitica,  con  observar  que  en  el  desarrollo  del 
prisma,  no  deja  nunca  de  ser  la  línea  MT  prolongación  de  nii  la- 
do del  poligono  transformado. 

Muí  pronto  veremos,  eii  varios  de  los  deparados,  el  modo  con  que 
se  liacu  uso  de  estas  diversas  propiedades,  para  ejecutar  grúfícamen- 
te  el  desarrollo  de  un  cilindro,  y pura  construir  sobre  este  desarro- 
llo lus  transformadas  de  las  curbas  que  primitivamente  se  hayan 
trazado  sobre  este  cueqm. 

163.  Hemos  dicho  que  una  curba  cualquiera  G.MM',  trazada  so- 
bre uucilitidro.  se  cambiaba,  después  de  desarrollada  esta  superfi- 
cie, en  otra  línea  que  jeneralmcutc  es  también  curba;  sin  embar- 
go de  esto,  liai  casos  particulares  en  que  está  transformada  puede  ser  rec- 
tilínea, y para  hallar  mas  fácilmente  las  condiciones  relativas  a es- 
te caso,  sustituyamos  otra  vez  el  prisma  recto  y el  poligono  GMM’ 
do  lu  fig.  49  a la  curba  y al  cilindro  [propuestos.  Para  que  en  este 
coso  el  ludo  .M'M ’,  trasportado  a Mm”,  esté  sobre  la  prolongación  de 
MM’,  es  preciso  y evidentemente  suficiente  que  sea 

ángulo  B M’w”  = A’M’M  = BMM’ 

y como  hemos  visto  (núm.  162)  que  el  primero  de  estos  ángulos  per 
inaiiecia  igual  al  ángulo  primitivo  B'M'M”,  síguese  que  la  condición 
precedente  se  convertirá  en  esta  otra; 

ángulo  B’M*M”=BMM’; 

esto  mismo  sucedería  con  los  otros  lados  consecutivos  comparados 
entre  sí;  por  consiguiente,  todos  los  lados  del  polígono  GMM’M” 


Digitized  by  Google 


100 


Linito  MI.  .MTEKritins  nt»..\Rr.ou.tEi.r:;  r.  isvou  tas. 


iIüIhmi  cortar  n las  ar¡sla.s  del  pri.sma  bajo  mi  áii<riilo  roDKlniile.  Si 
nliora  transportamos  al  cilindro  estas  relaciones,  ipie  deben  sienipri* 
tener  Ing'ar  cii  el  prisma,  |ior  mas  pequeñas  ipu:  .sean  sus  caras, 
y si  recordatno.s  f'núm,  157)  que  las  prolongaciones  de  los  la- 
dos del  poligoiio  vienen  a ser,  en  el  estado  de  límite,  las  lanjeiites 
de  la  ciirba  contiiiim  báciu  a cual  converjo  este  polieonu,  deduciremos 
de  nipií  este  teorema;  pura  i¡tic  una  ritrh/i  (í.M  trazada  nahrr  7tn  ri- 
liiitlnt,  tea  líF.criUMCA  drtpurs  de  haber  dcsarndlado  rata  xiijH-rfirir, 
es  precito,  )j  suficiente  e/iie  todas  ¡as  tanjentes  de  esta  rurba  Joriarn 
un  ángulo  constante  con  ¡as  jeneratrices  del  cilindro. 

A las  enrbas  que  cumplen  con  c.sta  última  condición  se  las  deno- 
mina itKi.it'Ks,  sen  cual  lucre  la  base  del  cilindro  sobre  que  se  bailen  tra- 
zadas; y asi  es  que  las  belices  son  las  únicas  enrbas  que  en  el  desarrollo 
de  la  superficie  cilindrica  que  la.s  contiene,  se  Iranrorman  en  líneas  rectas. 

FiG.  43.  164.  Estas  enrbas  pozan  ademas  de  esta  otra  notable  propiedad: 

««  arco  cualquiera  ele  hcliee  tal  como  C.M  es  ¡a  linea  mas  corta  que 
se  puede  trazar  snltre  el  cilindro,  entre  sus  rstremidades  (i  ?/  M.  Con 
efecto,  si  comparamos  con  ella  cualquiera  otra  cuaba  comprchendi- 
da  entre  los  puntos  G y M,  esto  último  arco,  después  de  desarrolla- 
do el  cilindro  no  será  rectilíneo;  luego,  seg-un  esto,  será  mas  largo 
que  el  arco  de  hélice  que  se  habrá  transformado  en  recta:  pero  hi'- 
mos  visto  (núm.  1C2)  que  cu  este  desarrollo  consenon  las  trans- 
formadas la  misma  lonjitud  que  las  curbus  primitivas;  luego  también 
antes  del  desarrollo  del  cilindro,  era  el  arco  de  heliee  mas  corto  que 
cunh]uiera  otra  línea  que  pasase  por  los  puntos  G y .M. 

165.  Observaremos  aquí  <pie  todas  las  enrbas  que  se  vuelven  rce- 
tilinoas  después  de  desarrollado  el  cilindro,  en  su  primitivo  estado 
eran  de  doble  curbatura,  es  decir,  que  tres  tanjentes  inmediatas,  o 
tres  elementos  consecutivos,  no  se  hallaban  en  un  mismo  plumo.  Con 
efecto,  volvamos  a examinar  el  polígono  de  la  fig.  49,  y consideremos 
tres  lados  consecutivos  de  él,  como  por  ejemplo,  los  KM,MM’  y MM”, 
que  supondremos  estar  dirijidos  de  tal  modo  que  formen  con  las 
aristas  del  prisma  ángulos  iguales  entre  si,  y que  representaremos  a. 
Hi  e.stos  tres  lados  pudiesen  hallarse  cu  iin  solo  plano,  sucederia  lo 
mismo  sin  la  menor  duda,  con  tres  rectas  tiradas  por  un  punto 
cnalquicra  G,  paralelamente  a estos  tres  lados:  pero  como  cada  una 
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•lo  í.'stas  tros  pnrahílns  foriiiará  el  mismo  ángulo  a con  la  arista  GI),  sí- 
guese que  estiuáii  siiuudus  sobre  la  snijorficie  de  un  cono  recto  cuyo 
eje  será  (!1);  y conocemos  mui  bieu  que  una  superficie  ile  esta  na- 
turaleza no  podrá  tener  tres  de  sus  jcneratriccs  sobre  un  inisnio  pla- 
no, ¡toripic  en  tal  caso  se  liallariai!  en  línea  recta  tres  puntos  de  la 
eirciiulercncia  que  lo  sin’c  de  base.  Luego  es  así  mismo  imposible 
fpie  los  tres  lados  consecutivos  KAl.MM’,  y M’M”  se  liallcu  en  el 
mismo  plano,  y como  esta  proposición  tiene  BÍetn|)re  lugar,  cualquie- 
ra (|uc  simia  poqueficz  de  los  lados,  es  así  mismo  cierta  respecto  a las 
|)rolougacÍoncs  de  estos,  cuando  el  poligouo  dejeiiera  en  una  enrba 
e-tutiuua,  cu  cuyo  caso  estas  prolongaciones  sno  las  taujciites  mis- 
mas de  la  curba.  Y así  es  ipie  las  belices  son  siempre  líneas  dedo- 
ble  forbaturn. 

IGü.  Holo  debemos  csceptuar  de  esta  conclusión  jcncral,  un  solo 
caso,  que  es  el  de  ser  recto  el  úngido  a;  porque  cntónces  el  mismo 
cono  que  nos  acaba  de  servir  para  establecer  la  proposición  pro- 
codeiito  se  reduce  a un  plano.  Ademas,  la  hclice  particular 
correspondiente  a la  presente  hipótesis  a=90.\  no  es  evidente- 
mente otra  cosa  que  la  sección  recta  CAA’;  y con  efecto  sabemos 
(núm.  161)  que  esta  sección  es  rectilínea  después  de  desarrollado 
el  cilindro;  pero  a lo  inénos  pedemos  asegurar  que  de  todas  las  ctir- 
has  IM.ANAS  trazadas  sobre  un  cilindro,  tío  hai  mas  de  la  skccio.n 
ni;í'T.v  ejne  después  de  efectuado  el  desarrollo  de  esta  superjicie  sea  rec- 
tilínea. 

167.  Con  motivo  de  las  belices  que  según  ya  lo  hemos  visto,  no 
son  ciirbas  planas,  haremos  observar  (¡uc  cu  toda  línea  do  doble 
corbatura  GK.M,  situada  do  un  modo  cualquiera  en  el  espacio,  si 
tres  elementos  próximos  KM,MM’M’M”  uo  se  hallan  en  un  mismo 
plano,  por  lo  niénos  satisfaráti  esta  condición  dos  elementos  conse- 
cutivos MM’  y M’M”;  y al  plano  MM’M”  se  le  da  el  nombre  de  pla- 
no osculador  de  la  curba  cu  el  punto  M.  Respecto  al  punto  K,  el 
plano  osculador  será  el  KMM',  y así  en  seguida;  de  modo  que  los 
diferentes  planos  osculndores  se  cortan  de  dos  en  dos  según  un  c- 
Icmcnto  iutennedio,  y no  coinciden  todos  en  uno  sino  cuando  la  cur- 
qa  es  plana.  Ademas  de  esto,  según  las  consideraciones  espuestas 
mas  arriba,  todo  manifiestamente  se  reduce  a definir  el  plano 
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oKciilador,  cuniu  que  es  el  que  pasa  por  dos  taiijeiitcs  iutiiiitnmcii' 
te  próximas. 

168.  Observemos  aun,  que  una  ciirba  coiiiiiiua,  sea  o iio  plana, 
un  tiene  nunca  mas  de  una  sola  tanjeiite  en  un  punto  dado,  pero 
que  puede  evidentemente  tener  una  infinidad  de  normales,  es  decir, 
de  rectas  perpendiculares  a latanjente,  tiradas  todas  ellas  por  el  pun- 
to de  contacto  de  esta  última,  todas  estos  normales  forman  neeesa- 
viamente  un  plano  que  es  perpendiculu  a la  tanjente,  al  cual  se  da 
el  nombre  de  plano  normal  de  la  enrba  en  el  punto  en  cuestión. 
Esto  es  precisamente  lo  inverso  de  lo  que  sucede  en  nna  superfi- 
cie, esta  admite,  en  cada  uno  de  sus  puntos  una  infinidad  de  tan- 
jeiitcs  cuyo  compuesto  forma  el  plano  tanjente,  y una  sola  normal  que 
es  perpendicular  a este  plano. 

169.  U.XA  SCI'ERFICIE  CD.NtCA  Pl'F.DE  SIEMPKE  DES.VRUOLLARSE.  Sill 
pasar  ya  por  todas  las  consideraciones  intermedias  que  hemos  crei- 
do  de  absoluta  necesidad  considerar  eu  el  cilindro,  miremos  la  base 
del  cono,  sea  cual  fuere,  como  mi  polígono  injinitesinial  CAA’A”, 
y al  cono  mismo  como  una  pirámide  en  lu  que  cada  cara  H.4A’,  sea 
un  elemento  superficial  infinitamente  angosto,  que  será  común  fiiúni. 
159)  n la  superficie  y al  plano  tanjente,  en  lodo  el  largo  de  la  jc- 
iieratriz  SA.  En  este  estado,  podremos  hacer  jirar  la  cura  SA’A” 
alrededor  de  la  arista  S.\;  hasta  que  venga  a colocarse  cu  el  plano 
de  la  cura  SA’A”,  y a continuación  de  esta,  y mi  seguida  hacer  jirar 
el  sistema  de  estas  dos  caras  al  rededor  de  la  arista  SA  hasta  que 
se  hallen  a cotitimiacioii  del  plano  de  la  cara  precedente.  Continuan- 
do del  mismo  modo,  hullarenios  por  resultado  un  sector  poligonal  (*) 
compuesto  de  todas  las  caras  de  la  pirámide,  colocadas  unos  a con- 
tinuación de  otras  y situadas  sobre  un  mismo  plano  que  por  con- 
siguiente tendrá  la  misma  superficie  <jue  arca  la  pirámide:  es  ade- 
mas evidente  que  en  esta  transformación,  lo.s  lados  y ángulos  de  las 
caras  SA'A”,SA.4’....  parnianeccráii  itivariablu.s,  lo  mismo  que  los  de 
cualquiera  otro  triángulo  SM'M”,  SMM'....  mientras  que  los  ángulos 


(*)  O ma»  bien,  el  xistema  de  do»  sectores  opuestos  por  el  vérti- 
ce, si  desarrollamos  al  mismo  tiempo  la  pirámide  superior  SBB’W’ 
que  reemplaza  la  segunda  napa  del  cono. 
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AA’A”,MM’M”  variarán  tie  magnitud,  y como  todas  estas  circuns- 
tancias son  también  ciertas  sea  cnnl  fuere  la  pequenez  de  las  ca- 
ras de  la  pirámide,  subsistirán  las  mismas  en  el  límite  del  cuerpo,  es 
decir  en  nn  cono  en  cuya  superficie  serán  los  polígonos  CAA’A”  y 
G.MM'M”  curbas  continuas,  y cuyas  tanjentes  serán  las  prolongaciones 
<le  los  elementos  AA’  y MM’. 

17Ü.  Dea<|uí  resultan  evidentemente  las  consecuencias  siguientes: 

1.  ® toda  superjicic  cónica  e»  desarroflable,  y eti  esta  transformación, 
las  jeneratrices,  o cualquiera  porción  de  estas  rectas,  no  paria  de  lon- 
jitnd. 

2.  ® La  base  del  cono,  o cualquiera  otra  curba  trazada  sobre  su 
superficie,  se  convierte  en  una  línea  cuya  curbatura  no  es  la  mis- 
ma que  la  de  la  curba  primitiva,  a la  que  se  da  el  nombre  de  trans- 
formada lio  la  ¡trimera:  pero  Jos  arcos  do  esta  transformada  conser- 
ean  la  misma  lonjitud  absoluta  que  los  de  la  curba  primitiva.  Si  es- 
ta última  tubicsc  todos  sus  puntos  a una  distancia  constante  del 
cúspide,  la  transformada  será  ««  arco  de  circulo  descrito  con  esta 
di.staucia  por  radio. 

3.  ® Cada  tanjente  de  la  curba  primitiva  forma  con  la  jeneratriz 
del  cono,  un  ángulo  que  permanece  intariable  en  el  desarrollo  de 
esta  superficie  y esta  primera  recta  es  también  tanjente  a la  trans- 
formada. Mas  adelante  veremos  el  modo  de  emplear  estas  varias  pro- 
piedades, para  ejecutar  gráficamente  el  desarrollo  de  una  snperficie 
cónica. 

171.  Fura  que  una  curba  GM.M’,  trazada  sobre  un  cono,  sea  rre- 
tiimea  después  de  desarrollada  la  superficie,  es  suficiente  que  dos 
elementos  consecutivos  tales  como  MM'  y .M'.M  ’ tengan  sus  direc- 
ciones de  modo  que 

ángulo  s.ií .}r'=sjr f, 

y como  las  prolongaciones  de  estos  elementos  son  las  tanjentes  de 
la  curba  primitiva,  que  equivale  a decir,  (pte  dos  tanjentes  consecuti- 
vas de  esta  curba  deben  formar  ángulos  iguales  con  la  jeneratriz 
intermedia;  pero  estos  ángulos  no  son  constantes  en  todas  las  tan- 
jentes, como  sucedía  en  el  caso  del  cilindro  (núm.  163 ). 

172.  Toda  curba  que  satisfaga  a la  condición  precedente,  goza-  jg 
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ríi  también  de  la  propiedad  de  ser  la  linea  ma$  corta  (pie  se  [Hie- 
de trazar  entre  do.s  puntos  dados  en  la  superficie  cónica;  y esto  se  de- 
muestra por  las  mismas  razones  dudas  en  el  iiúiii.  1G4;  pero  estu 
curbu  no  prcseiiturú  lu  turiiiu  de  una  cs[iirul  ijue  va  elevándose  ru- 
da vez  mas  hacia  el  cúspide  S del  cono.  Con  efecto,  el  úiig^iilo 
será  menor  <)iic  el  S.M’M’",  supuesto  que  este  último  i;riinlnrá  ul 
y como  la  inclinación  S.M/  de  cada  tanjentc  con  la  jciie- 
ratriz  correspondiente,  es  un  ángulo  agudo  que  va  siempre  uunieii- 
tuiido,  síguese  que  la  ilistancia  8M  llegará  a ser  un  minimu  cuan 
do  e.stc  ángulo  sea  recto,  y en  este  cuso  obtendremos  el  [iiinlo  de 
lu  curbu  mas  próximo  al  cúspide  8;  mas  adelante  dicha  cuiLn  se  u- 
lejará  cada  vez  mas  del  cúspide,  porque  ul  ángulo  será  obtuso, 
y continuará  creciendo.  Así  es,  que  [lor  ejenqilo.  sobre  un  cono  de 
revolución,  la  línea  mas  corta  entre  dos  jnintos  de  la  base  circular, 
no  es  el  arco  de  este  círculo  comprehendido  entre  los  dos  puntos 
dado.s,  sino  que  es  una  especie  de  curba  hiperbólica  cuyo  vértico  se 
halla  a igual  distancia  de  los  do.s  puntos  en  cuestión,  y que  des- 
pués do  efectuado  el  desarrollo,  del  cono  se  convertirá  en  una  cuer- 
da del  círailo  en  que  se  transforme  la  ba.se  primitiva.  Los  dos  ra- 
dios paralelos  a esta  cuerda,  eran  en  el  cono  primitivo,  las  jenera- 
trices  asíntotas  de  la  curba  en  cuestión. 

173.  Por  el  contrario,  una  curba  trazada  sobre  una  superficie  có- 
nica cualquiera  que  esta  sen,  y que  goce  de  uua  propiedad  análo'.'a 
a la  de  la  helice  (núm.  163),  es  decir,  cai/as  tanjentcs  tmlos  for- 
masen un  ¿ngulo  constante  con  la  jcncratriz  «pie  [«isa  por  el  punto 
de  contacto,  presontarin  In  forma  de  una  espiral  que  indefinidamen- 
te se  aproximaria  ni  cúspide,  el  cual  seria  re.speto  a clin  i/«  punto 
asintótico:  porque  en  el  desarrollo,  esta  curba  se  convertiria  eviden- 
temente en  uua  espiral  Ingar'ttimica,  [lonpie  sabemos  que  esta  últi- 
ma curbu  tiene  In  propiedad  de  cortar  a todos  sus  radios  vectores 
bajo  un  un  mismo  ángulo. 

8i  este  ángulo  fuese  recto  lu  transformada  seria  un  círculo:  en 
cuyo  caso  como  todos  los  radios  vectores  eran  iguales,  rcsultaria  que 
la  curba  primitiva  trazada  sobre  el  cono  no  podia  ser  sino  uua  curia 
es  decir  que  rcsultaria  de  la  intersección  del  cono  propuesto  con 
uua  esfera  quetubicsc  por  centro  el  cúspide  del  cono  (réase  núm.  319). 
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174.  De  cL'Ai.Es<iiiEnA  sh'ereicies  ue^akkoli.ables.  Jeiipralice- 
mos  uliura  lus  consideraciones  que  liemos  empleado  en  los  conos  y 
cilindros,  y supongamos  que  una  superficie  ha  sido  enjendradn,  por 
wui  recta  que  se  ha  morilla  de  modo  que  dos  j/osiciones  consecuti-  rio.  01. 
ras  o infinitumcute  pró-ximua  se  han  hallado  siempre  en  un  mismo 
plano.  iMiii  pronto  indicaremos  (uúm.  lílO)  los  diversos  modos  de 
satisfacer  a esta  condición;  pero  por  de  pronto,  será  suficiente  ad- 
mitir que  se  ha  cumplido  con  ella  de  un  modo  cualquiera,  y que 
AD,A’1V,A’’B”....  son  las  posiciones  infinitamente  próximas  de  la  rec- 
ta móvil.  En  este  caso,  y cu  conformidad  con  la  definición  de  la 
superficie,  tendremos  que  las  dos  jencratriccs  consecutivas  AB  y A’IJ’ 
se  cortarán  uecesariainentc  (*)  cu  cierto  punto  M’;  así  mismo  a lu  jene- 
ratiiz  A’B’  la  encontrará  la  A”B”  en  otro  punto  M”,  y a esta  últi- 
ma la  encontrará  la  siguiente  cii  otro  punto  M”  &c,  de  suer- 
te que  estas  intersecciones  subccsivas  darán  oríjen  a un  poligono 
MMM’M”’...  .;  o mus  bien,  ya  que  suponemos  que  las  jencratriccs  es- 
tán infinitamente  próximas,  nos  resultará  una  curhn  continua  VMM'M”U 
a la  que  evidentemente  serán  tanjentcs  todas  estas  rectas;  que  se 
llama  arista  de  retriKcso  de  la  superficie,  por  una  razón  que  mui  pron- 
to explicaremos  (núm.  178). 

17.").  Esto  supuesto,  decimos  que  la  superficie  enjendrada  según 
la  ley  precedente  es  dcsarrollalde.  Con  efecto,  como  las  dos  jene- 
rotrices  consecutivas  AMB  y A'M’B’  se  halla  sobre  cl  mismo  plano, 
comprchenden  cutre  sí  una  zona  angular  de  la  superficie,  infinitanieii- 
te  estrecha,  pero  indefinida  en  lonjitud,  que  es  precisamente  plana-, 
punpie  si  consideramos  las  diferentes  curbas  trazadas  sobre  la  su- 
perficie, tendremos  que  como  los  elementos  lineales  AA’,PP'....  tie- 
nen dos  puntos  comunes  con  las  rectas  AM  y se  hallarán  to- 

dos en  el  plano  de  estas  dos  jeneralrices.  Así  mismo,  las  jcncratri- 
ces  A’M’B’  y A'’M"B"  comprchenden  otro  demento  superficial  que  es 
plano  y de  una  lonjitud  indefinida-,  y así  de  los  demás.  En  vista  de 


(* ) Estas  rectas  podrían  mui  bien  ser  paralelas-,  pero  consideran- 
do en  este  caso  su  punto  de  sección  como  situado  al  infinito,  siempre 
liallariamos  que  este  caso  particular  estaba  comprehendido  en  la  es- 
pecie jencral. 

14 
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esto,  si  hacemos  jirar  el  primor  elemento  ulrodedor  de  la  recta  A’M'H’ 
sirviendo  esta  de  charnela,  hasta  que  llegue  al  plano  prolongado  def 
segundo  elemento;  y en  seguida  abatimos,  jirnndo  alrededor  de  A’  B”, 
el  sistema  de  estos  dos  elementos  sobre  el  plano  prolongado  del 
tercero,  concluiremos,  continuando  de  este  modo,  por  desarrollar  so- 
bre un  solo  plano  toda  la  superficie  propuesta,  sin  que  haya  dis- 
continuidad y siu  alterar  su  superficie,  .\demns,  es  nini  evidente  que 
l.°  por  esta  transformación,  no  habrán  variado  de  ningún  modo  las 
lonjiliides  de  las  porcionc.s  de  jcucratrices  M.\,.M'A ’,.•••  como  tampo- 
co las  de  los  arcos  A\',  A’ A”,....;  2.  ® que  los  ángulos  .M  AA’,  o M.\T, 
o AI  A’T’,..”  formados  por  las  jencratriees  con  las  tanjentes 
de  una  enrba  ciialquiera  AI)  traxada  sobre  la  superficie,  permane- 
cerán también  invtiriiihles; . ° que  por  el  contrario  los  ángulos  de^ 
continjenria  tales  como  TA'T',  o sus  suplementos  como  AA’A”  cam- 
biarán de  magnitud,  y que  a.sí  la  curba  AD  tendrá  por  transforma- 
da una  línea  cuya  curbatura  no  será  la  misma  que  era  primitivamen- 
te. Hegitii  esto  (picda  demostrado  ipie  toda  siqierficie  que  satisfaga 
a la  condición  del  núm.  174,  será  dc.sarrollable. 

176.  Recíprocamente,  es  necesaria  esta  condición;  poripie  para  que 
una  superficie  pueda  estenderse  sobro  un  jilano  sin  que  se  rompa 
ni  duplique,  es  evidentemente  necesario  que  so  com|>onga  de  ele- 
mentos .superficiales  (llanos,  que  solo  estén  nnidus  de  dos  ni  dos  por  bor- 
des rectilíneos  indefinidos,  para  que  estas  rectas  (uiedan  servir  de  char- 
nelas alrededor  de  las  cuales  pueda  hacerse  jirar  estos  elementos 
superficiales  y trasladarlos  a na  (llano  único,  colocándolos  unos  a con- 
tinuación do  otros.  Porque  si  la  recta  que  es  intersección  de  dos 
elementos  contiguos,  estnbiese  limitada  (lor  el  encuentro  con  otro  ele- 
mento, resiillaria  en  el  lugar  donde  se  efectuase  un  ángulo  tiedro  o po- 
liedro, cuyas  caras  no  podrian  estenderse  sobre  un  plano,  sin  que  dejasen 
entre  sí  intersticios;  y como  e.sta  misma  circniistuncia  se  repetiria  en 
cada  punto  en  que  se  reuniesen  mas  de  dos  elementos  superficia- 
les, no  habria  ya  continuidad  en  el  desarrollo  de  la  superficie,  y es- 
ta cstaria  alterada. 

177.  De  aquí  resulta  inmediatamente  que  el  plano  que  toca  a li- 
na superjicü  desarrollahle  en  un  punto  cualquiera  P,  es  tanjente  en 
todo  el  largo  de  la  jeneratriz  APMB  que  pasa  por  este  punto.  Con 
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efecto,  supiieslo  (¡iie  (iiúin.  17ó)  todas  liis  curbus  AD,PX,BC tie- 

nen sus  elementes  lineales  AA’,PP’,BB’....  situados  en  el  mismo  pla- 
no qiic  dos  rectas  inlinitanicntc  próximas  tales  como  AM'B,A’\PB’, 
sitrnese  de  aquí  (pie  este  plano  contiene  a todas  las  tanjentes  en  los 
puntos  A,I‘,B....  y no  es  por  consiguiente  sino  un  solo  plano 
AM'B’  o BAT,  que  toca  a lu  superficie  desarrollnble,  en  todo  el  lar- 
go do  la  jeneratri/.  AjMB.  A’  así,  cuando  en  adelante,  (pieramos  cons- 
truir el  plano  tanientc  relativo  u un  punto  Q,  dudo  sobro  una  superñ- 
cie,  será  sulicieute  lo  hagamos  pasar  por  la  jenrratriz  A(1B  y pol- 
la tanjente  AT  a una  curlia  trazada  sobre  ista  superficie  por  un  pun- 
to cualquiera  de  AB. 

Bsta  proposición  que  hemos  demostrado  ya  (m'ans.  99-100)  res- 
pecto a los  cilindros  y conos;  es  por  consiguiente  común  a todas  las 
supcrlicies  desarrollables;  y merece  tanta  mas  atención,  cuanto  no 
se  verifica  en  las  superficies  gansos,  aun  cuamlo  estas  admiten 
también  jencratrices  rectilíneas.  Ademas,  nos  van  servir  mui  pronto 
pura  indicar  un  nuevo  método  do  enjendrar  estas  superficies  desar- 
rollables,  mirándolas  como  eneoiccntrs  de  un  plano  móvil  (ui'ini.  ll!d). 

Observemos  también  <pie  el  plano  AM”A’  o B.V'P  (pie  es  tnii- 
jente  a la  siqierficie  desurrolluble,  coincide  precisamente  con  el  pla- 
no osculador  de  la  arista  de  retroceso  VMü,  supiuísto  (pie  las  dos 
jcneratrices  AM’  y A’M'  son  tanjentes  a esta  curba. 

17íl.  Hemos  dicho  (pie  la  curba  VMU  formada  por  las  intersec- 
ciones suheesivas  de  las  jencratrices,  se  llama  la  arista  de  retroceso 
de  la  superficie  desarrollable;  y para  jiercibir  mejor  la  exactitud  de 
esta  denomiimcion,  no  tenemos  mas  que- mirar  a cada  jencratriz  .\B 
coiiio  compuesta  de  dos  ¡lartes  MAyMB,  una  de  ellas  situada  de- 
bajo y otra  cuciiua  del  punto  de  contacto  M;  espresur  en  .seguida  cop 
el  nombre  de  napa  inferior,  a la  porción  de  superficie  enjendrada 

por  las  imrtes  -M.V.M’A’,M".V' al  propio  tiempo  (|uc  las  partes 

M B,.M'B’,M”B” forinurán  la  napa  superior  (*).  En  cuyo  cuso,  si 


(*)  Estas  partes  de  jeneratriz  se  prolongarán  indefinidamente; 
pero,  para  hacer  mas  sensible  la  forma  opuesta  de  las  dos  napas,  su- 
pondremos aquí  que  estas  rectas  se  terminan  en  dos  planos  horizon- 
tales que  cortan  a la  superficie  según  las  curbas  AD  y liC  de  las 


no.  .71 . 
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ijiicrciiios  pasar  <lc  uim  napa  n otra,  cuniinandü  sobre  la  siiperticic  de 
un  modo  continuo  y en  una  dirección  cualquiera  (menos  en  la  direc- 
ción de  la  jeneratriz),  notaremos  (Ticiinienle  qne  este  |>aso  no  iiue- 
dc  ejecutarse  sino  sit'iiicndo  una  curliu  que  ¡iresentará  tin 

punto  de  retroceso  en  el  luimr  en  que  encuentra  u la  línea  VMI'. 

Como  la  observación  de  esia  circnnstunciu  es  inui  inqiortante,  irn- 
teinos  nliora  de  hacerla  mas  sencible,  proyectando  toda  la  Íijíura  so- 
bre un  plano  borizontul,  scu  cual  fuere;  sea  pues  rnu  (./f¿r,  52)  la 
riG.  51.  base  del  cilindro  vertical  que  pasa  ]ior  la  ciirba  VXI’,  y ab,a,h\.... 
y Ó--  las  proyecciones  de  las  jcneratrices,  (pie  necesnrininente  seríin  tan- 
jentes  a vnu.  Desde  liieijo  se  infiere  que  ninguna  de  estas  rectas  ime- 
de  penetrar  al  cilindro  vertical  vnu,  y que  en  virtud  de  esto,  las  dos 
napas  de  la  superficie  dcsarrollable  quedan  fuera  de  este  cilindro, 
sobre  el  cual  vienen  a poyarse  al  largo  de  la  enrba  \ NIJ.  Ade- 
mas, si  miramos  a esto  cilindro  como  un  cuerpo  sólido,  y a la  jenc- 
ratriz  proyectada  sobre  ah  como  una  recta  inderihfe,  que  rueda,  sin 
reshahir,  sobre  este  cilindro  permaneciendo  tanjente  a la  cnrbn  VNl', 
es  evidente  que  esta  recta  móvil  recorrerá  la  supi'rficie  dcsarrollable 
do  qne  trutauios.  Pero  percibimos  bien  en  este  movimiunto  que  un 
punto  cu.ibpiiera  §,  unido  ‘fijamente  a la  parte  superior  mb  de  laje- 
neratriz,  irá  en  primer  lugar  aproximándose  al  cilindro,  y lleL'arn  a 
S'  cuando  la  jencralriz  se  proyecte  sobre  a'li.  y a n cuando  su  pro- 
yecte en  Pero  después  de  esta  posición,  el  punto  jcncrador 

estar:i  situado  debajo  dd  punto  de  contacto  de  la  jeueratriz,  siempre 
(pie  coniinue  rodando  sobriv  el  cilindro  vertical;  de  modo  que  el  |tun- 
to  móvil  principiará  desde  entónccs  a separarse  cada  vez  mas  de  es- 
te cilindro  y se  bailará  en  a’"  cuando  la  posición  de  la  jeneratriz 
sea  a"'b"\  y en  cuando  esta  posición  sea  a'"'b'"',....  Pir  todo  lo 
cual  vemos  claramente  (pie  la  curba  %%'noC"  descrita  por  el  punto  S> 
se  compondrá  de  dos  ramas  que  producirán  un  r(.troc(íso  en  n y que  una 
de  estas  ramas  65’«  estará  situada  sobre  la  mqia  superior  de  la  super- 
ficie,)' la  otra/ia’”  lo  estará  en  la  napa  inferior.  Estudiaremos  por  esten- 
80,  en  el  niim.  45tí,  el  caso  particular  en  (pie  la  curba  \ XU  es  una  hélice. 


cuales  la  primera  vuelve  su  convexidad,  y la  segunda  su  concavidad 
hacia  el  observador. 
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179.  Iluimieiido  todo  cuanto  precede,  hallaremos  las  consecuen- 
cias siguientes:  1.*®  Puraque,  una  superficie  seadesarrollable,  es  pre- 
ciso y suficiente  que  esté  enjendrada  por  utm  recta  que  se  muera  de 
modo  que  siempre  se  hallen  en  un  mismo  plano  dos  posiciones  conse- 
cutiras.  I:^sta  es  una  propiedad  característica  de  todas  las  superficies 
(le  esta  clase,  la  cual  evidentemente  comprcliendcn  también  a los  dos 
jéneros  particulares  de  cilindros  y de  conos;  porque  en  el  primero, 
las  jcncratricus  rectilíneas  son  siempre  paralelas,  y en  el  segundo  to- 
das clla.s  se  cortan  en  un  mismo  punto. 

2.  Una  superficie  desarrollable  tiene  siempre  una  arista  de  uetro- 
c:eso  formada  por  las  intersecciones  subcesiras  de  las  jenerat rices;  estas 
rectas  son  tanjentas  a la  arista  de  retroceso,  que  ademas  divide  a la  sii- 
|)erficic  en  dos  napas  distintas.  En  las  superficies  cónicas,  la  arista  de 
retroceso  se  reduce  a un  solo  punto  (pie  es  el  cúspide;  y en  los  cilin- 
dros, esta  arista  está  toda  ella  colocada  a una  distancia  infinita. 

3.  ^ El  plano  lanjente  de  una  superficie  desarrollable  es  común  a 
todos  los  puntos  de  una  misma  jencratriz  rectilínea;  y coincide  con 
el  plano  oseulador  de  la  arista  de  retroceso. 

4.  ® l'ni  el  desarrollo  de  la  superficie,  tanto  las  porciones  de  las 
jeneratrires,  como  los  arcos  de  una  curba  cualquiera  trazada  sobre  la 
superficie,  no  caria  de  lonjitud  absoluta;  y los  ángulos  que  las  ianjen- 
tes  a esta  curba  forman  con  las  jeneratrires  permanecen  constantes. 
Pero  no  sucetle  así  con  los  ángulos  de  continjencia,  comprebendi- 
dos  entre  dos  do  estas  tanjentes  consecutivas;  y por  consiguiente  c.s- 
ta  curba  tiene  por  transformada  a una  línea  cuya  curlmtura  no  es  la 
misma  que  untcriormcute  (*). 

lííO.  Veamos  ahora  como  puede  satisfacerse  la  condición  que  ha 
servido  (núm.  174)  para  definir  las  superficies  desarrollablea.  Elija- 
mos dos  curhas  cualesquiera  fijas  cu  el  espacio,  tales  como  .VD  y BC; 


(*)  ídin  embargo,  debemos  cscepluar  la  arista  de  retroceso,  en  la 
cual  los  ángulos  de  continjencia  permanecen  inmriahles,  porque  en 
este  caso,  estos  ángulos  están  formados  por  las  jeneratrices  entre  .sí, 
y estas  rectas  sircen  precisamente  de  charnelas  para  ejecutar  el  de- 
sarrollo. Y así  por  ejemplo,  el  ángulo  AM'A’  permanece  constante,  lo 
mismo  que  su  suplemento  iM.M'.M”. 


Fifi.  51. 
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en  seguida,  sujetemos  una  recta  móvil  a que  resbale  por  estas  di- 
rectrices, pero  do  modo  que  sus  posiciones  consecutivas  estén  de  dos 
en  dos  situadas  en  el  mismo  plano.  Después  de  haber  elejido  so- 
bre la  primera  enrba  un  punto  cualquiera  tal  como  el  A’,  no  lo  uni- 
remu.s  con  nn  punto  arbitrario  de  la  segunda,  'porque  nada  habriu 
que  nos  asegurase  que  la  recta  trazada  de  este  modo,  se  halla- 
ba en  un  mismo  plano  con  la  posición  que  tomase  en  seguida,  por 
ina.s  prú.xinms  (pie  estas  dos  estubiesen  (*);  pero  figtiréinonos  una  sii- 
perficc  cónica  que  tenga  ])or  cúspide  al  punto  A'  y por  base  a la 
curbalíC,y  tirémosle  un  plano  tanjenteque  pase  (núin.  12.'»)  por  la  rec- 
ta A"!”  qno  es  tanjente  en  el  punto  A’  a la  directriz  AD;  si  en  esle 
caso  construimos  la  recta  ,Vli’  según  la  <pic  este  plano  toca  al  cono 
au.\iliar,  decimos  que  .\’U’  será  la  posición  que  debe  tomar  la  jc- 
iieratriz  de  la  superficie  de.sarrollable,  cuantío  pase  por  el  punto  A’ 

de  la  directriz;  y las  otras  posiciones  A”I5 ’,  A'”Ii"’ se  hallarán  por 

un  medio  enteramente  .«eiiujante.  Pura  justificar  esta  construcción, 
es  preciso  observar  que  cuando  la  recta  móvil  pasa  de  la  posición 
A’B'  a otra  posición  .\”1V’  infinitamente  pró.xima,  |>odrá  mirarse  co- 
mo si  resbalase  sobre  las  taiijcntes  .\’A”T'  y IJ’IP'S’  cpie  coinciden 
con  las  verdaderas  directrices  en  el  intervalo  de  los  elementos  A’.V”  y 
B'B”;  y como  estas  dos  taiijentes  están  situadas  evidentenientu  en 
un  plano  único,  rpie  es  plano  tanjente  que  hemos  litado  al  cono  an- 
.\iliar;  sígnese  tainbieu  que  las  dos  jenaralrices  A'B"  y A”B”  se  ha- 
llarán en  el  mismo  |)lano. 

181.  F,s  suficiente  señalar  uno  sola  directriz  para  determinar  com- 
pletamente la  superficie  de.sarrollable,  siempre  <pie  se  sujete  la  rec- 
ta móvil  a que  permanezca  ronstanirmentc  tanjente  a esta  etirha.  Con 
efecto,  sea  ViNI'  una  línea  cualquiera,  lija  en  el  espacio,  pero  que  de- 
bemos dejir  do  doble  curbutura,  si  no  (piercmos  recaer  en  nn  simple 
plano,  Cunstrnynmos  las  tanjentes  AM  B,  .VM'B’,  A”M”B”,....  en  los 

(•)  A minos  que  no  se  quisiera  dejar  inmóril  el  pinito  de  la  rec- 
ta colocado  en  A'  y hacer  solo  resbalar  la  otra  estremidad  sobre  la 
ctirba  nC\  pero  de  este  modo  no  hallariamos  sino  una  siqterfieie  cóni- 
ca, jénero  de  superficies  desarrollables  demasiado  particulares ¡mra  que 
nos  detengamos  aquí  en  ellas. 
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piiiitoa  csirenindoiiieiite  próximos  en  la  curba;  estas  se- 

rán otras  tantas  posiciones  de  la  recta  móvil;  y ahora  decimos  que  la 
superficie  (pie  es  el  lagar  de  todas  estas  posiciones,  será  dt'narrollabh . 

I’oripie  las  dos  jeneratriccs  infinitamente  próximas  A.MBy  A’M'B’ 
tienen  común  con  la  curba,  una  de  ellas  el  elemento  iMM’ y la  otra 
el  elemento  M'.M  ":  luego  estas  jeneratriccs  se  corlan  en  el  punto  M’, 
y por  consiguiente  r.«ró/i  si  tu  (idas  sobre  un  mismo  plano.  Un  raciocinio 
entcram''ntc  semejante  se  aplicaria  también  a las  otras  joneralrices  con- 
secutivas; y así  os  cierto  que  la  superficie,  bigardo  todas  estas  tan- 
jentes,  es  desarrollable;  y en  el  caso  actual,  la  curba  directriz  VNU 
es  precisamente  la  arista  de  retroceso,  que  tiene  siempre  por  pla- 
nos osculadores  a los  planos  tanjetite*  (núm.  177)  de  la  superficie 
desarrollable. 

11c  u(|uí  algunos  otros  modos  de  enjendrar  una  superficie  desarro- 
llable. 

lí!2.  Si  sobre  una  superficie  dada  (pie  indicaremos  sensillamentc  yio.  r¿¡. 
por  .S,  trazamos  una  curba  fija  sea,  cual  fuere  tal  como,  fíND....;  y 
en  seguida,  por  puntos  mui  próximos  cutre  sí,  como  N,N’,N”....  lo- 
mado sobre  esta  línea,  tiramos  los  planos  tnujentes  r,F’,P”....  a la 
superficie,  los  cpie  en  el  presente  caso  están  figurados  solo  por  las 
rectas  Nr,N'P'....  tendrouios  (pie  estos  planos  se  cortarán  consccuti- 
vaincute  según  las  rectas  AM,.\’iM’,A''M'’..;.  (¡ue  de  dos  en  dos  se  ba- 
ilarán en  (i  mismo  plano.  Efectivamente,  como  las  dos  primeras  re- 
sultan de  las  intersecciones  del  plano  P’  con  el  precedente  P y con 
el  siguiente  P",  están  evidentemente  situadas  ámbas  en  el  plano  P'; 
así  mismo  las  rectas  A’M’  y A“^P’  están  también  ámbas  en  el  plano 
P",  y así  en  seguida.  De  aquí  nrsnlta  que  estas  diversas  intersec- 
ciones determinan  una  serie  de  caras  planas  y angulares  AM  A’,  A’M'A”, 
A".M’‘A'”,....  que  se  aprúximan  a formar  una  superficie  continua  y 
cvidenteiiicnte  desarrollable,  tanto  mas  exacta  cuanto  mas  próximos 
se  li.ayan  tomado  los  puntos  de  contacto  N,N’,N”'....  sobre  la  cur- 
ba CD.  Pero  para  llegar  a este  límite,  es  suficiente  que  nos  imajinc- 
mos  que  el  plano  P rueda  sobre  la  superficie  S con  un  movimiento 
continuo,  siéndole  constantemente  tanjentc  en  toda  la  estension  de  la 
curba  dada  CND;  en  cuyo  caso  se  dice  que  la  superficie  desarro- 
llable de  que  tratamos  es  la  enrolrente  de  las  posiciones  que  toma  el 


Digitized  by  Google 


LIBRO  III,  SL'Pr.RriCIEÜ  Dnii.(RROLLABI.r.ll  E INVOLITAS. 

plano  móvil,  porque  efectivamente  esta  superficie  e»  tocada  jior  ili 
clio  plano  en  cada  una  de  sus  posiciones,  pues  estas  no  son  otra  co- 
sa que  las  prolongaciones  do  los  [lequeños  cleuieiitus  superficiales 
AM.V.A’iM’A",....  (|uc  cuinpuncn  la  superficie, 

183.  Kstó  no  es  particular  a la  superficie  (pie  nos  ocupa,  y po- 
dremos decir  jeneralmcnte  que  toda  superficie  desurrollahle  es  la  c- 
rohente  de  las  posiciones  de  un  plano  niúril  sujeto  a moverse  según  una 
leí/  determinada.  Con  efecto,  en  el  coso  jencral,  liemos  visto  (núni. 
177)  que  la  superficie  era  tocada  en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz 

riu.  51.  AB,  por  un  jilano  único  que  contenia  a la  Jeneralriz  iiifiiiitumente 
pnÁ.xima  A’B’,  y que,  por  consiguiente,  era  la  prolongación  del  ele- 
mento superficial  .VM'.V;  así  mismo  el  plano  taiijente  consecutivo  se- 
rá la  jirolongacion  del  elemento  .V’.M’  A”,  y estos  dos  planos  so  cor- 
tarán según  la  recta  .V.M’B’;  de  modo  que  siendo  las  diversas  je- 
neratrices,  las  intersecciones  de  los  plano.s  taiijentes  consecutivos,  po- 
dremos obtener  estas  rectas,  o bien  enjendrar  la  superficie  dcsarro- 
llable,  liacieiulo  mover  un  plano  indefinido,  de  modo  cpie  tome  sub- 
cesivamente  las  posiciones  A.M’A’,  A'M”A’',.’-  Pero  el  movimiento  del 
piano  móvil  deberá  en  cada  superficie  particular  estar  arreglado  a 
una  leij  determinada-,'  es  decir,  por  medie  de  tales  condiciones  que 
este  jilano  no  pueda  tomar  sino  una  sola  jiosicion,  respecto  a cada 
jiiinto  del  espacio  ]>or  el  cual  pase. 

184.  Y así  j)or  ejemplo,  ptmde  sujetarse  el  plano  móvil,  a rodar 
sobre  dos  superficies  fijas,  permaneciendo  constantemente  tanjente  u 
estas  dos  superficies,  con  tul  que  ademas  no  sean  ni  una  ni  otra  de- 
sarrollablcs;  porque  debemos  conocer  que  la  condición  de  tocar  a li- 
na superficie  de  este  último  jénero,  aun  que  sea  en  un  punto  indeter- 
ininado,  equivaldria  a dos  condiciones  distintas,  porque  el  contacto  nc- 
cesariainentc  se  estenderia  en  todo  el  largo  de  una  misma  jencra- 
triz  (núm.  177).  Esta  restricción  es  análoga  a la  quo  liemos  dicho 
hablando  do  los  cilindros  y conos  en  los  números  118  y 12Ó. 

185.  Puede  también  exijirse  que  el  plano  móvil  sea  constantemen- 
te osculudor  (núm.  1G7)  a una  curba  fija,  tal  como  la  línea  VNU 
de  la  fig.  51;  es  decir  que  siempre  pase  por  dos  elementos  con- 
secutivos de  esta  línea,  en  cuyo  caso  manifiestamente  se  converti- 
rá en  arista  de  retroceso  de  la  superficie  desarrollable,  formada  por 
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laa  ¡nter3ccciüiiü8  siibccsivas  <lcl  plano  móvil. 

18(j,  Finalmente  podremos  hacer  mover  a este  plano  de  modo  (pie 
eonstaiitcmente  permanezca  iwrmal  (m'iin.  168)  aúna  curba  dada 
VNU,  porque,  lo  misino  que  eii  el  núiri.  182,  reconoceremos  que  cs- 
ta.s  diversas  posiciones  se  cortaran  consecutivamente  sejruii  rectas  que 
se  hallarán  situadas  de  dos  en  do.s  en  un  mismo  plano  y así  for- 
marán una  snjKírficie  desarrollaldc.  Esta  superficie  se  redneiria  evi- 
dentemente a un  cilindro,  si  fueso  la  curba  dada  V,\U  sen  plana, 
porque  enlónc.es  todos  los  planos  normales  so  cortarían  scirun  rec- 
tas perpendiculares  al  plano  de  VNU,  y por  consiguiente  paralelas 
entre  sí. 

187.  Examinemos  ahora  la  condición  con  que  debe  enmplir  u- 
ua  curba  PP’.X  trazada  sobre  una  snjicrficie  dcsarrollable,  sea  esta, 
cual  fuere  para  que  sea  la  linca  titas  carta  entre  dos  de  sus  pun- 
tos P y X.  Es  preciso  y suficiente  que  después  de  desarrollada  la  su- 
perficie dicha  línea  sea  recta;  pon|ue,  en  esta  operación,  sabemos 
(núm.  179,  4?)  que  cada  transformada  conserva  la  misma  lonjitud  que 
la  curba  primitiva;  y cuando  la  superficie  está  estendida  sobre  un  pla- 
no, es  niui  cierto  que  una  recta  es  la  línea  mas  corta  entre  dos  de 
sus  puntos;  luego  &c. 

Pero,  [lara  que  la  curba  PP'.V  se  convierta  en  una  tran.sformada 
rectilínea,  os  necesario  y bastante  que  elementos  consecuticos  for- 
men siempre  angulas  iguales  can  la  jencratriz  intermedia,  es  ilccir 
que  res|)ceto  a cada  punto  de  la  curba  debe  tener  lugar  la  relación 
sicruiente 


ángulo  ,MP-R=.MP’P'’ 

Con  efecto,  como  estos  dos  ángulos  permanecen  de  inagiiilud  in- 
variable después  de  haber  hecho  jirar  el  primero  alrededor  del  lado 
común  MP',  es  evidente  que  cuando  so  hayan  trasladado  al  mismo 
plano,  los  dos  elementos  PP’  y P'P”  se  hallarán  en  la  prolongación 
uno  de  otro,  siempre  que  se  verifique  la  relación  precedente.  Tal  es 
por  consiguiente  la  condición  que  debe  llenar  la  curba  PX,  jiaru  .ser 
núnimo:  pero  de  aquí  resulta  otra  propiedad  que  debe  observarse. 

188.  Jja  curba  PX,  correspondiente  a un  mínimo,  tiene  todos  sus 

\5 


nn.  ">l. 
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¡>la»ns  onnitmlorfs  .noumalkíí  a hi  siiprrfirie  dennrroUahlc  üolirc  (jiu- 
(razada.  Pura  demostrarlo,  observaremos  que,  según  la  relación 
admitida  en  el  número  |)recc!dente,  las  dos  taiijciitcs  consecutivas  PP’H 
y P'P”B’  turmaii  ángulos  iguales  con  la  jencratriz  A’M’;  de  aquí  .se 
sigue  (|iie  estas  dos  tanjentes  son  dos  aristas  de  un  cono  recto  que 
tiene  a la  línea  A'.M’  ¡sir  eje;  y como  siqmnemos  (¡ne  están  infini- 
tamente próximas,  debemos  mirar  al  plano  liP’K’  corno  que  es  tan- 
jente  al  cono  de  que  tratamos,  en  todo  el  largo  déla  arista  RP’.  Pe- 
ro eii  toda  superficie  de  revolución,  el  plano  tanjeute  fiu'im.  129^  es 
p<Tpcndiciilnr  al  plano  meridiano  que  pasa  por  el  punto  de  contac- 
to; luego  en  el  ca.so  presente  el  plano  RP’R’  es  perpendicular  al  pla- 
no AJPA’  que  contiene  al  eje  del  cono  y a la  arista  de  contacto 
P’R.  Y como  el  jirimero  de  estos  planos  no  es  otra  cosa  que  el  plano 
osciilador  PP'P”.  de  la  ciirlia  propuesta,  y el  segundo  es  precisamen- 
te el  plano  tanjente  de  la  superficie  desarrollable;  podemos  por  con- 
siguiente decir  con  certeza  que  cada  plano  osculador  de  la  curba 
que  es  un  mínimo,  es  normal  a esta  última  superficie. 

189.  Esta  propiedad  do  que  goza  la  curba  vúnima,  es  tanto 
mas  notable  por  cuanto  se  verifica,  igualmente  sea  cual  fuere  la  su- 
piG.  5d.  perficic  sobre  que  esté  trazada  una  curba  de  esta  naturaleza.  Sea 
en  efecto,  CND  la  línea  mas  corta  de  todas  las  que,  sobre  una  su- 
perficie ctiabpiicra  S,  retine  los  dos  puntos  C y D;  si  por  todos  los 
puntos  N,N'N’’....  de  esta  curba,  tiramos  planos  tanjentes  a S,  dichos 
planos  formarán.  s<‘giin  liemos  visto  (núm.  182),  nua  superficie  dc- 
sarrollablc  S’  circunscripta  a S,  que  tendrá  evidentemente  los  mismos 
planos  tanjentes  qnc  esta  última  en  todo  el  largó  de  la  curba,  mí- 
nima. De  aquí  se  signe  que,  en  la  dirección  CND,  cada  elemento 
superficial  (infinitamente  pequeño  en  todos  sentidos)  de  la  superficie 
H será  común  a la  superficie  H’,  y que  así  la  curba  CIVD  que  su- 
ponemos que  es  mínima  sobre  la  primera,  deberá  también  ser  míni- 
ma sobre  la  segunda;  poro  por  esta  última  condición,  la  curba  CND 
tendrá  sus  planos  oscnladores  perpendiculares  (núm.  188)  a los  pla- 
nos tanjentes  de  la  .superficie  desarrollable  H’.  y como  estos  son  los 
mismos  que  los  planos  tanjentes  de  H,  estamos  en  el  caso  do  con- 
cluir que,  sobre  una  super/irie  cualquiera,  la  curba  mínima  tiene  to- 
dos sus  planos  osculadorcs  .xoii.M.tLiis  a esta  superficie. 
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19II.  Si*  llama  superficie  enakcriUe,  o soncillamoiitn  mmlrente  ul 
lugar  (le  In.-i  iiilcrBoccioncs  consecutivas  de  uuu  superficie  móvil,  que 
varia  de  posición  y aun  de  forma,  según  una  ley  determinada.  A es- 
te lugar  que  tiene,  según  vamos  a ver,  la  propiedad  de  locar  al  largo  de 
una  ciirba  a cada  una  de  los  posiciones  de  la  superficie  móvil,  se 
llama  con  ra/.on  la  envolvente  de  todas  estas  posiciones,  y a es- 
tas se  les  da  el  nombre  do  inculutas.  Ademas,  por  un  motivo  que 
esplicaremos  mas  tarde  (luiin.  203),  se  da  el  nombre  de  mracte.rh- 
üca  a la  intersección  do  dos  involutas  consecutivas,  y ul  largo  de 
«sta  característica  es  donde  tiene  lugar  el  contacto  de  la  envolven- 
te e iuvoluta.  Y asi,  cuando  un  plano  se  mueve  según  una  ley  deter- 
minada ( iiúm.  182-18(5),  admite  por  onvolvente  a una  superficie 
desarrolloble,  lugar  de  sus  intersecciones  subcesivos,  que  en  el 
caso  presente  son  rectas,  y he  aquí  las  características;  en  tanto 
que  las  involutas  son  las  diversas  posiciones  del  plano  móvil,  ca- 
da una  de  las  cítales  toca  a la  envolvente  según  una  de  estas  ca- 
racterísticas. Pero  para  aclarar  mas  estas  nociones  jenerales,  es  pre- 
ciso que  consideremos  ejemplos  menos  particulares,  y en  los  cuales 
las  involutas  sean  superficies  curbas. 

191.  Supongamos  que  sea  una  esfera  móvil,  cuyo  centro  O re-  rm.  5 5 
corra  la  vertical  OZ,  y cuyo  radio  OA  varié  según  cierta  ley;  de 
modo,  por  ejemplo,  que  subcesivnmonte  coincida  con  las  diferentes 
ordenadas  0.\,  O'A’,  Ü’^V,....  de  una  enrba  AA’X  trazada  en  el  pla- 
no vertical  de  la  figura.  En  este  caso  dos  esferas  infinitamente  pró- 
ximas, O y O’,  se  cortarán  cvidcnteroeiite  segiiii  un  círculo  horizon- 
tal proyectado  sobre  la  cuerda  BC;  así  mi.sino  la  esfera  O’  cortará 
a la  tercera  O”,  según  el  círculo  B’C,  y así  de  l.is  demas.  Pero  to- 
dos estos  círculos  que  tieuen  sus  centros  sobre  (</  y sus  planos  per- 
pendiculares a esta  recta,  pertenecerán  (nÍHii.  a una  superficie  de 
revolución  que  tacará,  envolviéndo  a cada  una  do  estas  esferas  mó- 
viles. Con  efecto,  como  los  dos  círculos  infinitamente  próximos  BC  y 
B’C’  se  hallan  a un  mismo  tiempo  sobre  la  superficie  de  revolución  y 
sobre  la  esfera  O’,  síguese  que  estas  dos  superficies  tienen  comu- 
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lies  todos  los  elementos  superficiales  situados  sobre  In  zona  itiniii- 
taniciitc  angosta  BB’C'C:  por  consiguiente  áinbos  tienen  los  misinos 
planos  tanjentes,  o bien  las  dos  se  tocan  en  todo  el  largo  de  esta 
zona.  Así  mismo,  la  superficie  de  revolución  será  tanjente  a la  es- 
fera O”  al  largo  de  la  zona  B'B"C’'C’;  y así  esta  superficie  jcticral 
es  la  enrolvente  de  todas  las  esferas  (jue  son  las  inrolutas,  y el  con- 
tacto con  cada  una  de  ellas  tiene  lugar  al  largo  de  uno  do  los  cír- 
culos BC,  B’C’....  que  son  líis  características  o las  intersecciones  de  dos 
involutas  consecutivas. 

lili.  Si  por  un  instante,  no  consideramos  sino  los  círculos  má- 
ximos de  las  esferas  móviles  (¡tic  están  situados  en  el  plano  verti- 
cal de  la  figura,  veremos  qu»  cortándose  entre  sí  sus  circunferencias, 
forman  una  série  de  arcos  BB’,B’B”....  cuya  linca  cntuclta  nos  da- 
rá cvidcntcmenle  el  meridiano  DBB’F  do  la  superficie  de  revolución. 
La  forma  de  esto  meridiano  dependerá  de  la  ley  según  la  cual  va- 
nen los  radios  0A,0'A’,....;  si,  por  ejemplo,  todos  estos  radios  fuesen 
cimstunfcs  de  magnitud,  las  características  serian  todas  círculos  má- 
ximos iguales  entro  sí,  y el  meridiano  una  recta  paralela  a OZ.  Y 
así,  siempre  que  una  esfera  constante  de  radio,  tenga  su  centro  en  mo- 
rimiento  sobre  una  recta,  la  enrolvente  del  espacio  ijue  recorre,  es 
un  cilindro  de  retolucion. 

lí)d.  Por  el  contrario,  cuando  con  anticipación  se  nos  da  el  me- 
ridiano DBF  de  una  superficie  de  revolución,  es  preciso  evidentemen- 
te hacer  que  cada  uno  de  las  involutas  esféricas,  sea  tüiijcutc  a este  me- 
ridiano, tomando  por  radios  de  estas  diferentes  esferas  a las  norma- 
les BOjB’O’,....;  y así  podemos  decir  jeneralmonte  que  toda  superfi- 
cie de  revolución  es  la  enrolvente  del  espacio  recorrido  por  una  es- 
fera móvil,  que  tiene  por  radio  variable  la  porción  de  cada  normal 
rnmprehendida  entre  el  meridiano  y el  eje. 

I!>4.  Las  superficies  de  revolución  admiten  tainbitm  por  involii- 
tas  otra  superficie  jeneratriz  cuya  forma  simple  es  causa  de  que 
su  uso  sea  mui  íitil  en  ciertas  artes.  Figurémonos  que  habien- 
do tomado  sobre  el  meridiano  FDY  los  puntos  M,M’,M”,.-- mui  pró- 
ximos se  le  hayan  tirado  los  tanjentes  MT,M’T’,M”T’’  y que  se  las 
haga  jirar  ni  mismo  tiempo  que  al  meridiano,  alrededor  del  eje  YZ.  Fn 
virtud  de  esto;  estas  tanjentes  enjendrarán  conos  rectos  que  tocarán  a la 
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siipcrficiu  (le  revolución  en  toda  la  extensión  de  un  paralelo;  porque 
como  la  tanjente  MT  tiene  con  el  nieridinno  el  elemento  JIM’  co- 
inim:  todos  loa  elementos  superficiales  situados  solire  la  zona  MM’N’N 
infinitamente  estrecha,  serán  comunes  al  cono  TMN  y a la  superficie 
jenornl:  luego  estas  dos  superficies  serán  tanjentcs  una  a otra  en  to- 
da la  Ostensión  de  esta  zona.  Ademas,  dos  conos  consecutivos  TMN 
y T M N"  se  cortarán  evidentemente  según  el  paralelo  M'V  que  ren- 
tic  las  dos  zonas  do  contacto:  de  donde  resulta  que  a toda  superfi- 
cie de  revolución  puede  tamhicn  mirarse  como  la  enroltcnic  (*)  dil 
eipacio  rtcorrido  por  un  cono  recto  raríahlc  TMN,  que  se  mucre  de 
modo  que  su  cúspide  permanece  sobre  el  eje,  miéntras  que  su  jenc- 
ncratriz  rectilínea  es  constantemente  tanjente  a la  meridiana. 

19.').  Por  este  medio  do  joneracion  es  por  el  que  los  torneros  e- 
jccutan  las  superficies  de  revolución.  Con  efecto,  cuando  presentan 
al  sólida  anima’do  de  nna  velocidad  de  rotación,  el  corte  rectilí- 
neo del  escoplo,  producen  sobro  este  sólido  un  tronco  de  cono  que 
es  una  de  las  involutas  de  la  superficie  jeneral  que  quieren  obte- 
ner: variando  en  seguida  convenientemente  la  inclinación  del  esco- 
plo enjendnirán  una  série  de  zonas  cónicas  que  saben  en  seguida 
arreglar  unas  a otras,  intercalando  nucva.s  involutas  hasta  tanto  que 
llegan  a una  superficie  que  sensiblemente  es  continua. 

Con  el  an.vilio  también  de  las  envolventes  es  como  los  hojalate- 
ros ejecutan  superficies  desarrollnbles;  porque  hacen  uso  de  un  yun- 
(pie  cilindrico  o cónico,  para  doblar  poco  a poco  la  hoja  de  lata  al 
largo  de  una'  serie  de  rectas  trnzndns  en  su  plano;  y esto  se  con- 
vierte entóneos  In  involuta  inovil  cuyas  pequeñas  zonas  elementales  com- 
ponen la  superficie  jeneral,  resultando  así  ser  esta  la  envolvente  de 
todas  las  posiciones  que  ha  tomado  el  plano  móvil  de  la  hoja  de 
nietni. 

líKi.  Ademas  de  las  involutas  esféricas  o cónicas  que  ndnii- 
tcn  las  superficies  de  revolución,  pueden  tambicti  |)rndncirsc  estas 


(* ) Es  preciso  r/ue  no  adjuntemos  a la  palabra  envolvente  la  i- 
dca  de  contener  a otras  ai  su  interior.  La  enrol  vente  puede  estar  jue- 
ra o dentro  de  la  inroluta,  tj  solo  se  quiere  espresar  que  aquella  to- 
ca a cada  una  de  estas  en  toda  la  estension  de  una  curha. 
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]H)r  el  movimiento  de  mi  cilindro.  Con  efecto,  si  (lor  lodos  los  (mu- 
tos  de  la  meridiana  tiramos  rectas  perpeiidicnlurcs  n sn  (daño  y ha- 
cemos jirar  este  cilindro  alrededor  del  eje,  la  envolvente  de  todas 
sus  posiciones  será  necesariamente  la  mismo  superficie  ijue  prodii- 
ciria  la  rotación  de  la  meridiana;  porque  cada  arista  de  este  cilin- 
dro móvil,  evidentemente  tiene  j)or  curba  envolvente  de  todas  sus 
posiciones  individuales  ni  paralelo  de  la  superficie  que  liiiliíera  des- 
crito el  punto  correspondiente  de  la  meridiana. 

Ante.s  de  pasar  n tratar  de  una  especie  mui  jeneral  de  siqtcrficics 
envolventes,  que  nos  manifestará  una  circunstancia  dijjna  de  observarse 
producida  por  las  intersecciones  de  las  características,  c.studicmos  al- 
gunas propiedades  de  las  lincas  enrolrentes  con  relación  a las  enr- 
bas  (llanas. 

FIO.  óu.  197.  Evohtas  (le  las  curias  planas.  Sen  ABX  una  curba  cual- 
quiera trazada  en  un  plano;  concibámosla  dividida  en  los  elementos 
iguales  y por  el  medio  de  estos  elementos,  ti- 
remos las  normales  infinitamente  pró.ximas  MC,M’C’,M”C" que,  ()or 

medio  de  sus  intersecciones  siibcesivas,  formarán  una  curba  CC’C'”.... 
u la  que  todas  ellas  serán  tanjentes.  A esta  curba  DOY,  curulrcnte  de 
tildas  las  normales  a la  línea  primitiva  ABX,  se  Huma  la  inroluta 
de  esta  última;  miéntrus  que  la  línea  ABX  recibe  el  nombre  de  tidu- 
ta  con  respecto  a la  curba  1>CY;  estas  denominaciones  se  van  n Justifi- 
car ()or  medio  de  la  relación  siguiente. 

El  punto  C en  que  se  cortan  las  dos  normales  MC  y M’C,  levanta- 
das en  medio  do  los  elementos  iguales  BB’  y B’B”,  se  hallan  eviden- 
temente a igual  distancia  de  loa  tres  puntos  B,B',B”;  por  consiguien- 
te C es  el  centro  de  un  círculo  que  tendrá  con  la  curba  AX,  dos  e- 
lementus  comunes  BB’  y B’B".  Y como  no  se  puede  sujetar  una  cir. 
cunferencia  a que  pase  por  mas  de  tres  puntos,  este  os  por  consiguien- 
te el  que  entre  todos  los  otros  círculos  se  apróxima  mas  a con- 
fundirse con  la  curba  AX  cu  la  proximidad  de  B;  y (K>r  esta  razón 
80  llama  círculo  osculadur  de  esta  línea  respecto  al  punto  B.  En 
cuanto  al  radio  de  este  círculo  osculadorr  riguro-samente  seria  uiin 
de  las  tres  líneas  CB=CB’=CB";  pero  les  podemos  sustituir 
C.M=CM',  por(|uc  estas  diversas  rectas  son  los  radios  de  dos  círcu- 
los circunscritos  e inscritos  al  mismo  poligono  BB’B  ’,  y sabemos  que 
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tíli  el  estado  de  límite,  o respecto  a olemcntos  iiifínitamcntc  peque- 
ños, coinciden  estas  dos  circunferencias  (*).  De  aquí  resulla  que  r! 
reiiiro  C y cí  radio  MC  dcl  circulo  osculador,  quedan  determinados 
por  medio  del  encuentro  de  dos  normales  infinitamente  próximas. 

198.  A esta  recta  MC  se  le  da  también  el  nombre  de  radio  de 
ciirhatura  do  la  línea  .\BX  en  el  punto  M,  porque  su  lonjitud  ma- 
yor o menor  indica  una  curbatura  menos  o mas  pronunciada.  Con 
efecto,  si  queremos  adquirir  una  idea  mas  clara  de  la  curbatura  de 
una  línea  ABX,  mirémosla  como  un  polígono  que  se  ha  formado 
plegando  Bubcesivamente  lina  recta  BB’i>’7/”....  de  este  modo,  es  evi- 
dente que  la  curbatura  en  el  punto  B’  estará  expresada  por  el  des- 
vio que  se  haya  dado  a los  elementos  B’6’’  y B’B”,  es  decir  por  el 
ángulo  de  continjencia  TB’T’,  o mas  bien  por  el  arco  e que  mida 
u este  ángulo  en  un  círculo  cuyo  radio  sea  la  unidad.  Pero  co- 
mo el  ángulo  TB’T’  es  igual  al  ángulo  MCM’,  y este  comprchen- 
de  iin  arco  de  curba  MB’.M’  que  se  confunde  con  el  círculo  oscu- 
Indor  descrito  con  el  radio  MC;  síguese  que  el  arco  e,  semejante  al 
MB’M’,  y descrito  con  un  radio  igual  a la  unidad,  tendrá  por  valor  a 

MB’.M’  BB’  ds 
^ MC  MC  p 

Pero  como  la  curba  ABX  está  dividida  en  elementos  que  todos 
son  iguales  entre  sí,  la  cantidad  ds  será  constante;  y del  valor  pre- 


(* ) Las  lineas  CM  y CM’  son  iguales  en  atención  a que  siendo  en 
el  caso  presente  los  elementos  BB,  y B’B”  de  la  misma  lonjitud,  se- 
rán iguales  los  triángulos  rectángulos  CMB’y  CM’B’.  Por  otra  par- 
te el  primero  de  estos  triángulós  nos  da 

MB’S  i 

CM  = i'  C B’^  — .MB’’»  = CB’  ( ' - : 

y desarrollando  esta  espresion,  erremos  que  euando  MB’  sea  infini- 
tamento  pequeña,  la  diferencia  entre  C.M  y CB’  no  será  otra  cosa 
que  un  infinitamente  pequeño  del  segundo  orden,  cuya  cantidad  de- 
he despreciarse,  aun  comparada  con  f«.MB'. 
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cwlciitc  ^11118^1  í|iio  /rt  iruíllidii  por  e,  tariará  de  un  pun- 
to a otro  de  In  linón  en  razón  inrtrsa  dti  radio  MC  =p. 

no.  56.  19!).  .Si  nliora  dolilamos  un  liilo  fle.xiblc  MCC'C’Y  ni  largo  do 

la  ovüinia,  y después  de  Imlier  asegurado  fijamente  uno  do  los  pun- 
tos del  hilo,  por  ejemplo  el  punto  Y,  .se  da  a la  pnrte  rectilínea  CM 
una  lonjilnd  tal  que  su  cstrenio  M torniinccii  la  voluta  esto  es- 

treiiio  recorrerá  c.xactnnionte  hi  linca  A15.\,  cuando  subcesivaiiioiite 
desarrollemos  el  hilo  nianlciiiéndolc  siempre  tirante.  Con  efecto,  cuan- 
do el  contarlo  del  hilo  con  la  evointíl  haya  pasado  de  G a C'\  la 
(.arle  rectilínea  del  hilo  iMC  = M C habrá  cri'cido  la  cantidad  Ct", 
y entúnccs  tendrá  por  lonjilnd  total  a ¡NI'C -i- C(”  = -M’C’;  y por  ser 
esta  última  línea  (núm.  197)  igual  a M"’C’,  signóse  que  la  estrcini- 
ilad  móvil  ¡U  teriiiinará  precisaniciitc  en  M”.  Esto  mismo  sucederá 
con  todas  las  po.sieioncs  subcesivas  dcl  hilo,  que  segiHi  vemos  pue- 
de .servir  para  describir  la  rolnta  con  desarrollarle  de  encima  de  la 
crolnta;  re.siilia  ademas  de  aquí  (pie  na  arco  cualquiera  (X'’C”  d> 
la  ccolutii,  t^ual  a la  diferencia  ele  los  dos  radios  de  corhaUira 
.MC  y .M'’C’  que  terminan  en  los  c.stremos  de  dicho  arco. 

Observemos  ademas  que  a una  enrba  determinada  Ali.X  no  le  cor- 
responde nunca  sino  una  sola  evolutn,  pero  que  la  misma  cvoliita 
UCY  puede  jiroducir  una  infinidad  de  volutas,  porque  toiiinudo  en 
el  hilo  -MCC'Y  diferentes  puntos  estos  describirán  también 

las  diferentes  ciirbns  M.M’M’'X,  mm'in’x,....  que  serán  otras  tantas 
voluins  do  la  misma  cvolnta  DCY.  Todas  estas  volutas  tendrán  pii- 
tcntemciitc  sus  norniales  comiinc.s  y en  la  dirección  de  cstns  nortim- 
Ics  estarán  todos  sus  pinitos  equidistantes',  pero  se  diferenciarán  mu- 
cho unn.s  do  otras,  en  cnanto  a sus  projiiedades  y eiiiiacioncs. 

200.  Por  citar  algunos  cjcniplos  simples  de  la  teoría  de  las  e- 
volutas,  diremos  que  si  la  enrba  AM.K  f_/ig.  5G J fuese  una  parábo- 
la de  segundo  grado,  su  evoluta  so  compoiidria  de  dos  ramas  infi- 
nitas, tales  como  las  DCY  y ÜY',  colocadas  una  encima  y otra  de- 
bajo del  eje  -VI),  ipn;  vendrian  a reiinir.se  formando  itn  retroce- 
so cu  el  punto  1).  Este  punto  dista  dcl  vértice  .\,  una  cantidad 
AD=2AF  es  al  seiiiipurámctro,  y esta  niisiiia  recta  AD  es  también 
el  radio  de  carhalum  de  la  parábola  res¡iecto  al  vértice  A. 

I'in  una  elipse  ,\B1)E  (fití-lCi)  cuyos  semi-ojes  son  OA  =a,01}— A 
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la  cvoliita  ea  una  curba  aSíe  compuesta  de  cuatro  ramas  que  pnv 
seiitnii  otros  cuatro  puntos  de  retroceso,  colocados  a Ins  distancias 

m a* 

A«  = Dd  = — , Bg  = Ee  = — ; 

a b 

estas  son  también  las  magnitudes  de  los  radim  de  curhatura  corres- 
pondientes a los  vértices  A y B;  porque  las  dos  ramas  ag  y gd  sir- 
ven pura  describir  la  senii-elipso  ABD,  y las  otras  dos  ae  y ed  se  re- 
fieren ala  porción  inferior  AED. 

En  un  círculo,  la  evoluta  se  reduce  a un  solo  punto,  que  es  el  cen- 
tro, y el  radio  de  curbatura  es  constantemente  igual  al  misino  radio 
del  círculo  dado. 

201.  Pero,  para  obtener  resultados  mas  interesantes  en  las  aplica-  nc.  5-t. 
ciones  que  vamos  a hacer  a las  sufierficies  envolventes,  concederemos 
que  en  el  caso  presente  se  nos  ha  dado  inmediatamente  una  evoluta 
circular  YIJFE,  y que  de  ella  hemos  deducido  la  voluta  YO''ü’OX, 
con  desarrollar  un  hilo  que  estaba  doblado  sobre  el  círculo,  y cuyo 
estremo  móvil,  ha  coincidido  cu  un  principio  con  el  punto  Y'.  Para 
trav.ar  gráficamente  esta  curbo,  dividiremos  la  circunferencia  en  par- 
tes iguales,  por  ejemplo  en  dvce\  y tomando  en  seguida  sobre  las  taii- 
jentcs  F0,E’0’,E'’0”,....  lonjitudes  iguales  u A,  A,  — de  esta  cir- 
cunferencia, obtendremos  (núm.  199)  loa  diversos  puntos  0,0', O” 

que  uniremos  después  por  medio  de  un  trazo  continuo.  Esto  se- 
rá tanto  mas  fácil,  cuanto  que  para  ello  podretnos  emplear  arcos  pe- 
queños de  círculos  descritos  con  los  radios  F0,F’0'F  ’0’’,....  porque 
estas  distancias  son  precisamente  (núm.  197)  los  radios  de  los  ctr- 
eulos  osculadorcs  de  la  curba  XOY’. 

Esta  voluta  XOY  será  una  espiral  indefinida,  que  tendrá  por  o- 
ríjon  al  punto  Y';  y también  podremos  mirar  a la  espiral  YW/jr,  si- 
métrica con  la  precedente,  como  que  es  otra  segunda  rama  de  lu  mi.s- 
ma  voluta,  y como  que  no  forma  con  la  primera  sino  una  sola  cur- 
ba cuya.s  partes  todas  están  descritas  por  el  nwrimknta  continuo  de  un 
punto  único.  Con  efecto,  si  en  lugar  de  un  hilo  envuelto  en  la  c- 
voluta,  concebimos  una  recta  inñe.xible  c indefinida  ABFoi  que  per- 
maneciendo tanjente  al  círculo  CY%  ruede,  sin  resbalar,  sobre  c.sta  cir- 
cunferencia, es  claro  que  un  punto  O,  fijo  sobre  esta  recta,  vendrá 

16 
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a colocarse  subccsivatnante  en  O’, O"  e Y;  si  en  seguida  continua  la 
rotación  de  la  recta  en  el  mismo  sentido,  este  punto  O se  halla- 
rá desde  luego  detras  del  punto  de  contacto  y describirá  sin 
descontinuidad  la  ruma  Yox.  Fuera  de  esto,  debemos  apercibir  que 
este  modo  de  describir  una  voluta,  sea  cual  fuere,  por  medio  de  la  ro- 
tación de  una  recta  inflexible  qne  se  mueve  sobre  la  evoluta,  equi- 
vale a la  jeneracion  indicada  núm.  109;  pero  el  modo  actual  es  mas 
jeneral,  y aun  llega  a ser  necesario  cuando  la  evoluta  presenta  puntos 

de  retroceso,  como  sucede  en  la  elipse,  parábola porque  de  otro 

modo,  seria  preciso  cambiar  u menudo  el  punto  de  adercncia  del  hilo, 
para  trasportarlo  de  una  rama  a otra. 

rio  202.  SirPEiiFtciEs  CANALES.  Sentado  todo  esto,  figuréinoHos  que  ti- 

na esfera  de  un  radio  constante,  representado  por  OA=OB,  se  mue- 
ve de  mudo  que  su  centro  siga  la  enrba  horizontal  XOYor;  el  invo- 
lucro de  todas  las  posiciones  de  esta  esfera  móvil  estará  formado  (núm. 
190)  purlas  intersecciones  involutas  consecutivas;  y así,  examinemos 
lo  que  en  el  caso  presente  son  estas  intersecciones.  Respecto  a dos 
posiciones  próximas  O y O’  del  centro  móvil,  las  dos  esferas  iguales 
re  cortarán  según  un  círculo  menor,  cuyo  plano  será  evidentemente 
jierpendicular  en  medio  de  la  recta  OO’  que  une  sus  centros;  por 
consiguiente  este  círculo  menor  estará  proyectado  en  el  plano  del  de- 
purado que  presentamos,  que  es  borízuntal,  según  una  recta  perpen- 
dicular a la  cuerda  OO’,  y pasará  por  medio  de  ella.  Pero  a medida  ijue 
el  centro  O’  se  apróxima  a O,  la  cuerda  OO’  prolongada  indefinida- 
mente, .se  aproximará  también,  cada  vez  mas,  a la  tanjente  a la  curba 
XOY,  y coincidirá  con  esta  tanjente  en  el  estado  de  límite:  luego, 
respecto  a dos  esferas  infinitamente  próximas,  la  curba  de  intersección 
es  un  circulo  máximo  jfroijectado  sobre  la  normal  AOB  de  la  direc- 
triz XOY.  De  aquí  se  sigue  que,  el  involucro  puede  mirarse  como 
enjendrado  por  el  círculo  máximo  vertical  AOB,  cuyo  centro  recor- 
re a la  línea  XOY  en  tanto  que  su  plano  permanece  normal  a es- 
ta línea;  y así  este  involucro  presentará  la  forma  de  un  canal  curbi- 
lineo,  que  tendrá  por  eje  a la  la  curba  directriz  XOY,  y cnya.s  seccio- 
nes normales  a este  eje,  serán  todas  círculos  de  un  radio  constante. 

203.  Es  evidente  <pie,  continuarán  teniendo  lugar  estas  tonsccuen- 
cias,  sea  cual  fuere  la  línea  XOY:  es  decir  que,  si  adoptamos  sub- 


Digitized  by  Google 


CAFITT.-LO  II.  DE  LAS  «UFERPICIES  ENFOLVENTEA.  123 

lesivamente  diferentes  curbas  por  directrices  del  centro  de  la  esfera 
móvil,  obtendremos  involucros  de  formar  mui  variadas,  pero  que  cada 
uno  de  ellos  tendrá  por  sección  normal  un  círculo  de  un  radio  OA.  Y 
así  es  que,  este  círculo  se  convierte  en  una  jeneratriz  de  forma  inca- 
riahle,  común  a todas  las  superficies  que  encueiren  el  espacio  recorrido 
por  una  esfera  de  un  radio  constante;  esto  imprime  a toda  esta  fami- 
lia de  envolventes,  un  carácter  distintivo  e independiente  de  la  natu- 
raleza’ de  la  directriz  XOY;  y esta  es  la  razón  porque  Monoe  lia  da- 
do el  nombre  de  característica  a este  círculo  máximo  normal;  y je- 
neralmente  llama  así,  a la  intersección  de  dos  involutas  consecutivas, 
en  cada  familia  de  involucros  enjendrados  por  ana  misma  superfi- 
cie móvil,  sea  cual  fuere  la  ley  del  movimiento  de  esta  última  su- 
perficie. 

204.  Hemos  dicho  (núm.  190)  que  la  envolvente  tocarla  precisa- 
mente a cada  una  de  las  involutas  particulares  en  toda  la  estension 
de  la  característica,  que  en  el  caso  presente  es  el  círculo  máximo  ver- 
tical y móvil,  AOB.  Con  efecto,  tres  posiciones  infinitamente  próxi- 
mas, S,B',S  ',  de  la  esfera  móvil,  se  cortarán  según  dos  círculos  si- 
tuados ambos  sobre  la  esfera  B’  y comprclicnderán  en  ella  una  zuna 
infinitamente  angosta,  de  anchura  desigual,  pero  que  será  común  a B’ 
y a la  envolvente,  de  modo  que  teniendo  estas  dos  últimas  superficies 
ios  mismos  elementos  superficiales,  o los  mismos  planos  lanjcntes  en 
toda  la  estension  de  esta  zona,  serán  también  taujentcs  una  a otra  en 
estarejion  común,  que  ademas  comprehenderá  ácia  su  medio,  a la  ver- 
dadera caratcrística  o al  círculo  máximo  normal  alacurba  XOY.  Y asi, 
podremos  decir  con  verdad  que  tiene  lugar  el  contacto  en  toda  la  os- 
tensión de  esta  característica. 

205.  Ahora,  comparemos  entresí  las  diversas  características  que  pio.  5t, 
en  el  caso  presente  están  proyectadas  sobre  A0B,A’0’B’,..-  v para 

que  resalten  mas  las  circunstancias  bastante  delicadas  de  sus  inter- 
secciones, imitimos  el  procedimiento  indicado  ácia  el  fin  del  núm.  201 
para  describir  las  volutas:  es  decir,  figurémonos  que  el  plano  vertical 
AOBF  de  la  característica  es  inflexible  e indefinidamente  prolonga- 
do; en  seguida,  hagásmolc  rodar,  sin  resbalar,  sobre  el  cilindro  verti- 
cal FDYE  al  cual  permanecerá  tanjente;  en  este  caso,  el  círculo  AOB, 
arrastrado  con  el  plano  móvil,  necesariamente  recorrerá  la  ciivolven- 
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le  de  que  tratamos,  supuesto  que  las  condiciones  precedentes  se  re* 
ducen  evideiitciiiento  a decir  que  el  centro  de  este  círculo  se  move- 
rá solire  la  voluta  XOY,  en  tanto  que  su  plano  permanecerá  normal  a 
esta  curba."  Ademas,  todos  los  puntos  de  esta  circunferencia  móvil, 
ipie  están  proyectados  en  B,U,....A,  describirán  otras  espirales  BD, 
1ÍL,....AA’E,  que  serán  otras  tantas  volutas  del  círculo  FDY,  entre 
la.s  cuales  la  primera  y la  última  formarán  el  contorno  aparente  del  in- 
volucro. 

20G.  Sentado  esto,  miéntras  que  [lor  la  rotación  del  plano  ver- 
tical AF  sobre  el  cilindro  FDY',  no  baya  llegado  la  estremidad  B 
del  círculo  móvil  a encontrar  a lacvoluta,  no  se  cortarán  dos  caracte- 
rísticas consecutivas;  porque  sabemos  (núm.  197)  que  una  normal 
cualquiera  .-VF'  a la  curba  XOY,  no  podrá  ser  encontrada  por  la  nor- 
mal infinitamente  pró.xima,  sino  en  el  punto  F’  situado  sobre  la  evo- 
luta,  y este  punto  se  halla  fuera  del  diámetro  A’B’  que  limita  la  pro- 
yección de  la  característica.  Pero  tan  pronto  como  B haya  tocado  al  ci- 
lindro en  D,  principiarán  acortarse  las  características  consecutivas;  con 
efecto,  la  normal  (iL^,  por  ejemplo,  encontrará  a la  normal  inñnita- 
ineutc  próxima  en  el  punto  L situado  sóbrela  evoluta;  y como  esto 
punto  se  halla  dentro  del  diámetro  G"  = AB,  resulta  de  aquí  que 
las  dos  características  proyectadas  sobre  y sobre  la  normal  infi- 
nitamente próxima,  80  cortarán  en  dos  puntos  proyectados  en  L y si- 
tuados uno  encima  y otro  debajo  del  plano  horizontal  del  depurado. 
Sin  embargo,  para  justifícar  completamente  esta  aserción,  es  preci- 
so agregar  que  estas  dos  características  están  colocadas  ( núm.  204) 
sobre  una  misma  posición  de  la  esfera  móvil;  de  lo  contrario,  los  pla- 
nos de  estos  dos  círculos  podrían  mui  bien  cortarse  según  la  verti- 
cal L,  sin  que  sus  circunferencias  tuviesen  puntos  comunes. 

De  aquí  resulta  que  partiendo  de  la  posición  DI,  las  diversas  ca- 
racterísticas circulares  están  cada  una  divididas  por  sus  intersecciones 
consecutivas,  en  dos  segmentos  que  están  proyectados. 

sobre  LG,  Mil,  YP,VQ,UT,  (Nj, 
y sobre  Lg,  .M/i,  Y'y>  \g  U<  («). 

Eos  segmentos  de  la  primera  serie  formarán  una  napa  que  desig- 
naremos por  fN  J,  ala  cual  pertenecerán  las  características  totales -\B, 
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A’B’,....  niiéiilras  que  los  sogmeiifos  de  la  otra  série  darán  lugar  a o- 
tra  segunda  napa  (h),  ipie  priuci|)iaiá  por  quedar  encerrada  en  el  in- 
terior de  la  primera,  pero  que  saldrá  iiiui  pronto  de  ella  para  csten- 
derse  iiidefinidamonle  hasta  los  caráctcrísticas  totales  ab',nh,..,.  Ade- 
mas, estas  dos  napas  del  involucro  se  reunirán  una  a otra  formando  li- 
na línea  de  doble  ciirbatura  queso  proyectará  sobre  DLMV'VUE,  y 
qne  no  es  otra  cosa  que  el  círcnlo  vertical  AB,  cuyo  plano  estaba 
plegado  y enrollado  sobre  el  cilindro  de  lacvoluta. 

207.  Observemos  ademas  qlic  esta  línea  de  doble  curbatura  DYE, 
es  uno  verdadera  arista  de  retroceso  respecto  al  involucro  total.  Por- 
que, recordando  (nfim.  205)  que  un  punto  cualquiera  Z de  la  carác- 
terística  móvil,  describe  las  dos  ramas  ZaglM  y Myí:  de  una  espiral 
cuyo  retroceso  está  en  M,  debemos  percibir  que,  cuando  el  punto  mó- 
vil Z está  en  <x  o en  g,  todavía  se  halla  sobre  la  na[ia  (N)  colocada  mas 
allá  de  los  puntos  de  contacto  D o L;  pero  tan  pronto  como  este  pun- 
to llega  a y o a d,  dicho  punto  pertenece  a la  napa  («)  colocado  mas 
acá  de  los  puntos  de  contacto  Y o V;  por  consiguiente  el  paso  de  es- 
te punto  móvil  de  una  napa  a otra,  tiene  lugar  próximamente  en  M,  y 
la  forma  de  la  e.spiral  en  este  sitio,  prueba  mui  bien  que  este  paso  se 
efectúa  por  un  verdadero  retroceso.  Como  esto  mismo  diríamos  de  los 
demas  puntos  de  la  carácterística  AB,  debemos  concluir  de  aquí  que 
la  curba  proyectada  sobre  DMYE  es  una  línea  de  retroceso  para  las 
dos  ramas  del  involucro. 

Una  circunstancia  análoga  se  reproduce  en  todos  los  involucros,  sea 
cual  fuere  la  superficie  móvil  que  los  enjendre;  y esta  es  la  razón  por- 
que Münge  ha  dado  el  nombre  jeneral  de  arista  de  retroceso  do  un  in- 
volucro, a la  linea  formada  j)or  las  intersecciones  consecutivas  de  las 
diversas  caráctcrísticas:  hemos  hallado  ya  un  ejemplo  [notable  de  es- 
to (núm.  178)  en  las  superficies  desarrollabics  en  que  las  caráclcrís- 
ticas  eran  líneas  rectas  (núm.  lí)0). 

208.  Volvamos  a la  envolvento  particular  que  nos  ocupaba,  y ob- 
servemos que  los  segmentos  de  carácterísticas  L^,  M//,....¡  que  perte- 
necían a la  najia  («)  deben  ser  puntuados,  porque  son  invisibles  co- 
mo que  están  encerrados  cu  el  interior  de  la  napa  (N).  Con  efecto, 
tenemos  que 

Lg  = L^l  L £ -h  £ ]\I  j 


FIG.  5-4. 
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de  donde  restando  la  parte  común  Le,  nos  <jucda  que 

f 6 e i 

por  consiguiente,  si  volvemos  a colocar  sobre  el  círculo  AOB  los  dos 
puntos  proyectados  en  e que  pertenecen  el  uno  ni  segmento  LG  y 
el  otro  ni  MA,  el  primero  vendrá  a ocupar  una  posición  e’  mas  jiró- 
xima  al  punto  Z y por  consiguiente  al  punto  O,  que  lo  que  está  la  po- 
sición e”  en  que  viene  a colocarse  el  segundo;  luego  el  punto  e’  es- 
tá mas  elevado  que  e”  y por  consiguiente  el  segmento  LG  pasa  por 
encima  del  segmento  MA.  Valiéndonos  de  consideraciones  análogas, 
esplicarcmos  lo.s  diversos  modos  de  puntuación  que  se  han  emplea- 
do en  el  depurado;  sin  embargo,  haremos  todavia  observar  que  ha- 
llándose los  puntos  Ry  p,  Z y 5 del  círculo  móvil  AOB,  respecti- 

vamente a la  misma  altura,  describirán  espirales  que  se  encontrarán 
de  dos  en  dos;  de  modo  que  las  dos  napas  (N)  y (»)  del  involucro, 
se  atravesarán  mutuamente  según  una  línea  de  intersección  proyecta- 
da sobre  la  recta  YW. 

Las  supcriicics  que  hemos  examinado  en  este  capítulo,  y sobre 
todo  la  última  que  acabamos  de  discutir  cu  detalle,  porque  presen- 
ta en  sí  misma  circunstancias  interesantes,  bastarán  sin  duda  pura  dar 
al  lector  una  idea  suficientemente  completa  de  los  involucros  y sus  par- 
ticularidades; fundados  en  esta  razón  vamos  a pasar  al  problema  impor- 
tante de  las  intersecciones  de  las  superficies. 
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CAPITULO  PRIMERO. 


Principios  jencrales. 


209.  Para  dar  una  idea  jenerai  de  los  métodos  por  donde  He  ^ 
gamos  a determinar  la  intersección  de  dos  superficies,  supongamos, 
<]ue  en  primer  lugar  se  trata  de  un  caso  mui  simple,  cual  es  el 
de  una  superficie  S cortada  por  un  plano  dado  horizontal.  Su- 
puesto que  consideramos  a la  superficie  conocida  y definida,  cono- 
ceremos también  la  fornia  de  la  jeneratriz  (núm.  70)  y la  ley  que  si 
gue  en  su  variación;  por  consiguiente,  podemos  construir  sobre  los  dos 
planos  de  proyección,  varias  posiciones  de  esta  jeneratriz  y en  tanto  nú- 
mero y tan  pni.xinias  unas  a otras  cuanto  queremos.  Representemos 
las  proyecciones  de  estas  líneas  por  (G,G’),  {G.2,(¡2’),  (Gs.Gs)....  y ob- 
servemos en  scgtiida  que  el  plano  secante  P,  que  es  perpendicular  al 
plano  vertical,  corta  a la  línea  (G,G' ) en  un  punto  que  debe  proyec- 
tarse verticalmcnte  en  el  punto  de  encuentro  de  G’  con  la  traza  del 
plano  P;  por  consiguiente,  si  referimos  este  a la  línea  G por  me- 
dio de  lina  perpendicular  a la  línea  de  tierra,  obtendremos  la  proyec- 
ción orizontal  m de  un  punto  de  la  intersección  de  S con  P.  Repi- 
tiendo la  misma  operación  en  cada  jeneratriz,  hallaremos  una  série  do 
puntos  y si  están  bastante  próximos  unos  de  otros,  los 
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poilrcnio.H  reunir  fácilmente  por  nietlio  de  uiia  Hura  continua  (*)  (pie 
nos  dará  a conocer,  sobre  el  plano  horí/Xmtul,  la  enrba  según  la  que 
el  plano  P corla  a la  superficit^  S.  En  cuanto  a la  proyección  verti- 
cal de  esta  niisnta  enrba,  ea  evidente  que,  en  el  caso  actual,  se  redu- 
ce a la  tra/a  niisina  del  plano  secante. 

210.  Consideremos  ahora  dos  siq)erficies  cuales(|uiera  8 y S’y  j)a- 
ra  hallar  su  intersección,  cortémoslas  con  tina  serie  de  planos  horizon- 
tales P,P.j,P„....  Cada  uno  do  estos  planos  au.xiliares,  el  P por  ejem- 
plo, cortará  a la  supnerfície  8 según  una  línea  y a la  superfi- 
cie S’  según  otra  línea  esta.s  dos  líneas  se  construirán  se- 

gún lo  hemos  dicho  en  el  núiiK'ro  precedente,  y si  e.stas  mismas  líneas 
80  cortan  entre  sí  sobre  el  plano  orzonlid  en  uno  o ina.s  puntos 
M,N....  estos  serán,  evidentemente,  las  proyecciones  horizontales  de  los 
tliversos  puntos  que  son  comunes  a las  superficies  S y 8’,  y que 
por  lo  tanto  pertenecen  a la  intersección.  En  cuanto  a las  proyec- 
ciones verticales,  las  dctliiciremos  de  estas  refiriendo  a la  traza  del 
plano  nu.xiliar  P,  los  puntos  M,X....  por  medio  de  perpendiculares 
a la  línea  de  tierra.  8i  ahora  repetimos  operaciones  semejante.s  res- 
pecto a los  otros  planos  P¿,P,....;  obtendremos  en  cada  plano  de 
proyección,  una  serie  de  jmiitos  tales  como  N.NjX,.... 

(pie  será  preciso  reunir  por  medio  de  una  línea  continua,  teniendo 


(*)  No  hai  duda  ninguna  que  se  necesita  ejercicio  para  reunir 
por  medio  los  puntos  situados  a alguna  distancia  de  una  linca 
que  no  forme  ondulaciones  ni  rarie  rápidamente  de  curbatiira;  debemos 
pues  trabajar  a fin  de  acostumbrar  el  ojo  y la  mano  a esta  clase  de  cons- 
trucciones ejecutándolas  continuamente,  con  el  fin  de.  adquirir  el  senti- 
tnicnlo  de  continuidad  en  las  curlms.pues  epir  la  construcción  de  las  inter- 
secciones de  las  superficies  es  uno  de  los  problemas  mas  útiles,  ya  se  con- 
sidere como  medio  ele  indagación,  o ya  en  las  aplicacinncs  prácticas 
lie  la  jeometr'ia  descriptica  a la  perspectiva,  al  corte  de  piedras,  a la 
carpintería,  Sfc.  í^in  embargo,  debemos  hacer  obsecrar  que,  no  siempre 
es  ventajoso  el  multiplicar  con  exceso  las  construcciones  auxiliares  que 
sirren  para  determinar  los  dirersos  puntos  m,m¡.m^....  porque  los pt- 
queJtos  errores,  inseparables  de  toda  operación  manual,  ajertan  a 
los  ¡mntus  que  se  hallan  mui  próximos,  y product n las  sinuosidadis. 
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cuiiliulo  siempre  de  distinguir  los  puntos  que  pertenecen  a una  de  las 
ramas  de  la  curba,  de  los  cpie  pencoen  a otra.  Esta  distinción  es  algu- 
nas veces  bastante  delicada;  pero  lU'garemos  a conseguirlo,  siguiendo 
con  atención  y subcesivamcnle,  los  resultado.s  qu»;  nos  den  los  pla- 
nos auxiliares  consecutivos.  Ademas,  si  una  de  las  snperfidies  S o K’ 
tuvii'sc  dos  iu'.|)as  <lístintas,  como  sucetle  en  un  cono,  será  preciso  que 
no  remiames  los  puntos  que  estén  cobn-udos  en  napas  opuestas. 

'211.  El  método  que  acabamos  de  esponcr  es  jcneral  y sulicientc  para 
obtener  en  todos  casos  las  intersecciones  de  dos  snpertlcies  cualcpiicra 
8 y 8’;  pero  ¡lodemos  ademas  dar  a los  planos  secantes  I*,  P-,  I’*'....  la 
dirección  que  queramos,  con  tal  que  sepamos  construir  coiuodamcnle 
las  curbas  ausiliares  y Así  es  que,  en  cada  problema, 

será  veniajü.soelejir  los  planos  secantes,  de  modo  (¡iic  las  secciones  ausi- 
liares  sean,  si  es  posible,  líneas  rfi  tos  o círculos,  porrpie  c-stos  líneas  se 
trazan  t'ácilmente  por  medio  de  dos  datos.  8i,  por  ejemplo,  se  trata  do 
ríos  cílim'ros,  elojirémos  los  planos  1’,  l’j,...  pnrnU  los  a nn  mismo  tiem- 


H otros  tlcl'cctos  chocantes,  que  no  hubiera»  sido  sensibles  a mayor  elis- 
tancin.  Ls  preciso  pues,  repetir  estas  cemstriiccioncs  con  lino,  consultan- 
elu  siempre  lees  buenos  modelos,  y mulliplicurlas  mus  en  aejuellas  partes 
en  que  lee  curba  parece  prese  ntar  alguna  Jorma  singular  que  nee  esitc- 
mos  rerijicur.  J)ebemos  tetmbien  aprorechartéeis  ele  las  neiciones  que  po- 
damos eem  eenticipacion  tener  resptclo  a la  nalnraleza  de  leí  intersección 
que  buse  eimos;  si,  por  ejemplo,  supiésemos  que  la  proyección  ilebc  se  r linee 
curba  ele  segundo  o de  ruarlo  grado,  no  debcre'i  existir  ningún  arco  que: 
pueda  ser  córtetelo  por  tiiiel  recta  riieilquiera,  en  mas  ele  elos  o cuatro 
puntos;  y si  sucediese  lo  contrario,  seria  preciso  rehacer  las  consti  teccio- 
nes  rclaliceis  a estas  partes,  para  rectijicarlas.  Jm  determinación  de  las 
tanjentes,  que  también  ense:Tte¡ remos  a ejecutar,  es  asi  mismo  un  medio  de 
correjir  la  forma  de  una  curba  , porque  el  cemocimie nto  ele  estee 
recta,  nos  hará  fácil  mente  sentir  si  el  arca  que  precede  o sigue  al  ¡nenio 
ele  tanjencia,  debe  elcreirse  o betjarse  petrel  que  tea  el  con>acto  completa. 
I'inalmcntc,  los  preceptos  jenerales  sobre  esta  materia  no  son  sujicie  ntes, 
y es  preciso  llamar  en  su  ayuda,  en  cierto  número  ele  ejemplos  bien 
dejillos,  los  consejéis  de  un  qtréictico  hábil. 

17 


Digitized  by  Google 


130  URRO  IV.  IXTEBSECCIOSE8  1>E  SCPERFICIE*. 

po  a las  jeneratriccs  de  las  dos  superficies;  si  do  dos  conos,  lia- 
remos pasar  todos  los  planos  secantes  por  la  recta  (pie  une  lúa  dos 
cúspides.  También  se  empleiiii  algunas  veces  para  cortar  las  superficies 
S y S’,  no  planos,  sino  superficies  curbas,  tales  como  esferas  concéntri- 
cas, que  en  en  este  caso  nos  pueden  dar  círculos  por  secciones  ausilia- 
res  en  las  dos  superficies  propuestas. 

212.  Después  de  hiilicr  construido  las  dos  proyecciones  de  la  inter- 
sección pedida,  esta  curba  queda  realmente  determinada;  pero  si  es 
plana,  es  preciso,  ademas,  para  manifestar  mas  claramente  su  forma, 
ejecutar  el  abatimiento  sobre  uno  de  los  planos  de  prbycccjon.  Cuando 
una  de  las  dos  superficies  es  desarrollable,  debemos  también  ejecutar 
el  desarrollo  de  esta  superficie,  y construir  la  transformada  (núm.  175) 
de  la  intersección  : porque  es  necesario  conocer  esta  nueva  curba  en  las 
aplicaciones  de  la  estereométria.  Finalmente,  como  la  determinación 
de  las  tanjentes  a una  curba  es  un  medio  para  dibujar  con  mas  exac- 
titud el  curso  de  esta  línea,  y ademas  este  conocimiento  es  útil  cu  di- 
versos casos;  será  preciso  ejercitamos  en  su  su  determinación,  tanto  en 
la  intersección  primitiva,  cuanto  en  su  abatimiento  y transformada;  pero 
como  las  tanjentes  a estas  dos  últimas  curbas,  se  deducen  siempre  lli- 
cilmente  do  la  tanjente  a la  primera,  nos  limitarémos  a dar  respecto  a 
esta  un  método  jcneral. 

213.  Representemos  las  superficies  propuestas  por  S y S’,  y sea  AMC 
su  intersección,  cuya  tanjente  es  preciso  hallar. 

Eiu  57  Como  esta  curba  está  situada  a un  mismo  tiempo  sobre  las  dos  su- 
perficies, su  tanjente  MT  en  un  punto  cualquiera  M,  debe  hallarse  al 
mismo  tiempo  (núm.  95)  en  el  plano  que  toca  a la  superficie  S en  IM, 
y en  el  que  toca  a S’  en  el  mismo  punto : luego  la  tanjente  MT  será  la 
intersección  de  los  planos  tanjentes  a las  dos  superficies.  Por  consiguiente, 
bastará  conocer  estos  dos  planos  por  los  métodos  espuestos  onterior- 
mente,  y determinar  la  recta  según  la  cual  se  cortarán  : podremos  tam- 
bién limitamos  a hallar  solo  un  punto  de  esta  recta,  por  estar  ya  seña- 
lado el  punto  M por  la  cuestión. 

Cuando  una  de  las  superficies  propuestas,  la  S por  ejemplo,  es 
un  plano,  o sino  cuando  sepamos  que  la  curba  AMB  es  plana,  aun 
cuando  las  dos  superficies  cuya  intersección  es,  sean  curbas;  veremos 
jiatentcmente  que  la  regla  precedente  se  reducirá  a hallar  la  in- 
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terseccion  del  único  plano  tanjcnte  de  S con  t-1  plano  S’,  o con  el 
plano  AMB. 

214.  Otro  método.  Si  construimos  la  normal  MN  déla  superficie  S 
respecto  al  punto  M,  y la  normal  MN’  de  la  superficie  S’  respecto  al 
mismo  punto,  es  evidente  <|ue  el  plano  NMN'  de  estas  dos  rectas,  será 
perpendicular  a cada  uno  de  los  planos  tanjentes,  y por  consiguiente  lo 
será  también  a su  común  intersección  que  es  MT.  Y así,  la  tavjente  a la 
intersección  de  dos  superficies  es  una  recta  perpendicular  al  plano  de  las 
dos  normales  a estas  superficies  : ademas,  este  plano  coincide  con  el  pla- 
no normal  (m'mi.  168)  de  la  curba  AMB.  Por  consiguiente,  bastará  cons- 
truir estas  dos  normales  y el  plano  que  estas  determinan,  y en  seguida 
tirarle  una  perpendicular  por  el  punto  dado  M.  Este  método  (*)  es  mui 
precioso,!.®  porque  hai  superficies  en  que  la  normal  se  determina  de 
un  modo  mucho  roas  simple  que  el  plano  tanjente,  e independiente  de 
este  (núm.  136):  2.  ° porque  algunas  veces  se  hallan  puntos  singulares, 
respecto  a los  cuales  los  dos  planos  tanjentes  son  perpendiculares  a un 
mismo  plano  de  proyección,  en  cuyo  caso  el  procedimiento  del  núm.  213 
no  nos  da  resultado  determinado  respecto  a la  tanjente  de  la  curba 
proyectada  sobre  este  plano,  miéiitras  que  el  método  de  las  dos  norma- 
les puede  aun  aplicarse,  a causa  de  ciertas  relaciones  que,  cu  el  límite, 
no  son  indeterminadas.  Veremos  ejemplos  de  esto  en  muchos  depurados 
de  jeometría  (núm.  340,  488)  y do  corte  de  piedras. 

215.  Cuando  las  superficies  en  cuestión  están  colocadas  de  modo 
que  se  toquen  a lo  largo  de  la  línea  que  les  es  común,  esta  intersección 
particular  toma  el  nombre  de  ZíncYi  de  contacto,' y en  este  caso  decimos 
que  una  de  las  superficies  está  circunscrita  a la  otra;  siempre  podremos 
construir  esta  curba  sirviéndonos  del  proceder  jeneral  del  núm.  210,  pe- 
ro no  sabremos  tirarle  una  tanjente,  porque  según  la  hipótesis  actual,  los 
dos  planos  tanjentes  cuya  intersección  fuese  cata  recta,  estarían  confun- 
didos uno  con  otro.  La  misma  indeterminación  resultaría  del  método  de 
las  dos  normales;  porque  estas  rectas  coincidirían  entre  sí  al  mismo  tiem- 


(*)  Debemos  este  método  a M.  J.  Binet,  quien  ha  hecho  aplicacio- 
nes interesantes  de  él  a ditersos  depurados  de  jeometría  y de  corte  de 
piedras. 
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po  que  los  planos  tanjcntcs,  y el  plano  normal  para  cuya  fijeza  debiait 
servir,  quedará  aun  indeterminado.  Y así,  para  las  líneas  de  contacto  de 
dos  .superficies,  no  da  la  geometría  método  gráfico  propio  para  hallar  sus 
taiijeiitcs  (*),  a no  sor  que  lu  línea  de  contacto  sea  plana;  porque  en 
este  caso,  la  combinación  de  su  plano  con  el  plano  tanjente  cumnn  a las 
dos  superficies,  no  daria  a conocer  lu  tunjcntcque  buscábamos. 

IMG.  Des¡)iies  de  haber  espiiesto  estas  nociones  jenerales  sobre  las 
intersecciones  de  las  superficies,  vamos  a aclararlas  resolviendo  varios 
jiroblemas  de  este  jéiiero,  en  los  que  ademas  hallarémos  ocasión  de  cs- 
plicar  ulgiiiius  particularidades  notables,  talos  como  la  indagación  de  las 
ramas  infinitas  y las  de  las  asijmtntas,  de  las  cuales  no  podemos  hablar 
ahora  sino  de  un  modo  vago  y obscuro. 


CAPITULO  II, 

Df  las  srcrioiies  pJatwn. 

l’nom.E.u.v  1.  1.  ® la  intcrsrccioK  de  un  cilindro  recto  y de 

vil  plano  dados',  ÍJ.  ® el  ahati miento  de  esta  intersección  y su  tanjente  : 
3.®  el  desarrollo  dcl  cilindro,  y la  transforma  de  la  intersección  con  su 
tanjente. 

ríe.  .v8.  217.  Va  hemos  dicho  (nú m.  IGü)  que  por  r<7ínt/r<?  rrrío  entendemos 

un  cilindro  que  tiene  por  base  o por  directriz  a una  curba  plana  per- 
pendicular a las  jcneratriccs  rectilíneas  de  esta  superficie,  sin  exijir  que 
esta  base  sea  un  círculo;  así  es  que  adoptando  en  el  caso  presente  esta 


(*)  ííin  embargo,  indicaremos  en  el  núm.  584  un  mítodo  propio  para 
conseguir  este  objeto,  pero  mui  complicado  para  ser  cerdaderamente  útil 
en  la  práctica,  y solo  notable  bajo  el  punto  de  cista  de  teoría  que  con  su 
ausilio  quedara  completa. 
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Última  forma  por  ejemplo,  raciocinaremos  de  un  modojencral  y aplica 
ble  a cuabjiiicrn  otra  ciirba.  Ademas,  comeen  cada  problema  conviene 
elejir  los  planos  de  proyección,  en  direcciones  acomodadas  a la  simpli- 
ficación de  las  operaciones  gráficas,  ndoptarémos  el  plano  de  la  base 
AliDC  por  planoliori/.ontal,y  el  plano  vertical  lo  elejirémos  de  modo  que 
sea  perpendicular  al  plano  secante,  dicho  plano  vertical  tendrá,  según  esto, 
por  trazas  a l’(i  y QR’.  lia  cuanto  al  cilindro,  estará  representado  por 
enrba  ABÜC  que  es  el  contorno  aparente  sobre  el  plano  horizontal; 
y sobre  el  plano  vertical,  el  contorno  aparento  estará  formado  por  las 
dos  rectas  GG’  y VV’,  que  inanifiestanicntc  son  las  trazas  de  dos  pla- 
nos tanjentes  perpendiculares  a este  plano  de  proyección  (núm.  106), 
í^upondrcniüs  ademas  que  el  cilindro  está  terminado  en  los  dos  planos 
horizontales  GV  y G'V’. 

218.  Esto  supuesto,  el  plano  l’QR’  cortará  al  cilindro  vertical  se- 
gún una  ciirbn  que,  según  la  actual  posición  de  los  planos  de  proyec- 
ción, estará  evidentemente  proyectada  según  ABDC  sobre  el  plano  ho- 
rizontal, y sobre  el  plano  vertical  según  la  ])orciou  A'D’  de  la  traza  del 
plano  secante.  Y así  es  que,  en  el  sencillo  cuso  que  nos  ocupa,  las  j)ro- 
yecciunrs  de  la  intersección  nos  serán  inmediatamente  conocidas,  y por 
consiguiente,  no  habrá  necesidad  de  emplear  el  método  juueral  espuesto 
cu  el  núm.  211). 

21Í).  Abatimiento,  l’ara  conocer  la  verdadera  forma  de  la  intersec- 
ción, abatnmo.s  el  plano  que  la  contiene,  sobro  el  ¡rlano  horizontal,  lia- 
cicMidole  jirar  al  rededor  de  PQ;  o mas  bien,  para  obtener  un  resultado 
dis|iucsto  simétricamente,  hagamos  jirar  el  plano  PílR’ al  rededor  de 
la  recia  (BC,  B'),  hasta  que  llegue  a ser  jiaralclo  al  plano  horizontal. 
Por  medio  de  esta  revolución,  teudreunos  que  la  traza  vertical  QR’  se 
convertirá  en  la  horizontal  y'B’,  y un  punto  cualquiera  de  la  curba,cl 
por  ejemplo,  describirá  un  arco  de  círculo  perpendicular  al  eje 
de  rotación-,  por  consiguiente,  esto  arco  estará  pro)’ectado  vcrticalmcn- 
te  sobre  un  arco  igual  M’m’  descrito  desde  el  centro  B’,  y horizontal- 
mente  sobre  la  recta  indefinida  i\IF  paralela  a la  línea  de  tierra.  En  cu- 
yo caso  tendremos  que,  supuesto  que  el  punto  M’  se  ha  transladado  a 
j/í’,  si  proyectamos  este  último  a m sobre  ME,  conoceremos  la  [msicion 
(«I,  ?«’)  que  toma  el  punto  (M,  M’)  de  la  curba  propuesta,  después  del 
abatimiento.  Operando  del  mismo  modo  con  todos  los  demas  puntos. 
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talca  como  A,  E,  D,  F...  (•),  verenioaque  estoa  se  abaten  en  a,d, 
y reuniendo  estos  últimos  por  medio  de  un  trazo  continuo,  hallaremos 
(juc  la  línea  amBdVna  representará  la  intersección  que  buscamos  en 
sus  rerdaderas  dimensiones. 

220.  Esta  intersección  es,  en  el  caso  presente,  una  elipse,  porque 
comparándola  con  el  círculo  ABDC,  vemos  que  para  las  mismas  absci- 
sas contadas  sobre  la  recta  BC,  han  aumentado  todas  las  ordenadas  per- 
pendiculares a esta  línea,  en  la  razón  constante  de  OA  a B’A’;  y sa- 
bemos que  una  modiñcacion  de  esta  naturaleza  cambia  a un  círculo 
en  una  elipse.  Ademas,  como  c.xistion  dos  puntos  M y N de  la  curba 
primitiva,  que  ámbos  tcninn  a M’  por  proyección  vertical,  y estos  dos 
puntos  so  han  trasladado  a una  cuerda  vin,  que  evidentemente  es  per- 
pendicular a Oa,  y cuyo  medio  se  halla  sobre  esta  recta,  síguese  de  aquí 
que  la  línea  aOd  divide  en  dos  partes  iguales,  y formando  ángulo  recto, 
en  la  curba  abatida,  a una  serie  de  cuerdas  paralelas:  luego  aOd  es  un 
eje  de  la  elipse,y  por  consiguiente  BOC  es  el  otro. 

221.  Determinemos  ahora  la  tanjente  de  la  intersección  en  un  pun- 
to cualquiera  (M,  M’).  Según  la  regla  jeneral  (núra.  213),  como  esta 
recta  debe  estar  situada  a un  mismo  tiempo  en  el  plano  PQR’  y en  el 
plano  tanjente  al  cilindro  que  es  el  plano  vertical  MT,  resulta  inme- 
diatamente de  aquí  que  dicha  tanjente  tiene  por  proyecciones  a MT  y 
M’Q.  Si  en  seguida  queremos  hallar  esta  tanjente  en  el  abatimiento 
de  la  intersección,  observaremos  que  el  pie  (T,  Q)  de  esta  recta  des- 
cribe, como  lo  hemos  esplicado  respecto  al  punto  (M,  M’),  un  arco 
de  círculo  perpendicular  a la  charnela  (BC,  B’);  de  modo  que  el  pie  de 
la  tanjente  se  trasladará  ai,  y como  el  punto  de  contacto  a venido  a pa- 
rara»», es  por  consiguiente  la  tanjente  abatida.  Esta  recta  deberá 
tocar  exactamente  a la  curba  aniBd. 

Podemos  observar  aun  que  la  tanjente  TMS  de  la  intersección  pri- 
mitiva encontraba  a la  charnela  en  un  punto  (S,  B’).  cuyo  punto  debe (*) 


(*)  Aun  cuando  en  el  caso  actual,  podemos  tomar  estos  puntos  arbi- 
trariamente sobre  la  base  ABUC,  es  no  obstante  mui  bueno  el  que  para 
las  ulteriores  operaciones  del  ácBUtroWo,  los  elijamos  todos  de  modo  que 
dividan  a la  circunferencia  en  partes  iguales. 
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f>cTmaneccr  inmóril  eii  todo  el  movimiento  de  rotación,  y en  conformi- 
dad con  esto,  es  preciso  qne  la  recta  tm,  ya  determinada,  pase  precisa- 
mente por  el  punto  S. 

222.  Desarrollo.  Hemos  visto  (núm.  IGl)  que  cuando  se  desarrolla  Fm.  ó8. 
tin  cilindro,  la  sección  recta,  que  en  el  caso  presente  es  la  base  ABDC, 
es  rectilínea,  sin  cambiar  de  lonjitud  absoluta ; y que  las  aristas 
permanecen  siéndole  siempre  perpendiculares.  En  virtud  de  esto,  si 
suponemos  que  se  abre  el  cilindro  a lo  largo  de  la  arista  (D,  VV’),  y si 
sobre  una  recta  indefinida,  tomamos  las  lonjitndes 

D”E”=DE,  E”F’’=EF,  F ’B"=FB,  B”M’’=BM....  (•)  , 

y por  los  puntos  D”,  E”,  F”,....  levantamos  perpendiculares  igifltlesa  la 
altura  VV’  del  cilindro,  hallarémos,  por  desarrollo  de  esta  sujJterficie,  el 
rectángulo  D”V”D”’V"’.  Heclio  esto,  traslademos  a este  rect.ángiilo  los 
puntos  de  la  intersección;  y para  el  efecto,  recordemos  (núm.  162)  que 
las  porciones  de  jencratriccs  del  cilindro,  comprendidas  desde  la  base 
hasta  esta  curba,  deben,  después  del  desarrollo,  conservar  sus  lonjitudes 
primitivas.  Por  consiguiente,  si  colocamos  sobre  las  verticales  del  de- 
sarrollo, las  distancias 

D”J=VD’,  E”e=KE’,  F”9=IF’ 

y en  seguida  reunimos,  por  medio  de  un  trazo  continuo,  los  cstremos  de 


C*)  Observemos  en  este  lugar,  que  cuando  la  rurha  ABDC  es  cual- 
quiera, es  preciso  que  para  rectificar  los  arcos  DE,  EF,....  los  midamos, 
empleando  para  ello  una  abertura  de  compás  epie  represente  una  cuerda 
tan  pequeTia  que  se  confunda  sensiblemente  con  ti  arco  parcial  que  sub- 
tende,  en  seguida  trasladaremos  sobre  la  recta  indefinida  el  mis- 

mo número  de  veces  esta  abertura  de  compás.  Pero  cuando  se  trata  de 
un  circulo,  como  sucede  en  el  ejemplo  actual,  es  mucho  mas  cómodo,  y 
sobre,  todo  mas  exacto,  tomar  inmediatamente  la  recta  D"D'"  igual  a 
los  B del  diámetro  AD,  y dividir  en  seguida  esta  recta  en  tantas  jmrtcs 
iguales  cuantas  contenga  la  circunferencia.  Esto  ademas  supone  que  los 
puntos  de  división  de  la  base  del  cilindro  se.  han  elejido  a distancias 
iguales,  como  lo  hemos  recomendado  en  la  nota  del  núm.  219. 
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estas  nituras,  hallaremos  que  la  tranuformiula  de  la  intersección,  es  la 
curba  í e 

'J'23.  lili  el  ejenqilo  presente,  en  que  lu  base  del  cilindro  recto  es  un 
círculo,  la  transformada  so  compondrá  de  dos  parles  evidenteinentc  si- 
métricas orí  y ad';  por<|ne  los  dos  arcos  iiruales  A.M  y A.\,  que  corres- 
ponden a dos  puntos  de  la  sección  proyectada  en  -M',  nos  darán  en  el 
desarrollo,  nbsci-sas  y ordena  las  respectivamente  iguales;  a saber: 

A”.M"=A’’X”  y M"iJi=S'y. 

l’or  otra  jiarte,  cada  una  de  e.stas  porciones,  por  ejemplo  ao',  estará 
también  compuesta  do  dos  ¡lorciones  iguales  £a  y íJd,  jiero  colocadas  de 
un  inodft  inverso  respecto  a lu  horizontal  tuj  : esto  re.sulta  de  i|ue  par- 
tiendo d(>¿,  los  puntos  9 y ¡í,  e y provienen  de  los  puntos  del  cilindro 
h’’  y !M’,  E’  y I/,  que  se  hallan  a alturas  respectivamente  iguales  encima 
y debajo  del  punto  B’.  Ademas,  la  traslbrmnda  total  no  e.s  sino  una 
porción  de  curba  indellnida  (*),  que  según  lu  relación  exisU  nle  entre 
estas  coordenadas,  admite  una  infinidad  de  ramas  sucesivas  ■'  idénticas 
con  í"ad.  Podemos  también,  por  medio  de  la  jronietría,  jiroducir  estas 
diversa.s  ramas,  ¡tnnjinándonos  (pie  el  [iluno  .sobro  (iiie  se  ijecnia  el  de- 
sarrollo del  cilindro,  se  ha  enrollado  a este  cuerpo  un  núnu'ro  iuilc- 


(*)  Exiii  curha  es  una  sinusoide;  jmnjuc,  si  se  llama  .\  a la  al/scisa 
harizanlal  e V ala  ordeutula  rntieal  elil  j/inita  eimiatleis  tlenh.  it 
punto  6 romo  oríjin,  y en  seciiitla  esj/resamos  jmr  \'=  h'  L'  e y'=/-T, 
tas  rnontenadas  dtl  punto  análogo  con  nspecto  al  jiniilo  / ',  es  ui- 
dente  que  Icndreinos  las  rtlaewms 


)'=)',  \'-=srn  Itl'=S(  n B"l  ’'=stu 

representando  por  a la  ianjenie  trigonoinétriea  del  ángulo  Jl'JiW.  Y asi, 
eiitninidando  ele  aquí  los  rariables  ausiliares  y’,  nos  resultará  por 
equacion  ele  lee  transforenadei  rejeridei  al  oréjen  £, 


V = a sen  .\  ; o hien  V = alt  sen 


K 


rontanelo,  según  se  estila  en  el  análisis,  lees  sene/s  en  el  eereulo  eieejo  renjer 
es  lee  itnidetel,  y represcntanelo ]>or  II  el  radio  del  eilinetrode  ejue  tratamos. 
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finido  de  veces,  y habíamos  repetido  también  las  construcciones  ante- 
riores sobro  la  prolongación  de  la  recta  D”’D'’. 

224.  Construyamos  ahora  la  tanjente  de  la  transfomaada  í'aí  en  un 
punto  cnalqiiiera  fí.  Sabemos  (núm.  162,3.'')  que  esta  recta  es  la  posición 
que,  despucs  de  desarrollado  el  cilindro,  toma  la  tanjente  (MT,  M’Q)  de 
la  ciirba  primitiva;  y que  ademas,  el  ángulo  que  esta  tanjente  forma  Con 
la  arista  del  cilindro,  permanece  intariable.  De  aquí  se  sigue  que  el  tri- 
ángulo rect/ingiilo  formado  por  esta  tanjente,  la  vertical  (M,  M’H),  y la 
íuhtanjenie  MT,  permanece  también  invariable  de  forma,  y no  hace  mas 
que  jirar  al  rededor  de  esta  vertical  para  aplicarse  sobre  el  plano  del 
desarrollo;  es  por  consiguiente  suficiente  que  reproduzcamos  aquí  este 
triángulo  en  sus  verdaderas  dimensiones.  Pero  como  tenen^s  ya  la 
altura  fíM'’  =M’H,  si  tomamos  a M”T”  igual  a la  subtanjent^  MT,  la 
hipotenusa  T”ft  será  la  dirección  de  la  tanjente  que  buscamos. 

Podríamos  también  emplear  un  triángulo  rectángulo,  opuesto  por  el 
vértice  al  precedente,  y que  tuviese  por  lados  a la  vertical  (M,  M’A)  y a 
la  horizontal  (MS,  AH').  Este  triángulo  permanecería  también  de  forma 
invariable,  y bastaría  tomar  a jtti)=M7/,  y tirar  la  horizontal  ti^S”=MS; 
en  cuyo  caso  uniendo  los  puntos  S”  y (í,  obtendremos  una  recta  que 
deberá  hallarse  en  la  prolongación  de  T”ft. 

225.  Es  importante  notar  que  en  los  dos  puntos  (A,  A’)  y (D,  D') 
de  la  intersección  del  cilindro  con  el  plano  PQR’,  es  la  tanjente  a esta 
curba  paralela  a la  traza  PQ,  supuesto  que  el  mismo  plan  tanjente  del 
cilindro  en  A o en  1)  es  paralelo  a esta  traza.  De  aquí  resulta  que  en 
cada  uno  de  estos  puntos,  la  tanjente  de  la  sección  forma  un  ángulo 
recto  con  la  arista  del  cilindro;  y como  este  ángulo  debe  permanecer 
invariable  (núm.  162,  3.  ° ) en  el  desarrollo  de  la  superficie,  será  preciso 
que  en  los  puntos  a,  <J,  d’,  corte  también  la  transformado,  formando  án- 
gulot  recto»,  a las  verticales  A”a,  D”d,  D”’d’. 

226.  Finalmente  observemos  que  en  el  punto  g de  la  trasformada, 
haj  una  inflexión;  es  decir  que  si  construimos,  como  lo  hemos  hecho 
anteriormente,  la  tanjente  en  este  punto,  esta  línea  atravesará  a la 
curba,  dejando  el  orco  ga  encima  de  ella,  y al  gd  debajo.  Esto  no  obs- 
tante, no  debemos  mirarla  como  una  secante,  porque  bien  al  contrario 
tiene  en  este  punto  singuiar  un  contacto  mas  intimo  con  la  curba  que 
el  de  una  tanjente  ordinaria.  Con  afecto,  según  la  simetría  que  hemos 

18 
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probado  exi«tir  (núiii.  223)  entre  las  dos  partes  si  tiramos  por  el 

punto  6 una  recta  cualquiera  que  eiicuenlre  al  arco  inferior  en  esta  inis- 
nia  línea  necesariamente  cortará  al  arco  superior  en  otro  punto  , que 
estará  a la  nii.sina  distancia  de  § que  la  que  está  (i;  haciendo  en  seguida 
jirar  e.sta  secante  al  rededor  del  punto  S,  los  dos  punto  y <f  se  apro- 
ximarán siniuitáncamento  a g;  y cuando  (J  llegue  a confundirse  con  g, 
también  9 lo  habrá  verificado,  y en  el  mismo  instante.  En  lo  cual  vemos 
que  la  posición  límite  de  esta  secante  quedará  doierminada,  no  por  la 
reunión  de  dos  [luiitos  de  sección,  sino  por  la  de  tres  pantos  de  esto 
jéncro,  y así  esta  lanjoute  particular  nos  presentará  un  contacto  de 
xegumlo  orden,  cu  virtud  del  cual  tendrá  un  elemento  común  con  el 
arco  ga^y  también  otro  con  el  arco  g<í.  Ademas,  estos  dos  arcos  se  ha- 
llarán mi^nilicNtumcnte  al  ludo  opuesto  respecto  a la  taiijentc,  u cau- 
sa de  los  movimientos  contrarios  ijiie  simultáncumontc  toman  las  dos 
porciones  de  secante,  cuando  jira  al  rededor  del  punto  g;  por  consi- 
guiente, abrá  allí  una  iiifleccion  (*), 

Para  evitar  la  confusioa  de  las  líneas,  hemos  construido  esta  taujen- 


(*)  Es  coinrniente  obsertemos  que,  cualquiera  tjue  sea  la  base  de  un 
cilindro  cortado  ¡n>r  un  plano,  siempre  presentará  la  transformada  un 
punto  de  in  flexión  en  el  sitio  en  e/uela  ta líjente  a la  sección  primitira  era- 
la  línea  de  lainayor  pendiente  del  plano  secante,  a lo  intiios  cuando  las 
aristas  del  cilindro  son  verticales;  y en  jencral,  tendrá  lugar  esta  in- 
flexión  en  el  punto  en  que  la  tunjente  Jorinc  un  ángulo  niíuiino  con  las  Je- 
neratriees.  Con  efecto,  si  nos  referimos  a la  Jig.  49  y suponenws  efectua- 
do ti  desarrollo  del  cilindro  sobre  el  plano  tunjente,  que  es  la  prolonga- 
ción del  elemento  superjieial  ABB’A’,  réremos  que  si  el  ángulo  BMINP 
esa  un  mismo  tiempo  menor  que  los  ángulos  B'M’.M”  y LK.M,  el  lado 
WW' vendrá,  después  del  desarrollo,  a caer  encima  de 'VS\t,  en  tanto 
que  el  lado  \IK  permanecerá  encima.  Así  mismo,  tendria  lugar  una  in- 
flexión contraria,  si  el  ángulo  B.M.M’  fuese  máximo; pero  este  enunciado, 
está  compreliciulido  en  el  otro,  porque  la  tanjente  forma  con  la  arista 
un  ángulo  agudo  u obtuso  de  los  cuales  el  primero  es  mínimo  y el 
segundo  máximo.  Esta  inta-esantc  obscrrecion  la  debemos  a M.  Tá,. 
Olivicr, 
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U3  singular  exi  el  punto  aiiúlo^oy,  toiiiaiido  la  subtniijcme  C’‘0”iirual  n 
C9,  y uiiicndu  loa  puntos  y y 0’’.  , 

227.  ¥Á  desarrollo  de  un  cilindro  es  una  operación  que  nereanriamente 
se  emplea  en  ciertas  art<!S.  Si,  por  ejemplo,  queremos  fonnarini  tuljo  ci- 
lindrico de  planchas  de  fierro  o de  hojadelatn,  de  modo(|ue  se  termine  en 
dos  planos,  uno  de  elloa  perpendicular,  y otro  inclinado  a su  lonjitud,  es 
preciso  para  cjecnturlo  trazar  en  la  hoja  de  metal,  cstaxido  todavía  plana 
la  curba  ¡i'a.5,  y recortar  esta  hoja  al  largo  de  esta  enrba,  (¡uitando  des- 
pués la  parte  superior;  hecho  esto,  podemos  estar  seguros  di'  que  cn- 
eorbando  lo  demás  do  la  hoja  de  metal  por  medio  de  un  yungtio  ci- 
lindrico, el  l>ordo  superior  nos  presentará  la  forma  de  una  curba  jdana, 
que  tendrá  la  inclinación  ipie  por  la  cuestión  se  exija. 

Así  mismo,  si  después  de  haber  ejecutado  en  madera  o piedra  un 
cilindro  recto,  quisiéramos  que  terminase  en  un  plano  inclinado,  seria 
preciso,  para  conseguirlo,  construir  sobre  un  cartón  flexible  el  desarrollo 
de  este  cilindro  con  la  transformada  d’aí  de  la  sección  de  que  se  trata; 
y en  seguida  recortar  este  cartón  segnn  esta  curba,  y cnrrollarlo  des- 
pués sobre  el  cilindro.  En  este  estado,  el  borde  de  este  cartón  enrrollado 
adquirirá  la  forma  que  conviene  dar  a la  sección  {icdida , y po- 
dremos trazar  ésta  sobre  el  sólido  siguiendo  con  un  lápiz  el  borde  de 
este  cartón  arrollado;  de  modo  que  como  el  obrero  conoce  por  este  me- 
dio el  contorno  de  la  parte  del  sólido  que  debe  quitar,  podrá  rematar  su 
obra  con  toda  la  exactitud  deseable.  Hallarémos  frecuentes  aplicación 
nes  de  este  procedimiento  en  la  cantería  y carpintería. 

238.  , Otiia  solucio  de  la  intersección  de  un  cilindro  recto  con  un 
plano. 

Pnedo  mui  bien  suceder  que  alguna  circunstancia  do  la  cuestión  im-  ng.  59. 
pida  que  tomemos  el  plano  vertical  de  proyección  perpendicular  al  pla- 
no secante;  en  tal  caso,  este  último  tendrá  por  trazas  las  rectas  cuales- 
quiera PQ.  y QR’,  y el  cilindro  estará  siempre  representado  por  la  liase 
ABÜC,  y las  dos  verticales  UU’  y VV’que  forman  su  contorno  aparen- 
te sobre  los  planos  fijos.  En  este  caso,  sigamos  el  método  jencral  del 
iiúm.  210  y cortemos  al  cilindro  y al  plano  dado  PQR’  con  varios  p/anos 
horizontales,  como  el  K’N'M’;  este  tendrá  por  sección  en  el  plano  dado, 
ana  horizontal  (K’M’,  KM),  y por  sección  en  el  cilindro  una  curba 
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proyectada  sobre  la  base  ABDC;  por  consiguiente,  los  puntos  M y N, 
que  son  comunes  a estas  dos  secciones  ansiliares,  sobre  el  plano  hori- 
zontal, estarán  proyectadas  sobre  K’M’,  y nos  darán  a conocer  dos  pun- 
tos (M,  M’)  y (N,  N’)  de  la  intersección  pedida.  Las  otros  se  obtendrán 
de  un  modo  enteramente  semejante,  tirando  a discreción  paralelas  a la 
línea  de  tierra,  tales  como  A’L’,  E'F’ 

229.  Pero  es  mejor  que  interpretemos  de  otro  modo  estos  construc- 
ciones, diciendo  que  a discreción  se  tiren  plano*  autiliare»  que  sean  r«r- 
ticale*  y paralelos  a la  traza  PQ,  como  el  MNK;  en  cuyo  caso  este  pla- 
no vertical  cortará  al  plano  PQR’  según  la  horizontal  (KM,  K’M’),  y al 
cilindro  según  dos  jeneratrices  proyectadas  sobre  XN’  e YM’;  (lor  con- 
siguiente, el  encucutro  de  estas  últimas  con  la  línea  K’M’  nos  dará  dos 
puntos  (M,  M’) y (N,  N’)  de  la  intersección  pedida.  Esta  marcha  nos 
proporcionará  la  ventaja  de  poder  hallar  directamente  ciertos  punto» 
notables,  que  es  mui  importante  construir  con  preferencia  a otros  que  es- 
tén mui  próximos  b ello. 

1.  ° Si  aplicamos  este  método  a la  indagación  de  los  puntos  situados  so- 
bre las  aristas  (A,UÜ’)  (D,  VV’),  qoe  forman  el  contorno  aparente  del 
cilindro  sobre  el  plano  vertical,  hallarémos  por  resultado  los  puntos  A’ 
y D’  que  separan  la  parte  risible  de  la  intersección  hallada,  de  la  parte 
invisible',  y en  estos  puntos  deberá  tocar  la  proyección  vertical  A’B’D’C’ 
a las  dos  rectos  UU’  }'  VV’.  Con  efecto,  la  tanjente  de  la  curba  situada 
en  el  espacio  tirada  por  el  punto  (A,  A’),  está  precisamente  colocada  en 
el  plano  tanjente  al  cilindro  qne  lo  toca  en  todo  el  largo  de  la  arista 
(A,  UU’);  pero  esto  plano  es  en  el  caso  presente  perpendicular  al  plano 
vertical,  y por  consiguiente  la  tanjente  en  cuestión  está  proyectada  so- 
bre su  traza  UU’,  la  cual  debe  también  tocar  a la  curba  A’B’D’Cr;  por- 
que hemos  demostrado  (núm.  102)  que  una  curba  y su  tanjente  debían 
también  ser  tanjentes  una  a otra,  cuando  se  las  proyectaba  sobre  un  mis- 
mo plano. 

2.  El  punto  mas  alto  y el  mas  bajo  de  la  curba,  es  decir,  aquellos 
en  que  la  tanjente  es  horizontal,  se  obtienen  determinando  las  aristas  B y 
C en  que  el  plano  tanjente  del  cilindro  es  paralelo  a la  traza  PQ.  Con 
efecto,  sí  después  de  haber  conducido  en  esta  dirección  la  tanjente  BI  de 
la  base  ABDC,  y de  haber  construido,  según  lo  hemos  hecho  arriba,  el 
punto  (B,  B’)  de  la  sección,  queremos  hallar  la  tanjente  relativa  a este 
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piiHto,  necesitaremos  para  ello  (núm.  213)  determinar  la  intersección 
del  plano  PQR'  con  el  plano  vertical  BU’  que  toca  al  cilindro  en  (B,  B'); 
pero  como  estos  dos  planos  tienen  sns  trazas  paralelas,  se  cortamn  pre- 
cisamente según  una  horizontal  I’B’,  que  será  la  tanjentc  en  el  punto 
B’.  lista  línea  es  también  un  límite  de  la  curba;  j otro  límite  será  la 
tanjentecn  el  punto  (C,  C’), que  así  mismo  será  horizontal.  ' 

230.  Conoceremos  la  tanjente  en  un  punto  cualquiera  (M,  M’)  por 
medio  de  la  intersección  del  plano  PQR’,  con  el  plano  tanjente  al  cilin- 
dro en  todala  estension  de  la  arista  vertical  M;  y como  este  plano  tiene 
portruzaa  la  recta  MT,  que  encuentra  a PQen  el  punto  T,  síguese  que 
sin  hallar  la  segunda  traza  de  este  plano  tanjente,  estamos  ciertos  que 
T es  la  traza  horizontal  de  la  tanjente  pedida.  En  virtud  de  esto,  si 
proyectamos  este  punto  a la  línea  de  tierra,  y le  unimos  con  el  punto 
de  contacto,  hallarémos  que  TM  y T’M’  son  las  proyecciones  de  la 
tanjente. 

231.  Podríamos  ejecutar  eZ  aftatimiVato  de  la  curba,  haciendo  jiror 
el  plano  PQR’  al  rededor  de  su  traza  PQ,  para  abatirlo  sobre  el  plano 
horizontal;  y como  en  este  movimiento  de  revolución,  no  saldrá  el  pun- 
to arbitrario  (M,  M’)  fuera  del  plano  vertical  PM,  que  es  perpendicular 
a la  charnela  PQ,  será  snficicnte  determinar  (núm.  17)  la  distancia  del 
punto  P al  punto  (M,  M’)  y transportar  en  seguida  esta  distancia  sobre 
PM  prolongada,  para  obtener  la  posición  del  punto  (M,  M’)  en  el  aba- 
timiento. Los  demás  puntos  se  hallan  de  un  modo  enteramente  se- 
mejante. 

Pero  es  mucho  mejor  abatir  el  plano  PQR’  sobre  el  plano  vertical, 
moviéndolo  al  rededor  de  su  traza  QR',  porque  en  este  caso  cada  hori- 
zontal, como  (KM,  K’M’),  conservará  su  magnitud  absoluta  que  es  K.M, 
y será  paralela  a la  posición  que  tome  la  traza  PQ  después  del  abati- 
miento. J*ara  hallar  esta  posición,  figurémonos  que  se  ha  prolongado  la 
recta  (BC,  B’C’)  hasta  los  puntos  S y R’,  en  que  encuentra  a las  dos 
trazas  del  plano  PQR’;  y observemos  que  esta  recta,  cuya  verdadera 
magnitud  es  el  abatimiento  R’S”,  forma  parte  de  un  triángulo  rectángulo, 
cuyos  otros  ((os  lados  son  QS  y QR’.  Si  ahora  constniimos  con  estos  tres 
lados  el  triángulo  QR’«,  tendremos  que  la  base  Qsp  será  el  abatimiento 
de  la  traza  QSP;  en  este  caso,  si  tiramos  paralelas  a esta  línea  Qt/i,  y 
tomamos  las  distancias 
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r¿=rii,  Z’«=ZA,  Z7=ZL,  k«=kn,  k’«;==k,m,.... 

Imllaróinus  una  serie  de  puntos,  que  reunidos  por  un  trazo  continuo, 
nos  darán  la  curlm  hlmciU-fab,  que  es  /«  rerdudera  wagniUul  dfc  la  in- 
tersección del  cilindro  y del  plano  PQR’. 

Kn  cuanto  u la  taiijente  de  este  abntiiuicnto,  será  preciso,  para  fijarla, 
tomar  Ja  distancia  U/=UT,  y unir  el  punto  t con  m por  medio  de  la 
recta  tm. 

232.  El  dcmrrollo  de  la  superficie  se  efectuará,  como  en  el  núni. 
222,  trasladando  a una  recta  indefinida  lonjitudcs  igualcíi  a los  arcos 
rectificados  de  la  b.ase  AI$l)C,  sirviéndonos  para  ello  de  cuerdas  muí 
pequeñas,  a saber: 

B”L”=IJL,  L’3r  =LiVí,M”E”==:ME,  E’  ir=ED;.... 

levantarémos  cu  seguida  por  los  puntos  de  división  ordenadas  iguales 
a las  porciones  corres[Mmdicntes  de  las  Jeneratriccs,  es  decir: 

B”6=GB,  L”d=HL’,  INI  >=YM’,  D”Í=VD,.,.. 

y lacurbagyiueíy^aS”  será  la  trauxfarmada  de  la  sección  del  cilindro. 

La  tanjente  de  esta  transformada  en  el  punto  es  la  misma  en  (pie 
se  convierte  la  tanjente  primitiva  (MT,  M’T')  después  del  desarrollo  ¡ 
y como  esta  última  es  la  hipotenusa  de  un  triángulo  rectángulo  que  tiene 
por  basen  MT  y por  altura  a A’M’,  y cuyos  ángulos  pernmneceii  ade- 
mas inmriables  (núm.  162),  no  habrá  mas  <|ue  tomar  la  subtanjente 
M”T”=MTy  tirar  la  recta  T"/t.  Esta  línea  deberá  tocar  a la  transfur- 
mada  en  ¡i,  cuyo  punto  se  halla,  en  el  caso  presente,  bastante  cerca  de 
la  inf1e.\ion;  ijue  en  la  actualidad  está  en  e,  en  virtud  de  (pie  {nota  del 
núm.  226)  el  punto  (E,  E'),  es  inanificstameiitc  eljiuntocn  (¡no  la  tan- 
jeute  de  la  sección  es  perpendicular  a la  traza  horizontal  l’ti^del  pla- 
no secante,  y ipie  según  esto  esta  tanjente  es  la  línea  de  la  mai/ar  jien~ 
diente  del  plano,  respecto  al  punto  (E,  E’). 

l’noiii.EM.t  2.  Hallarlos  punto»  de  sercion  de  un  plano  cualejuiera 
PCiR’  con  una  curba  cuyas  proyecciones  son  ABCDEF  y .\'*B’C'1)’E’F’. 

233;  Este  problema  está  enteramente  comprehendido  en  el  proce- 
dente, porque  si  nos  figuramos  el  cilindro  vertical  que  proyecta  a la  cur- 
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hadada  spgiin  AHCDlíF,  y construimos,  como  cii  cl  iiúm.  228,  la  pro- 
yección vertical  A”li”C‘’D”E’’  de  la  intersección  de  este  cilindro  con  el 
plano  FQll’,  es  evidente  que  los  puntos  que  buscamos  deberán  hallarse 
sobre  e.«ta  intcrsccciou;  y como  también  se  hallan  sobre  la  curba  dada, 
no  tciidréinos  mas  que  examinar  si  estas  dos  curbas  so  encuentran  cu 
alguna  parte  sobre  cl  plano  vertical.  En  el  cuso  presente  tienen  los  tres 
puntos  comunes  L’j  ]\r,  y X’  que  proycctarémos  sobre  el  plano  horizon- 
tal a L,  M,  y N;  y estos  tunibicn  son  los  puntos  en  que  el  plano 
I’QR’  corta  a la  curba  propuesta.  Es  cierto  que  hai  otro  cuarto  punto  de 
encuentro  entre  lu.s  proyecciones  verticales;  jien»  reconocemos  con  su- 
ma facilidad,  que  .este  [Hinto  no  os  común  a las  dos  curbu.s,  poripie  cae. 
ri-specto  a la  umi  sobre  el  arco  CD,  y respecto  a la  otra  sobro  el  DE. 

Con  el  objeto  de  hacer  resaltar  mejor  la  situación  de  los  diversos  pun- 
tos do  la  línea  de  doble,  curbatura,  hemos  puntuado  los  arcos  de  cur- 
ba que  se  hallan  debajo  del  plano,  porque  miramos  a este  como  rcal- 
mento  czís/oifc;  pero  no  es  lo  iiiismo  con  el  depurado  59,  en  que  el  pla- 
no secante  está  conibinado  con  una  superficie,  y en  donde  hemosdebi- 
do,  según  el  convenio  jeneral  establecido  en  el  núin.  108,  mirar  a esto 
plano  como  sustraída,  después  <le  haber  cortado  al  cilindro. 

234.  En  el  problema  procedente,  y en  los  cuestiones  análogas,  se 
da  algunas  veces  a la  curba  ansiliar  A’’B"D”....  el  nombre  de  curba  de 
inda^aciono curba  de  error,  porque  las  construcciones  (juc  hemos  em- 
pleado pueden  presentarse  bajo  el  punto  de  vista  siguiente.  Si  cl  punto 
incógnito,  cu  (jue  la  curba  |)ro|)uesla  penetra  al  phuio  PQR’,  estuviese 
|)royectado  en  B,  cuyo  punto  clejimos  arbitrariamente  sobre  la  proyec- 
ción horizontal  .VBC  D....,  seria  indispensable  que  tirando  por  este  punto, 
considerado  como  perteneciente  al  plano,  una  paralela  (BK,  K’B”)  a la 
traza  PCi,  fuese  esta  recta  n pasar  por  el  punto,(B,  B’)  do  la  curba;  y como 
esta  paralela  nos  da  a B”  en  lugar  de  B’  por  proyección  vertical  del  pun- 
to B,  síguese  que  la  hi[>ótesis  de  donde  hemos  partido  es  un  error.  Re- 
pitiendo un  ensayo  semejante  con  el  punto  C,  hallnrénios  otro  error  en 
sentido  opuesto,  porque  obtendremos  una  proyección  vertical  C”  situa- 
da mas  arriba  que  C’;  do  donde  concluimos  que  el  verdadero  ])iiitto  que 
buscadnos  está  cutre  B y C,  y que  reiterando  scinejantes  ensayos  res- 
pecto a los  puntos  intermedios,  concluiríamos  por  recaer  en  el  punto  de 
sección  (M,  .M').  Pero  en  lugar  de  tratar  de  hallar  inmediatamente  este 
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punto  exacto  por  medio  de  tanteos  repetidos,  es  mueho  roas  cómodo 
construir  cierto  número  arbitrario  de  puntos  de  la  curia  de  error,  y unir- 
los en  seguida  por  medio  de  un  trazo  continuo,  cuyo  encuentro  con  la 
curba  propuesta  nos  dará  el  punto  pedido  (M,  M’). 

Problema  3.  Dado  un  rilindro  oblicuo  de  base  cualquiera,  hallar: 
1.  ° las  proyecciones  de  la  seccio-N  recta  de  este  cilindro:  2.  ° el  aba- 
timiento  de  esta  sección:  3.  ® el  desarrollo  de  la  superficie  y la  transfor- 
mada de  la  curba  que  le  servia  de  base;  con  las  tanjentes  a estas  diversas 
curbas. 

rii;.60.  135.  Sea  ABCD  la  base  del  cilindro  que  supondréinos  plana,  y cu- 

yo plano  adoptaremos  por  plano  horizontal  de  proyección:  sea  ademas 
(EE",  E’E’”)  la  dirección  de  las  jeneratrices.  Tirando  en  este  caso  las 
tanjentes  BB”  y DD’’  a la  base,  paralelas  a EE’’,  estas  serán  las  trazas 
do  los  dos  planos  tanjentes  verticales,  y por  consiguiente,  estas  dos  rec- 
tas formarán  el  contorno  aparente  del  cilindro  sobre  el  plano  horizon- 
tal (núm.  106);  en  tanto  que  las  tanjentes  EE’  y FF’,  perpendiculares 
a la  línea  de  tierra,  darán,  por  contorno  aparente  sobre  el  plano  verti- 
cal a las  jcneralrices  E’E’”  y F’F’",  que  no  son  otra  cosa  que  las  trazas 
de  dos  planos  tanjentes  perpendiculares  al  plano  vertical.  Suponemos 
ademas  que  el  cilindro  está  terminado  y cerrado  por  dos  planos  hori- 
zontales E’F’  y E’”F’”,  lo  quo  hará  que  sean  invisibles  sobre  el  plano 
horizontal  las  aristas  CC”  y FF”,....  y manifestará  de  un  modo  mas 
sensible  la  situación  de  estas  aristas  inferiores.  Para  hacer  ver  mejor 
la  forma  do  la  supcrfície,  mirarémos  a todas  las  ari.stas  que  tengamos 
necesidad  de  emplear,  no  como  líneas  ausiliares,  sino  como  jeneratri— 
ers,  quo  representadas  por  líneas  seguidas  o punluadtis,  nos  harán  dis- 
cernir las  partes  superiores  o anteriores  de  las  que  les  son  opuestas  en 
la  superficie. 

236.  Sentado  esto,  como  sabemos  que  la  sección  recta  o sección  or- 
togonal do  un  cilindro,  es  la  curba  trazada  sobre  esta  superfício  por  un 
plano  secante  perpendicular  a las  jeneratrices,  y que  ademas  todas  los 
secciones  paralelas  dadas  a un  cilindro  son  idénticas,  tiremos  por  un 
punto  cualquiera  Q de  la  línea  do  tierra,  las  trazas  PQ  y Qli’  respec- 
tivamente perpendiculares  a las  proyecciones  de  las  jeneratrices,  y halla- 
remos la  intersección  de  la  supcrfície  con  el  plano  PQR’.  Para  obtener 
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eata  intersección,  cortaremos  a las  dos  superficies  con  diferentes  planos 
ausiliares  que  todos  sean  verticales  y paralelos  a las  aristas  del  cilindro, 
porque  de  este  modo  no  tendremos  mas  que  hacer  que  combinar  sec- 
ciones rectilíneas;  ademas,  con  el  fin  de  simplificar  la  operación  ulte- 
rior del  desarrollo,  será  bueno  conducir  estos  planos  por  puntos  de  la 
base  qne  estén  de  dos  en  dos  sobre  las  cuerdas  GM,  KL,....  paralelas  a 
la  traza  PCI.  Una  vez  admitidas  todas  estas  disposiciones,  podrémos  ope- 
rar de  dos  modos. 

237.  Primer  método.  Sean  GKI  e II’  las  trazas  del  plano  secante 
vertical : estas  encontrarán  a las  del  plano  PQR’  en  los  puntos  K e 1’; 
por  consiguiente,  la  intersección  de  estos  dos  planos,  es  la  recta  (Gl, 
PK’);  pero  como  es  importante  determinar  esta  línea  con  mucha  exacti- 
tud, en  virtud  de  qne  para  los  otros  planos  ausiliares  será  manifiesta- 
mente suficiente  tirar  paralelas  a l’K’,  vamos  a construir  otro  tercer  punto 
de  esta  recta.  Determinemos,  por  ejemplo,  el  que  está  proyectado  en  S; 
y para  ello,  imajinemos  tirada  por  este  punto  una  horizontal  paralela  a 
la  traza  PQ.  Esta  paralela, que  necesariamente  estará  contenida  en  el 
plano  PQ.R’,  tendrá  por  proyección  horizontal  a SR,  y penetrará  al  pla- 
no vertical  en  R’;  luego  R’S’,  paralela  a la  línea  de  tierra  es  sn  proyec- 
ción vertical;  y si  referimos  el  ponto  S a S’,  este  (iltimo  deberá  pertene- 
cer a la  recta  I’K’S’. 

Ademas,  el  mismo  plano  ausiliar  GKI  ha  debido  cortar  al  cilindro 
según  dos  aristas,  cuyos  pies  se  hallan  en  G y H,  y que,  por  consiguien- 
te, están  proyectadas  verticalnrente  en  G’G"y  H’II”;  en  virtud  de  esto, 
el  encuentro  de  estas  dos  rectas  con  la  sección  K’S’  nos  producirá  dos 
puntos  g'  y h'  de  la  proyección  vertical  de  la*  curtía  pedida.  En  seguida, 
los  proyectorémos  sobre  GIIK  & g y h,  que  serán  dos  puntos  de  la  pro- 
yección horozontal  de  la  misma  curba. 

Consideremos  ahora  otro  plano  secante  MNV.  Este  corta  al  plano 
PQR’  según  una  recta  cuya  traza  es  (V,  V);  y sin  determinar  mas  pun- 
tos, estamos  ciertos  que  esta  sección  es  V’m’  paralela  a K,S’;  y en  segui- 
da, como  este  plano  MNV  corta  también  al  cilindro  según  las  dos  aris- 
tas M’M”  y N’N”  que  encuentran  a la  recta  V’ia’  en  m’  y n,  estos 
serán  también  dos  nuevos  puntos  de  la  curba  que  buscamos,  que  habrá 
en  seguida  que  proyectar  horizontalmcnte  sobre  MV  en  m yen  n.  Apli- 
cando este  mismo  procedimiento  a otros  planos  secantes,  hallarémos 
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[>or  rcsiiltndo  las  proyecciones  ambncd  y u'm'b'n'c’d'  de  la  sección  orto- 
gonal del  cilindro. 

FIO.  00  2¡58.  iif^undo  mílodo.  i?ea  ACY  un  planovertical  paralelo  a las  aris- 

tas del  cilindro:  este  corta  a la  bu[I!  rficie  según  las  dos  jencratrices  que 
salen  de  los  puntos  A y C;  y al  [llano  PQR’  según  una  recta  que  parte  del 
punto  V,  y es  perpendicular  u estas  jeneratrices;  luego,  si  abatimos  este 
plano  secante  al  rededor  de  AY,  toinando  la  allura  Y’Z’  desdo  Y a Z”, 
tendrénios  que  la  recta  AZ”  y su  paralela  Ce”  serán  lus  nuevas  posicio- 
es  de  las  joueratrices,  y la  perpendicular  Yc”a”  bajada  a estas  líneas, 
nos  dará  a conocer  los  abatimientos  a"  y c"  de  dos  puntos  de  la  curbn 
' que  buscamos.  Respecto  a cualquiera  otro  plano  secante  MNV,  será 
suficiente  tiremos  las  M/«”  y paralelamente  a AZ”;  y la  recta  Ym''‘ 
paralela  a Ya",  que  nos  dará  también  loa  abatimientos  m"  y «”  de  dos 
nuevos  [luiitos  de  la  sección  recta  del  cilindro.  Será  supérlluo  trazar  las 
proyecciones  do  esta  curba,  en  vista  de  que  los  abatimientos  obtenidos 
de  este  modo  bastarán,  según  vamos  a ver,  para  consiruir  la  verdadera 
magnitud  de  estacurba,y  para  ejecutar  el  desarrollo  del  cilindro,  que 
es  el  objeto  principal  del  presente  problema  (*). 

Sin  embargo,  si  de  aquí  queremos  deducir  las  proycecioiics  de  la  sec- 
ción recta,  no  tendrénios  mus  que  trasladar  los  puntos  a",  c",  m”,  n” 

a los  a,  c,  m,  n [lor  medio  de  pcrpcudiculare.s  a la  charnela  AY',  y en 

seguida  proyectar  estos  íiltiinos  puntos  a <i’,  c, »»’,  sobre  las  pro- 

yecciones verticales  de  las  jeneratrices  correspondientes. 

ría.  co  239.  llai  jmntos  notables  que  es  preciso  construir  con  preferencia 
a cualesquiera  otros,  aunque  estén  próximos  a ellos;  y haremos  mui  bien 
en  principiar  por  estos  la  con<$trucGÍon  del  depurodo. 


(* ) Este  método  injenioso,  debido  a M.  Th.  Olivier,  tiene  a reducir- 
se a tomar  el  plano  vertical  de  proyección  paralelo  a las  aristas  del  ci- 
lindro, y jnesenta  ventajas  que  se  hacen  sensibles  en  las  operaciones  de 
los  níim.  24J  tj  243.  Sin  embarco,  si  se  tratase  de  obtener  la  intersección 
de  un  cilindro  oblicuo  con  un  plano  cualquiera  que  no  fuese  perpendicu- 
lar a las  jeneratrices,  sería  mejor  seguir  el  primer  método,  y esta  es  la 
razón  porque  lo  hemos  conservado  aquí,  con  solo  el  objeto  de  enseñar  como 
debemos  operar  en  semejante  caso. 
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1.  ^ Si  aplicamos  cualesquiera  de  los  dos  inélódos  prcccdeiites  a las 
aristas  HB”  y DD  ’,  qub  forman  el  contorno  aparento  sobre  el  jiluno 
horizontal,  hallaremos  los  puntos  (Ji,  b')  y (r/,  (f  ),  en  los  cuales  deberá 
tocar  la  curbn  n las  ari.stns  do  que  tratamos,  pero  esto  ,Wo  en  la  proijec- 
cion  horizontal.  Con  efecto,  nnn  cuando  en  el  espacio  sean  mui  dife- 
rentes una  de  otra  la  taiijente  a esta  curha  y la  arista  del  cilindro,  por- 
que en  el  caso  presunto  son  pcrpendicnlarcs,  sin  embargo,  estas  dos 
rectas  están  situadas  ámbns  en  el  plano  tanjnnto,  que  evidentemente  es 
vertical  respecto  al  punto  (á,  //);  de  aquí  se  signe  que  en  la  proyección 
horizontal  deben  coincidir;  luego  en  el  caso  actual  está  proyectada  In 
tnnjcntu  sobro  BB”;  y por  consiguiente  (níim.  102),  esta  línea  debe  tocar 
a la  proyección  horizontal  de  lacurba. 

Observemos,  ademas,  (|Ue  estando  situados  los  puntos  hyd  sobre  el 
contorno  ajuirente  de  la  superficie  con  rcs[»ecto  ni  plano  horizontal,  for- 
marán, para  el  observador  que  considera  esta  proyección,  los  límites 
que  separan  la  ruma  visible  bad  de  los  de  la  invisible  brd, 

2.  * Aplicando  también  el  procedimiento  jeucral  a In  indagación  de 
loa  puntos  situados  sobre  las  nristn8E'E’”y'P’P’’,  que  forman  el  contor- 
no aparente  sobre  el  plano  vertical,  obtendrémos  los  puntos  (e,  <•’)  y 

en  los  cuales  será  tocada  la  proiicccion  tertiral  de  la  curbn  por  es- 
tas rectas.  Este  contacto  resulta  también  de  que  la  taujentodo  la  ciirba 
en  el  e.s|mcio  y la  arista  del  cilindro,  e.stán  ámbn.s  en  un  plano  tanjente 
que  en  el  caso  que  nos  ocupa,  es  perpendicular  al  plano  vertical,  y por 
consiguiente,  la  proyección  vertical  de  la'  tanjente  coincide  con  la  de  la 
arista  del  cilindro.  Ademas,  los  puntóse’ y j’’  serán  aquí  los  límites  que 
separan  la  ruma  visible  ca'tn'f  de  la  que  os  inVisrble  e'd'h'f  para  el  ob- 
servador que  considera  la  proyección  vertical. ^ 

3.  * Para  hallar  el  punto  mas  alto  y el  mas  bajo  i\fí  la  curbn,  es  decir 
los  dos  puntos  en  que  su  tanjente  es  hutizont-al,  es  preciso  en  primor 
lugar  hallar  en  la  base  ABCD,  sea  cual  fuere  su  forma,  los  puntos  A y 
C eii  que  la  tanjente  es  paralela  a la  traza  horizontal  PQ  del  plano  (jue 
corta  al  cilindro  : heho  esto,  si  construimos  por'ol  procedimiento  jcneral 
el  punto  (ii,  a')  de  la  intersección  que  estará  situada  sobre  la  ari.sta  A A”, 
decimos  que  la  tanjente  en  este  punto  será  horizontal.  Con  efecto,  esta 
tanjente  debe  scr(núm.  213)  la  intersección  del  plano  PQR' con  el 
plano  tanjente  que  toca  al  cilindro  en  itodo  el  largo  de  la  arista  A A"; 
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perú  por  liipótesi»,  la  traza  horizontal  AO  de  este  último  plano  es  parale- 
la a l’Q.;  luego  estos  dos  planos  no  se  pueden  cortar  sino  según  una 
recta  paralela  u PQ,  es  decir  horizanttil.  Lo  mismo  nos  sucederá  con  la 
arista  CC”,  que  nos  dará  un  punto  (c,  c')  en  que  también  es  horizontal  la 
tnnjente  de  la  intersección.  La  determinación  de  estos  dos  pniitos  es 
mui  esencial,  ¡rara  trazar  la  curba  con  facilidad  y exactitud,  sobre  los 
planos  do  proyección. 

240.  Construyamos  ahora  la  tanjente  de  la  intersección  en  un  punto 
cualquiera  de  ella  (m,  m').  Lste  punto  se  halla  sobre  la  arista  Mm;  y el 
plano  tanjente  ai  cilindro  en  toda  la  estension  de  esta  jencratriz  tendrá 
por  traza  horizontal  a In  tanjente  MT  a la  base;  si  prolongamos  esta 
recta  hasta  qtic  corto  a PQ  en  T,  esto  será  un  punto  de  la  ietcrscccion 
del  plano  tanjente  con  el  plano  de  la  curba,  cuya  intersección  no  es 
otra  cosa  (|uo  la  tanjente  que  buscamos  (núm.  213).  Luego  uniendo  el 
punto  de  contacto  (m,  m’),  que  es  ya  conocido,  con  el  puntoT  que  se  pro- 
yecta verticalmente  en  T’  sobre  la  línea  de  tierra,  obtendremos  a Tm  y 
T’/«’  por  proyecciones  de  la  línea  pedida. 

241.  Ahatimiento.  Para  hallar  la  intersección  en  su  verdadera  forma, 
abatamos  el  plano  PQR’ sobre  el  plano  horizontal,  haciendo  jirar  al 
primero  ni  rededor  do  su  traza  PQ;  hecho  esto,  hallemos  lo  que  sucede 
al  punto  arbitrario  (>n,  m’)  de  la  curba.  Este  punto  no  saldrá  del  plano 
vertical  //(V,quoes  perpendicular  a la  charnela;  y como  la  distancia  mas 
corta  de  él  u esta  recta  es  evidontcmtc  la  línea  (mV,  m’V’),  no  tenemos 
mas  que  valuar,  sirviéndonos  del  procedimiento  del  núm.  17,  la  verda- 
dera lonjitiid  de  esta  línea,  y trasladarla  en  seguida  desde  V a p,  y este 
último  punto  será  el  abatimiento  de  (w, »«’).  Pero  observemos  que,  si 
se  ha  empleado  el  método  del  núm.  238,  conoccréraos  inmediatamente 
la  verdadera  lonjitud  que  buscamos,  porque  esta  evidentemente  es 
Vw”;  de  modo  que  describiendo  con  esta  recta  por  radio,  un  arco  de 
círculo,  este  irá  a cortar  a la  línea  VM  en  el  punto  pedido  p.  Así  mismo, 
loa  arco.s  de  círculo  descritos  con  los  radios  Ya”  e Ye”,  nos  darán  los 
puntos  a y y:  y sirviéndonos  de  procedimientos  enteramente  iguales, 
obtendrémos  la  curba  adPSt'íV^  abatimiento  de  la  seceion  recta 
del  cilindro. 

242.  Como  la  tanjente  (mT,  rn’T’)  de  la  curba  primitiva,  tiene  su 
pie  T situado  sobre  la  charnela  PQ,  este  punto  permanecerá  inmóvil 
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inióntra.s  dura  el  movimiento  de  rotación;  y como  el  panto  de  contacto 
(m,  m’)  8R  lia  trasladado  a ¡i,  síguese  de  aquí  que  Tja  es  el  abatimicntode 

la  tanjente,  cuya  línea  deberá  tocar  exactamente  a la  curba  en 

el  punto  ¡i. 

‘i4íí.  Desarrollo.  Hemos  demostrado  (núm.  1G6)  que,  entre  todas 
las  curbas  planas  trazadas  sobre  un  cilindro  cualquiera,  la  sección  orto- 
gonal era  la  única  que  después  de  efectuado  el  desarrollo  de  la  super- 
ficie, se  transformaba  en  linea  recta.  Por  consiguiente,  no  bastaba  en  el 
caso  presente  conocer  la  base  ABCD  del  cilindro,  para  estar  en  estado 
de  desarrollarle;  sino  que  es  preciso  conocer  la  sección  recta  (abed, 
a'b'c'(T),  y aun  construir  el  abatimiento  «S'/í  de  esta  curba,  con  el  objeto 
de  poder  medir  cada  uno  de  los  arcos  od,  d/4,....  y trasladar  sus  lonjitu- 
des  rectificadas  unas  a continuación  de  otras,  sobre  una  misma  recta  (♦). 
De  este  modo,  suponiendo  que  se  abre  el  cilindro  a lo  largo  de  la  arista 
AA”,  tomaremos  sobre  una  recta  indefinida  xy  las  distancias 

a^,=ad,  l^,Ss=M6, 6^s=6i',-..; 

y levantaremos,  en  seguida,  por  todos  loa  puntos  de  división  perpendi- 
culares indefinidas  a la  recta  rt/,  estas  serán  (núm.  161)  las  posicionos  do 
las  jeneratrices  después  de  efectuado  el  desarrollo.  Para  hallar  en  se- 
guida la  curba  en  que  se  transforma,  por  esta  operación,  la  base  in- 
ferior ABCD,  será  preciso  tomar  sobro  ostas  perpendiculares,  las  lonji- 
tudes  de  las  diversas  porciones  de  jeneratrices  coroprehendidas  entre  es- 
ta baso  y la  sección  recta,  las  cuales  tienen  por  proyecciones  a 

(Aa,  AV),  (Ll,  LY),  (Mm,  M’w’),.... 
que  pueden  valuarse  por  el  procedimiento  del  núm.  17.  Pero  aun  aquí 
presentará  una  ventaja  sensible  el  método  del  núm.  238,  porque  nos 
dará  inmediatamente  por  valore's  de  estas  lonjitudes,  las  siguientes  rec- 
tas abatidas 


C*J  Hemos  dicho  ya  que,  para  rectificar  un  arco  tal  como  el  «4,  es 
preciso  emplear  una  abertura  de  compás  que  esté  contenida  cierto  núme- 
ro de  reces  en  este  arco,  pero  que  sea  tan  pequeña  que  la  cuerda  que  di- 
cha abertura  represente,  se  confunda  sensiblemente  con  el  arco  parcial 
que  subienda  esta  cuerda. 
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Aa",  Lr.Mm” 

!ns  mismas  que  trasindarémos  sobre  el  desarrollo  a 

y la  ciirba  AaLjIM^njC^DiA  j,  que  jiase  por  el  eslreino  de  estas  rectos,  se- 
rá la  tranufonnada  de  la  base  ALMBCDA. 

La  trnnslbruiadu  de  la  base  superior  jciieraluieiite  se  obtciuiria  to- 
iiiaiido  sobre  las  perpendiculares  a,r,y  y por  la  ¡larte 'superior  de  esta  lí- 
nea, distancias  iguales  a la.s  porciones  ilo  jeneratriccs  comprebendidas 
entre  la  sección  recta  y lacurba  A’  L”i\r'lV’....;  pero  en  el  caso  presente, 
en  (|uc  las  dos  bases  son  paralelas,  son  también  constantes  las  lonjitndes 
totales  de  las  jeneratriccs;  de  modo  que  bastará  valuar  la  niaguitnd  de 
una  sola  arista  (A.\”,  A’A'”),  cuya  magnitud  conocemos  ya  en  el  aba- 
timiento AAj  (fig.  ÜÜ),  y en  seguida  trasladarémos  esta  magnitud  cons- 
tante sobre  las  diversas  perpendiculares  a xjj,  partiendo  desde  loa  pun- 
tos A\,  L.,  ¡Vlj,...  De  este  modo  liallaréinos  |ior  transrormada  de  la  base 
superior,  una  curba  A,L,M,C,Aj  idéntica’cou  AjLíMjCjA,. 

244.  Observemos  ahora  que,  cuando  la  base  ABC D del  cilindro  es 
un  circulo,  como  sucede  en  el  depunido  (¡uc  presentamos,  y también 
una  elipse  que  tenga  uno  de  sus  ejes  BD  ¡m-pemlintlar  a Inujenrratri- 
ces,  la  sección  recta  será  una  elijjsc,  cuyos  ejes  serán  {htl,  lid')  y (ac, 
íjV).  Con  efecto,  como  el  plano  que  se  tirase  por  las  dos  aristas  1W$”  y 
DD”  tendría,  por  hipótesis,  su  traza  horizoiiial  BD  paralela  a PQ,  de- 
j bcria  cortar  al  plano  PQR’  según  Bna  cnerila  (M,  b’íP)  paralela  a PQ; 
y por  consiguiente,  esta  cuerda  seria  perpendicular  a Ins  tanjentes  a la 
curba  en  los  puntos  (¿>,  b')  y (</,</’),  porque  estas  tanjentes  se  hallan  en 
los  planos  verticales  BB”  y DD”.  Y así,  la  cuerda  horizontal  {bd,  b'd")  es 
necesariamente  un  diámetro  principal,  o un  eje  de  la  elipse  en  el  espa- 
cio, y el  segundo  eje,  ([ue  es  perpendicular  al  primero,  es  ((rc,í/V).  Poro 
es  preciso  observar  que,  estas  dos  rectas,  al  proyectarse  sobre  el  plano 
vertical,  no  permanecen  perpendiculares,  y se  convierten  solamente  en 
diámetron  conjugados  de  a’b'c'd’;  en  tanto  que  continúan  siéndolos  ejes 
de  la  proyección  horizontal  abed. 

De.spucs  de  echa  esta  advertencia,  si  cuidadosamente  se  han  tomado 
los  puntos  G y M,  E y L,....  de  dos  en  dos  sobre  estas  paralelas  a PCi, 
tendremos  que  la  sección  ortogonal  abatida  según  ci^yd,  estará  dividi- 
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da  por  líis  jcneratrices  on  arcoa  ignalcs  y simétricamente  colocados  de 
cuatro  cu  cuatro;  do  modo  que  para  rectificar  esta  curlja,  será  suficien- 
te que  solo  se  midan  los  tres  arcos  adi  Af^,  V y trasladar  estas  loiiji- 
tudcs  cuatro  veces  se;^uidas  sobre  xy,  pero  trastornando  en  cada  serie 
el  orden  de  estos  arcos.  De  este  modo  las  lonjitiides  do  las  porciones  de 
jcneratrices  nos  presentarán  relaciones  análogas,  que  nos  dispensarán 
no  hacer  uso  sino  de  la  primera  mitad  de  estas  rectas. 

245.  Para  obtener  la  taiijonte  de  la  transformada,  que  no  es  otra  co-  ric.  GO 
sa  que  la  misma  on  que  su  convierte  la  tanjente  primitiva  TM  do  la  ba-  ' 

se  del  cilindro,  después  de  efectuaío  el  desarrollo  do  esta  superficie,  es 
preciso  recordemos  (núm.  162)  que,  on  esta  operación,  el  triángulo 
proyectado  sobre  MmT  pcrmoncce  invarinhle.  Pero  esto  triángulo  es 
rectángulo  en  el  punto (m,  m')’,  uno  de  loa  lados  proyectados  sobre  M/n 
está  ya  trasladado  en  el  desarrollo  a el  segundo  lado  Tm  tiene  por 
verdadera  lonjitud  aTp,  que  es  su  abatimiento:  luego  si  tomamos  sobre 
xy  la  distancia  y tiramos  la  hipotenusa  T^M^,  esta  recta  será 

la  tanjente  en  el  punto  M,  de  la  transformada. 

Supuesto  que  según  acabamos  de  decir  respecto  a un  punto  cualquie- 
ra, permanece  el  mismo  el  ángulo  TjMjíj  formado  por  una  tanjente  y la 
arista  correspondiente,  ántes  y después  del  desarrollo,  síguese  que  on 
los  puntos  C„  A„  deberá  la  transformada  cortar  a las  jeneratrices 
formando  ángulos  recta»-,  porque  sobre  el  cilindro  primitivo,  la  tanjente 
en  los  puntos  A y C de  la  base,  eran  evidentemente  perpendiculares  a 
las  jcneratrices  correspondientes. 

Proulema  4.  Dados  que  sean  un  cono  recto  i/  un  jalono,  hallar:  1.  ® 
las  jiroyecciones  de  su  intersección',  2.  ° el  abatimiento  de  esta  ciirba; 

3.  ° el  desarrollo  dcl  cono  y la  transformada  de  la  intersección,  asi  co- 
mo también  las  tanjentes  a estas  curbas. 

246.  Como  un  cono  recto  es  una  superficie  de  revolución  enjendra- 
dapor  una  recta  que  encuentra  al  eje,  toda  sección  perpendicular  a es- 
ta última  línea  será  un  círculo  ACIÍD,  que  mirarémos  como  la  directriz 
o la  base  dcl  cuno,  y cuyo  plano  adoptaremos  por  plano  horizontal  de 
proyección.  Si  el  cúspide  está  proyectado  en  (S,  S'),  tondrémos  que  el 
contorno  aparente  del  cono  sobre  el  plano  vertical,  estará  formado  (núm. 

106)  por  las  dos  jcneratrices  S’A’  y @'B',  que  corresponden  a los  planos 
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tanjeiitcs  AA’S’  y BB’S’,  perpendiculares  al  plano  vertical;  y si  ademas 
admitimos,  para  simplificar  un  poco  las  operaciones  gráficas,  que  se  ha 
elejido  este  de  modo  que  sea  perpendicular  al  plano  secante,  este  último 
tendrá  por  trazas  líneas  tales  como  la  P(í  y QR’. 

247.  Sentado  esto,  cortemos  al  plano  PQRy  al  cono  con  planos 
ausiliares  que  todos  posen  por  el  cúspide  (S,  S’),  y (|uc  sean  ademas  per- 
pendiculares al  plano  rertical.  Uno  de  estos  planos  ausiliares  tendrá 
por  trazas  a una  recta  tal  como  S'F’,  tirada  por  el  punto  8’  en  una  direc- 
ción arbitraria,  y a otra  recta  F'KF  perpendicular  a la  línea  de  tierra.  Y 
como  esta  última  traza  encuentra  a id  base  ACBD  del  cono  en  dos  pun- 
tos P'  y K,  cotKinimos  do  aquí  que  las  jeneratrices  8F  y 8K  son  las 
secciones  de  la  superfície  con  el  plano  aiisiliar  8’F’P';  pero  como  esto 
mismo  corta  al  plano  PQR’,  según  una  recta  que  precisamente  es  per- 
pendicular al  plano  rertical,  y está  proyectada  en  (M’,  XNM),  síguese 
que  el  encuentro  de  esta  recta  con  las  dos  jeneratrices  nos  daríi,  sobre 
el  plano  horizontal,  dos  puntos  M y N de  la  enrba  pedida,  los  cuales  ca- 
tarán poyectados  verticalraeiite  en  M’. 

Repitiendo  esta  misma  construcción  con  todos  los  demas  planos 
ausiliares,  obtendremos  puntos  de  la  intersección  en  tanto  número  cnan- 
to queramos;  pero  para  la  operación  ulterior  del  desarrollo,  será  mui 
útil  que  hagamos  pasar  las  trazos  horizontales  de  loa  plonos  ausiliares 
por  puntos  como  los  A,  E,  P',  C,....  que  dividan  al  círculo  en  arcos  igua- 
les. Entre  estos  planos  so  hallan  los  planos  tanjeiitcs  AA’S’  y BB’S’,  ca- 
da uno  de  los  cuales  nos  producirá  uu  punto  solo  (G,  G’)  o (lili’):  estos 
son  los  dos  véiitices  de  la  intersección,  porque  vemos  fácilmente  que  la 
recta  (Gil,  G'H’),  divide  en  dos  parles  iguales  a todas  las  cuerdas  para- 
lelas aMN,  y forma  ángulos  rectos  con  todas  ellas;  de  modo  que  esta 
recta  es  un  eje  do  la  sección  cónica.  Esta  curba,  que  en  el  ejemplo  pre- 
sente es  una  elip.se,  tiene  por  proyecciones  a GI.MIIN  y G’Il’. 
ric.  63.  24d.  El  método  precedente  no  uos  podrá  servir  para  hallar  los  pun- 

tos de  la  intersección,  situados  sobre  las  dos  aristas  SC  y SD,  que  se 
proyectan  verlicalmente  según  el  eje  del  cono;  porque  en  esto  caso,  las 
secciones  ausiliares  echas  en  esta  superficie  y en  el  plano  I’QR’,  se  con- 
fundirán todas  en  el  plano  horizontal  con  la  recta  CSD.  Pero,  si  tiramos 
por  el  punto  I'  un  plano  secante  horizontal,  este  cortará  al  cono  según 
un  círculo,  cuyo  radio  será  rV’=SV,  y al  plano  dado  según  una  recta 
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(T,  CD);  por  coiisigaicntc,  el  encuentro  do  esta  línea  conol  círculo,  cuyo 
radio  es  SV  sobre  el  plano  horizontal,  nos  dará  los  dos  puntos  pedidos 

lyJ- 

Fodriainos  también  haber  empleado  este  segundo  procedimiento  para 
hallar  los  otros  puntos  de  intersección  dcl  cono  con  el  plano  PQR’;  que 
ademas,  pudiera  servirnos  para  verificar  la  posición  de  los  puntos  en  que, 
siguiendo  el  primer  método,  tiene  lugar  el  encuentro  de  las  aristas  y de 
las  rectas  que  forman  un  ángulo  mui  agudo. 

249.  Lntaiijente  en  uii  punto  cualquiera  de  la  curba  es  (núm.215) 
la  intersección  del  plano  PQR’  con  el  plano  tanjente  al  cono  al  largo 
de  la  arista  SMF.  Pero  como  este  último  tiene  por  traza  horizontal  la 
tanjente  FT  a la  base  ACBD;  así  es  que  el  punto  T,  en  que  so  cortan 
las  rectas  FT  y PQ,  es  un  punto  de  la  tanjente  que  buscamos,  y este  mis- 
mo punto  os  también  su  traza  horizontal;  luego,  por  último,  esta  tan- 
jento  es  la  recta  (TM,  QM’). 

250.  Abatimiento.  Hagamos  jirar  el  plano  PQR’  al  rededor  de  su 
traza  QR’,  para  abatirlo  sobre  el  plano  vertical.  En  este  movimiento, 
la  recta  (Mi\X,  M'),  que  evidentemente  es  perpendicular  a la  charnela, 
permanecerá  formando  ángulo  recto  con  este  eje  de  rotación,  y tomará 
la  posición  M’/x;  luego,  tomando  sobre  esta  última  línea,  las  distancias 

M’/n=XM,  M’n=XN, 

obtendrémos  para  los  abatimientos  de  M y N los  puntos  m y ii.  Todos 
ios  demas  puntos  se  hallarán  del  mismo  modo,  y la  verdadera  magnitud 
de  la  sección  será 

Como  resultado  de  las  mismas  consideraciones,  veremos  claramente 
que,  el  pie  T de  la  tanjente  TM  se  trasporta  a una  distancia  Q/=QT, 
sobre  una  perpendicular  a la  charnela  QR’;  y así,  uniendo  los  puntos 
t y m,  tendremos  la  recta  tm,  que  deberá  tocar  en  m a la  curba  abatida 
glmh. 

■^ól.  Desarrollo.  Sabemos  (núm.  170)  que  cuaiqiera superficie  cónica  no.  63. 
es  desarollable,y  que  en  esta  transformación,  lasjenerctrices  o cualesquie- 
ra partes  de  estas  rectas,  no  varían  de  lonjitud.  Luego,  en  el  caso  presente, 
en  que  el  cono  es  recto,  las  aristas  comprehendidas  desde  la  cúspide 
hasta  la  base  son  todas  iguales,  es  evidente  que  los  cstremos  de  estas  rec- 
tas se  hallarán  situados,  después  dcl  desarrollo,  sobre  una  circunferencia 

20 
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círculo  que  tcmiráporcciitroa  la  cúspide  del  cono,  y cuyo  radio  será  igual 
n S’A’.  Y así,  elijamos  sobre  el  plano  en  que  se  quiere  ejecutar  el  de- 
sarollo,  un  jmnto  arbitrario  S”;  y con  un  radio  S”.\”=tí’A’,  dc.scribainos 
iin  círculo,  sobre  el  cual  toninréinos  un  arco  A’'U”A”’,  que  sen  una  frac- 
ción de  la  circunferencia  total,  esprcsada  por  la  razón  de  BA  a S’A’;  y 
en  seguida  tiremos  el  radio  A”’S”;  echo  esto,  el  sector  8”A”B”A’” 
representará  e.xactamentc  la  napa  inferior  del  cono  desarrollado  sobro 
el  plano  (jue  hemos  elejido.  En  cuanto  a la  napa  superior,  haremos 
abstracción  de  ella,  porque  el  plano  l’QR’  no  la  encuentra;  pero  en  otro 
ejeni|)lo,  veremos  lo  que  es  preciso  hacer  respecto  a esta  segunda  napa. 

252.  J’ara  obtener  ahora  la  transformada  do  la  intersección  (GLMII, 
(i'li'),  suponiendo  que  se  ha  abierto  el  cono  a lo  largo  do  la  arista 
(8.\,  S'.Y),  toni  ’.inos  sobre  la  circunferencia  A'’Ii”A”',  que  es  la  trans- 
formada misma  de  la  base  ACBD,  arcos  tales  (•)  como 

A”E”=AE,  E"F”=EF,  F ’C”=FC, 

en  seguida,  tiremos  los  radios  S”E”,  S”F”, sobre  los  cuales  será 

preciso  tomar  lonjitudcs  respectivamente  iguales  a las  porciones  de  je- 
neratrices,  comprehendidns  entre  la  cúspide  y los  diversos  puntos  de  la 
enrba  ((í.'UIl,  (j'll).  Perosi  se  considera  el  punto  (-M,  M’),  por  ejemplo, 
situado  sobre  la  jeneratriz  (SF,  S’F’),  y hacemos  jirar  esta  recta  al  re- (*) 


(*)  Eli  el  casH  presente  no  se  trata  precisamente  de  rectificar  los 
arcas  AE,  EE,  sino  de  cambiarlos  en  arcos  de  radio  diferente  y de  la 
misma  lonjitud  absoluta  que  los  arcos  primiliros.  Pero  si  empleamos 
aberturas  de  coiu/hís  propias  para  representar  cuerdas  que  sensiblemente 
se  con  fundan  con  los  arcos  parciales  que  subienden  en  el  circulo  A CliD, 
y trasladamos  en  siguida  estas  aberturas  de  compás  colocándolas  sobre 
la  circunferencia  A"Jl"A'’,  nos  aproximaremos todaría  masa  la  verdad 
que  si  las  colocásemos  sobre  una  línea  recta',  por  consiguiente,  el  procedi- 
miento es  el  mismo  que.  el  empleado  ¡tara  rectificar  los  arcos  A E,  EE,.... 
iiin  cmlmrgo,  en  el  casouctual,  operarémos  con  mas  exactitud  y facilidad, 
si,  como  lo  hemos  recomendado,  se  turiese  cuidado  de  tomar  los  puntos  A, 
E,  a igual  distancia  sobre  la  base  circular,  porip'  entonces  bastarla 
dicidir  al  arco  total  A''E'’A”  en  tantas  partes  iguales  cuantas  hubiese 
en  el  circulo  ACBD. 
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(ledor  del  eje,  hasta  (jue  llegue  a ser  paralela  al  plano  vertical,  es  evi- 
dente que  irá  a coincidir  con  la  arista  (S.\,  B'A’),  en  tanto  que  el  punto 
M’  permanecerá  sobre  una  horizontal,  y se  transportará  n ft;  luego  en- 
tóiices  S'p  será  la  verdadera  lonjitud  de  la  recta  primitiva  (ü*M,  S?’M'). 
Y así,  despnes  de  haber  tirado  por  todos  los  puntos  S’,  M* horizon- 

tales, será  preciso  tomar  sobre  los  radios  del  desarrollo  las  distancias 

S”G'’=S’G’,  S”L”=SM,  S’T  =S’V’ 

y la  ciirba  G”L”.M'T’ir’N”G’”  será  la  transformada  de  la  sección  hecha 
en  el  cono  por  el  plano  dado  PQR’. 

233.  Esta  transformada,  considerada  en  sí  misma,  no  se  tcrniinariu 
bruscamente  en  los  puntos  G”  y G”’,  sino  queso  prolongaria presenlun- 
do  una  infinidad  de  ramas  iguales  a G’‘II’  G”',  lasque  no  obstante  con- 
clnirinii  por  coincidir  e.xacteniente,  siempre  que  la  razón  del  apotema 
S’.V  al  radio  SA  de  la  báse  sea  un  número  comensurable;  esto  mismo 
nos  1o  da  a conocer,  bien  claramente,  la  cqimcion  de  estaciirba,  en  la 
cual  entra  una  función  ótcvXaT  y periódica  (*).  Para  persuadirnos  sin- 


f*)  Para  obtener  esa  cquacion  en  coordenadas  polares,  representemos  rn;.  G.‘i. 
por  11,  h ij  I,  el  radio  de  la  base,  la  altura  y la  apotema  del  cono-,  sean 
ademas  k=P  Y la  altura  de.l  punto  (f,  S),  en  que  el  plano  PQll'  corta 
al  eje,  ij(i>  el  ángulo  de  este  plano  con  el  horizonte  : jinalnente,  llamemos 
p ala  distancia  de  la  cúspide  a un  punto  cualquiera  (M,  .\P)  de  la  curba, 
y (tal  ángulo  ASF,  es  decir,  al  arco  que  mide  a este  ánguloen  un  círcit- 
locuyo  radio  es  la  unidad;  de  aquí  resulta  qe  el  arco  AF=lia.  Con  estos 
datos  nos  será  mui  fácil  formar  las  equaciones  del  plano  y de  la  recta 
(SF,  S'F’),  y hallar,en  seguida,  la  distancia  que  Itai  desde  la  cúspide  a 
su  punto  de  encuentro,  cuya  distancia  la  igualaremos  a p;  pero  podemos 
conseguir  esto  mismo  con  mas  brevedad  del  modo  siguiente ; 

En  el  triángulo  formaelo  por  el  eje  del  cono  con  la  jeneratriz  (l?F, 
f^’F’),  en  la  cual  se  halla  situado  el  punto  (M,  3P)  y cuya  altura  la  lla- 
marímos  z,  tendremos  evidentemente  que 

h : h — z ::  I : p; 

en  seguida,  en  el  triágulo  ¿T Y que  es  la  proyección  vertical  del  prece- 
dente, y en  el  cual  es  la  recta  eV  hallarémos  nue 

tanj.w  tanj.w  ' 
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téticamcntc  de  esta  circunstaucia,  no  liai  mas  que  iinajinarnog  que  el 
cono  está  envuelto  por  una  superficie  flexible  que  le  ha  dado  un  número 
infinito  de  vueltas;  en  este  caso,  como  a todas  las  napas  superpuestas 
las  ha  cortado  simultáneamente  el  plano  PQK’,  al  desarrollarse  estas 
de  encima  del  cono,  producirán  una  infinidad  de  ramas  idénticas  que  se 
construirán  gráficamente  continuado  sobreponiendo  a la  circunferencia 

y al  otro  lado  del  punto  A’”,  arcos  iguales  a AE,  EF,  FC, 

con  radios  vectores  iguales  a los  ya  empleados. 

2Ó4.  En  cuanto  a la  tanjentc  a la  transformada  en  el  punto  M’’,  es 
preciso  recordemos  (núm.  17Ü)  que  esta  recta  debe  ahora  formar  con 
8”F"  el  mismo  ángulo  que  formaba  primitivamente  la  tanjentc  (MT, 
M'fl)  con  esta  jeneratriz;  y como  esto  mismo  es  también  cierto  ros- 


h : h — z ::  R eos  « : — . 

tunj.  (i> 

si  m seguida  diminamns  a z entre  lasequaciones  que  nos  dan  estas  dos 
proposiciones,  nos  resultará 

^ h — H tanj.  (u.  eos  «’ 

Este  resultado  contiene  dos  variables  p y a,  de  las  cuales  la  primera 
conserva  la  misma  magnitud  sobre  el  desarrollo  del  cono',  pero  en  este  ca- 
so el  ángulo  a está  reemplazado  por  el  G"S'’Ar’=Q,  que  corresponde  en 
el  circulo  de  radio  I,  a un  arco  A"P\  cuya  lonjitud  absoluta  iguala  a 
la  del  arco  AF en  el  circulo  cuyo  radio  esR;  por  consiguiente,  tendremos 
la  relación  Ra=10,  qjor  medio  de  la  cual  podremos  eliminar  a adela 
tquacion  precedente,  que finalmente  es 



r—  IQ 

h— Rtaiij.  tu.  eos  — . 

Esta  eqttacion,  cuya  discusión  dejamos  al  lector,  representará  siempre 
a la  transformada,  ya  sea  que  la  intersección  primitiea  sea  una  elipse^ 
una  parábola  o una  hipérbola,  adeirtiendo  que  si  tu  caria  al  mismo  tiem- 
po que  k permanece  constante,  tendremos  para  estos  tres  jéneros,  que 

R tanj.  tu  < h,  o=h,  o finalmente  > h. 
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pecto  a la  tanjente  FT  a la  I)a8e,  síguese  de  aquí  que  el  Iriáugulo  rectán- 
gulo proyectado  sobre  MFT  permanecerá  de  forma  invariable  cuando  se 
desarrolle  el  cono.  Y como  uno  de  los  lados  de  este  triángulo  está  ya  es- 
presado  en  el  desarrollo  por  M 'F”,  síguese  que  si  le  levantamos  una 
perpendicular  F"T’'=F'T,  y tiramos  la  recta  T ’M”,  esta  línea  deberá 
tocar  a la  transformada  en  el  punto  M”. 

También  resulta  del  principio  que  acabamos  de  citar,  que  la  curba 
debe  cortar  formando  ángulo  recto,  a los  radios  vectores  correspondien- 
tes que  pasan  por  los  puntos  G”,  H’’  y G’”;  porque  en  lospuntos  primiti- 
vos (G,  G’)  y (II,  H’)  eran  las  tanjentes  de  la  intersección  evidentemente 
perpendiculares  a la  jeneratriz  del  cono. 

255.  Caeo  en  que  la  sección  cónica  es  una  iiipkriiola.  Sea  siempre  pin.  64. 
ACBD  la  base  del  cono  recto,  y X'S’b',  13’SV,  las  aristas  que  forman  el 
contorno  aparente  de  esta  superficie  en  el  plano  vertical;  en  este  caso 
consideramos  las  dos  napas,  suponiéndolas  terminadas  en  dos  secciones 
horizontales  A’B’,  a'b',  que  disten  igualmente  de  la  cúspide,  y que  por 
consiguiente  produzcan  dos  círculos  que  ambos  se  proyecten  sobro 
ACBÜ.  En  cuanto  al  plano  secante,  dispongámosle  de  modo  que  corto 

las  dos  napas  del  cono;  suponiendo  siempre  que  el  plano  vertical  le  es 
perpendicular,  sus  trazas  serán  R’Q  y Q.P. 

256.  Fodria  efectuarse  la  construcción  de  la  curba  de  intersección 
como  en  el  otro  caso,  por  medio  de  planos  ausiliarca  tirados  por  la  cús- 
pide perpendicularmente  al  plano  vertical;  pero  cu  razón  a la  gran  obli- 
cuidad que  en  el  caso  presente  tienen  las  secciones  rectilíneas,  será  mas 
exacto  valerse  de  los  planos  horizontales.  Según  esto,  sea  ¡i'y  uno  de 
estos  planos;  este  cortará  al  cono  según  un  círculo  que  se  proyectará  en 
gMy,  y al  plano  dado  según  una  recta  (M’,  XN.Vl);  por  consiguiente, 
los  puntos  M y N,  comunes  a estos  dos  secciones  sobre  el  plano  hori- 
zontal, pertenecerán  a la  curba  pedida,  y así  una  de  sus  ramas  es 
(PMGNI,  QG ). 

La  otra  rama  (RLIIKV,  II’R’)  se  construirá  del  mismo  modo;  y po- 
dremos emplear  una  sección  <1“**  ‘los  puntos  (L,  L’) 

y (K’,  L’),  proyectados  también  sobre  el  círculo  pMy.  No  repetiremos 
aquí  lo  que  ya  hemos  dicho  en  el  problema  precedente,  sobre  los  vérti- 
ces y la  construcción  de  la  taiijcnte;  pero  vamos  a tratar  de  una  indaga- 
ción peculiar  al  caso  presente. 
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257.  Cuando  una  ciirba  admite  una  rama  infinita,  y retiramos,  soliro 
ella,  cada  vez  mas  el  punto  de  contacto  de  una  tanjente,  esta  recta  varia 
de  situación,  y aljíunos  veces  se  transporta  toda  olla  al  infinito,  al  mis- 
mo tiempo  que  el  punto  de  contacto;  esto  precisamente  es  lo  que  nos 
jirosenta  la  parál)ol,i  de  segundo  "rado;  pero  en  otros  casos,  sucede  que 
esta  tanjente  variable  permanece  siempre  del  lado  de  acá  de  cierto  lími- 
te al  cual  no  llega  sino  cuando  el  punto  do  contacto  está  a una  distancia 
infinita.  En  este  caso  suda  el  nombre  asíntota  al  limite  de  las  posicio- 
nes de  la  tanjente;  esta  (iropicdad  la  enunciamos  de  un  modo  abrevia- 
do, diciendo  qnc  la  asíntota  de  una  turba  es  la  tanjente  a un  punto  de 
contacto  infinitamente  distante. 

110.64.  258.  En  virtud  de  esto,  pro[K)iigámonos  construir  las  asíntotas  de 

la  sección  dada  al  cono  con  el  [llano  PUll’.  El  punto  de  contacto  de 
una  tanjente  de  esta  especie,  debe  estar  a una  distancia  infinita,  y por 
consiguiente,  estará  indispensablemente  situado  sobre  una  jeneratriz 
paralela  al  plano  sícante;  si  tiramos  por  la  cúspide,  y paralelamente  a 
EQR',  un  plano  S’a’a  que  corte  al  cono  sesuii  las  rectas  8a,  8S;  estas 
dos  aristas  serán  las  que  contienen  los  puntos  de  contacto  do  las  asín- 
totas. Consideremos  la  primera  y recordémonos  de  que  el  plano  que  to- 
ca al  cono  eii  toda  la  lonjitud  de  la  jeneratriz  8a,  por  mas  prolongada 
que  esté,  tiene  por  traza  horizontal  a la  tanjente  a9  de  la  base;  luego  la 
asíntota,  que  debe  ser  (núm.  213)  la  intersección  de  este  [llano  tanjente 
con  el  plano  PQIi’,  pasará  por  el  [imito  O en  que  se  cncueiitraii  sus 
trazas;  y será  precisamente  la  recta  0ai  paralela  a 8a,  porque  estos  pla- 
nos son  ambos  paralelos  a esta  jeneratriz. 

Del  mismo  modo  construiremos  la  otra  asíntota  ifiii.qiie  será  paralela 
a la  arista  SS;  y las  dos  asíntotas  deberán  cortarse  en  un  punto  ui,  que 
precisamente  estará  situado  en  medio  del  eje  real  (íH,  es  decir,  en  el 
centro  de  la  curbo. 

259.  Si  aplicamos  el  método  precedente  al  caso  de  una  sección  pa- 
rabólica, para  la  cual  se  requiere  que  el  plano  PQR’  tenga  su  traza 
rertical  paralela  a S’A’,  hallnremos  que  las  dos  aristas  Say  83  se 
confundirán  con  SA;  de  mudo  que  siendo  esta  última  recta  la  única 
jeneratriz  del  cono  que  es  paralela  al  plano  secante  PQR',  la  sección 
tendrá  también  una  rama  infinita;  pero  esta  no  admitirá  asíntotas, 
porque  el  plano  PQR’  y el  plano  tanjente  al  largo  de  SA,  que  deberían 
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(lar  esta  taiijoiite  por  medio  de  su  intersección,  son  evidentemente  pa- 
ralelos entre  sí. 

2G0.  Abatimientu.  Esta  operación  se  efectuará  como  en  el  númi250, 
tomando  sobre  cada  recta  M’«i,  perpendicular  a la  traza  vertical  QR’, 
las  distancias  iM’/«=XMy  M'«=XN.  En  cuanto  a las  asíntotas,  trasla- 
daremos de  un  modo  semejante  sus  pies  9y  cj  a 0'  y y cu  seguida 
utiiremos  estos  últimos  puntos  con  el  centro  (íu,  ou’),  que  está  abati- 
do en  la". 

2G1.  Desarrollo.  Según  los  principios  (¡ite  hemos  recordado  en  el 
núra.  251,  será  preciso  describrir  desde  un  punto  arbitrario  S”,  y con  un 
radio  igual  al  apotema  S'A’,  un  círculo,  y sobre  este  tomaremos  un  arco 
cpic  estii  con  la’circitnferencia  total,  en  la  razón  de  SA  con  S'A’; 
y el  sector  S”B”A”B’”  representará  el  desarrollo  de  la  napa  inferior  del 
cono,  supotiicndo  que  se  ha  abierto  esta  superficie  al  largo  de  la  arista 
(BS.4,  B’S’«’).  Pero  como  la  napa  superior  so  desarrolla  al  mismo 
tiempo  que  la  primera,  y por  un  movimiento  contrario  alrededor  de 
la  cúspide,  que  podremos  considerar  (romo  inmóvil,  esta  segunda  napa 
aplanada  vendrá  a ocupar  un  sector  S”íí”ó”«”’  igual  al  precedente,  cu- 
yos radios  estreñios  serán  la.s  prolongaciones  de  S”B”  y de  ír?”B”’.  Para 
hacer  mas  sensible  la  distinción  de  estos  dos  sectores,  hemos  supuesto 
que  la  napa  superior  se  terminaba  en  un  círculo  a.h¡a„  de  un  radio  un 
poco  menor  que  el  S'”B”,  y hemos  puntuado  las  partes  del  sector  infe- 
rior que  están  cubiertas  por  el  otro;  sin  embargo,  para  efectuar  las 
construcciones  deque  vatnos  a hablar,  será  preciso  que  operemos  siem- 
pre sobre  el  círculo  primitivo  B”A”B”’¿>'’. 

262.  Hentado  esto,  tomaremos  sobro  el  radio  S”A”  que  divido  en 
dos  partes  iguales  al  primer  sector,  la  distancia  S”G”=8'tí’,y  el  punto 
G”  será  la  posición  de  la  cúspide  (G’,  G’).  Tiraremos  en  seguida  por  un 
potito  cualquiera  (.VI,  -VP)  de  la  curba  la  jeneratriz  SVIF,  cuya  posición 
S’T”  sobre  el  desarrollo,  la  obstendrémos  tomando  el  arco  A”F  ’=  AE; 
y como  la  verdadera  distancia  que  hai  desde  la  cúspide  al  punto  (M,  M’ 
es  igual  a (núm.  2.52), si  tomatnos  una  lonjitud  S'’M”=rS’p’,  el  pun- 
to M”  será  la  posición  actual  de  (M,  M’).  Los  otros  puntos  se  determi- 
narán de  un  modo  enteramente  semejante,  y la  transjormada  de  la 
rama  inferior  de  la  sección  cónica  será  P”M”G”N”I”. 

En  cuanto  a la  otra  rama,  estará  dividida  en  dos  partes  separadas. 


ric.  64 
v05. 
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porque  el  vértice  (H,  11’)  cataba  colocado  sobre  la  jciicralriz 
sc^un  la  cual  se  ha  abierto  el  cono,  y esta  arista  se  ha  transportado  por 
una  parte  nS"a”  y por  la  otra  a Por  consiiFuiente,  toniarémos  so- 

bre estas  últimas  rectas  dos  distancias  S”íl”  y S”H”'  ígualesaÉj’H’.y  los 
puntos  H”y  11”  serán  en  la  actualidad  las  posiciones  del  vértice  11’.  Ti- 
rarénios  en  seijiiida  por  un  punto  cualquiera  (L,  L’)de  esta  rama  la  je- 
neratriz  SLC,  cuya  posición  S”C”  en  el  desarrollo,  se  hallará  tomando 
el  arco  «”C”=AC;  y sobre  el  radio  S”C”,  no  habrá,  por  último,  mas  que 
tomar  la  lonjitud  que  es  la  verdadera  distancia  que  hai  des- 

de la  cúspide  al  punto  (L,  L’).  Por  medio  de  operaciones  análogas,  ha- 
llarémos  que  la  sección  dada  cu  la  napa  superior  del  cono,  tiene  por 
transformada  alas  dos  ramas  ll”L”Il”  y ll’”K”V”,  a las  cuales  deben 
cortar,  formando  ánaulo  recto,  los  radios  S”rt'”  y 
FIO. 64  2G3.  Tratemos  ahora  de  volver  a hallar  las  asíntotas  y observemos 

’ con  cuidado  que  no  estando  situadas  estas  rectas  sobre  la  superficie 
misma  del  cono,  sino  en  los  planas  que  la  tocan  al  largo  de  las  jeueratri- 
ces  Sa  y S6i  conservarán  sus  posiciones  primitivas  con  respecto  a estas 
aristas,  al  rededor  de  las  que  no  hacen  sino  jirar  los  planos  tanjentes, 
cuando  se  desarrolla  la  superficie.  Por  consiguiente,  principiemos  por 
determinar  estas  aristas  en  el  desarrollo,  tomando  pura  ello  los  arcos 
A”a”=Aa,  A”o”=Ag,  y tirando  los  radios  8”«”  y S”g”;  tomarémos  en 
seguida  sobre  las  tanjentes  en  los  puntos  a"  y g’’  las  distancias 
a”9”=o0,  g”<p”==g:p,  y las  rectas  0"O,  respectivamente  paralelas 
a las  jeneratrices  S”a”  y S”g’’,  serán  en  la  actualidad  las  posiciones 
de  las  asíntotas  primitivas. 

El  punto  O,  eti  que  estas  rectas  se  cortan,  debe  hallarse  sobre  el  radio 
S’’A”  a causado  la  simetría  do  las  construcciones  precedentes,  efectua- 
das a derecha  c izquierda  de  este  rnilio;  pero  es  preciso  que  no  crea- 
mos que  este  punto  O es  el  mismo  que  la  intersección  u de  las  asínto- 
tas primitivas,  porque  estas  rectas  han  cambiado  de  posición  con  res- 
pecto una  de  otra. 

Sin  embargo,  las  líneas  '."O  y !p”0  deben  ser  asíntotas  relativamen- 
te a las  diversas  rama.s  de  la  transformada.  Con  efecto,  cotno  la  forma 
de  esta  curba  debe  ser  siempre  la  misma,  sea  cual  fuere  el  plano  sobre 
que  se  desarrolle  el  cono,  podremos  concebir  que  este  desarrollo  se  ha 
efectuado  sobre  el  plano  que  toca  al  cono  al  largo  de  la  arista  en 
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cuyo  caso  la  asíntota  Ou  qnc  se  halla  en  este  plano  ha  debido  permane- 
cer inmóvil,  lo  mismo  que  el  elemento  infinitamente  distante,  que  tenia 
común  con  la  hipérbola;  y como  este  elemento  es  aun  coman  a la  recta 
0"O  y a la  transformada,  síguese  que  esta  recta  es  una  asíntota  de 
la  rama  G’’M”P”.  Haremos  el  mismo  raciocinio  respecto  a las  otras  ra- 
mas; o mas  bien,  este  resultado  no  es  sino  una  consecuencia  de  lo  mismo 
que  hemos  demostrado  respecto  a una  tanjente  cualquiera  (núm.  170. 

264.  Sobre  el  punto  de  inflexión.  En  la  fig.  65,  la  rama  de  curba 
H”L”R”,  que  principia  por  volver  su  concavidad  acia  la  asíntota,  con- 
cluirá precisamente  por  presentar  su  convexidad  a esta  especie  de  tan- 
jentc;  por  consiguiente,  debe  haber  en  ella  un  punto  de  inflexión,  y es  mui 
importante  poder  señalar  el  sitio  en  que  tiene  lugar  esta  notable  circuns- 
tancia. Conseguirémos  esto,  apoyándonos  en  el  lema  siguiente  de  fácil 
demostración:  Siempre  que  una  recta  es  oblicua  a un  plano,  el  ángulo 
agudo  que  forma  con  sn  proyección  ortogonal  sobre  este  piano,  es  el 
mínimo  de  todos  los  que  esta  recta  forma  con  las  diferentes  líneas  tra- 
zadas por  su  pie  en  este  mismo  plano;  y el  máximo  de  estos  áugnlos  es 
el  que  la  misma  recta  forma  con  la  prolongación  de  su  proyección. 

Sentado  esto,  sea  PQ.K  el  plano  secante  y ABMDEF  la  sección  que 
este  traza  en  el  cono  cuya  base  puede  ser  una  curba  cualquiera;  si  desde 
la  cúspide  S bajamos  la  perpendicular  ST  al  plano  secante,  y tiramos  por 
su  pie  T la  tanjente  TMD  a la  sección,  decimos  que  en  el  punto  de  con- 
tacto M se  orijinará  una  inflexión  en  la  transformada  de  la  curba 
ABMDEF.  Con  efecto,  dividamos  a esta  en  elementos,  y figurémonos 
que  80  ha  ejecutada  el  desarrollo  del  cono  sobre  el  plano  tanjente  STMP. 
En  este  caso,  el  ángulo  SMT,  que  es  mínimo  respecto  a la  jeneratriz 
SM,  será  menor  que  el  SMB,  y por  consiguiente,  el  lado  MB  tomaré, 
después  del  desarrollo,  una  posición  MB’  colocada  mas  abajo  de  MT. 
En  seguida  de  esto,  y respecto  a la  jeneratriz  8D,  el  ángulo  máxima 
SDP  será  mayor  que  SDE;  luego,  después  del  desarrollo,  el  lado  DE 
ocupará  una  posición  DE'  situada  encima  de  DP.  Por  consiguiente,  la 
transformada  A’B’MDE’F’  presentará  claramente  una  inflexión  respecto 
a BU  tanjente  en  M,  que  es  prolongación  del  elemento  MD. 

Y asi,  en  el  depurado  64,  bajaremos  sobre  el  plano  secante  PQR’  la 
perpendicular  8'T’,  que  prolongaremos  hasta  que  se  encuentre  con  el 
plano  a'b’  déla  base  circular;  y tirando  por  este  punto  de  encuentro  una 
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tanjcntca  esta  circunferencia,  obtendremos  la  jeneratriz  del  cono  sobro 
que  está  situado  el  punto  de  inflexión,  lo  que  es  mui  suficiente  para 
hallarla  posición  exacta  de  este  punto  en  el  desarrollo  de  la  fig.  65.  El 
mismo  método  se  aplicará  también  al  depurado  63,  en  que  la  transforma- 
da presenta  también  una  inflexión;  poro  no  existirá  este  punto  singular, 
si  el  pié  de  la  perpendicular  bajada  de  la  cúspide  S’,  cae  cu  el  interior 
de  la  sección  elíptica. 

Probi.k.ma  5.  Hallar  la  intersección  de  un  cono  cualquiera  con  un 
j)lano,  el  desarrollo  de  la  superjicie  y la  transformada  de  la  intersección. 

265.  Sea  cual  fuere  el  cono  de  que  tratamos  (supondremos  conocida 
en  él  la  traza  horizontal,  porque  ya  sabemos  construirla  prolongando  las 
jcncratrices  hasta  este  plano  fijo),  no  abrá  mas  que  cortar  a esta  super- 
ficie y al  plano  dado,  con  una  série  de  planos  ausiliares  tirados  todos 
por  la  cúspide,  y elejirlos,  si  queremos,  paralelos  a la  traza  horizontal 
del  plano  secante.  En  este  caso,  cada  plano  ausiliar  producirá,  en  las 
dos  superficies,  secciones  rectilíneas  que  serán  fáciles  de  hallar.  Creemos 
inútil  o poco  necesario  el  agregar  a esto  un  ejemplo,  cuando  el  mismo 
lector  puede  proponérselo;  hacemos  esto  con  tanta  mas  razón,  cuanto  que 
luego  hallarémos  construcciones  análogas,  en  cuestiones  mas  jcneraics. 

266.  De  las  ramas  infinitas.  Para  conocer  si  la  sección  del  cono  con 

el  plano  dado  P tiene  alguna  rama  de  este  jénero,  es  preciso,  en  jcncral, 
tirar  por  la  cúspide  un  plano  P'  paralelo  al  P,  y examinar  si  la  traza  ho- 
rizontal dcl  plano  P’  encuentra  en  alguna  parte  a la  base  del  cuno. 
Cuando  estas  líneas  no  tengan  ningún  punto  común,  podrémos  asegu- 
rar que  ninguna  de  las  jeneratrices  del  cuno  ea  paralela  al  plano  P,  y 
que  así  la  sección  no  tendrá  sino  ramas  cerradas.  Pero  si  la  traza  dcl 
plano  P’  corta  a la  base  del  cono  en  uno  o mas  puntos,  las  diversas  je- 
ncratrices  G,  G’ que  terminen  en  estos  puntos  serán  evidentemen- 

te paralelas  al  plano  P,  y desde  luego  no  encontrarán  a este  sino 
al  infinito ; por  consiguiente,  la  sección  tendrá  otras  tantas  ramas 
infinitas. 

La  asíntota  de  la  rama  correspondiente  a la  jeneratriz  G,  la  obteu- 
drémos  determinando  la  intersección  del  plano  P con  el  plano  tanjente 
tirado  según  esta  jeneratriz  G.  Si  este  plano  tanjente  coincidiese  con  P’, 
lo  que  tendrá  lugar  cuando  la  traza  horizontal  de  este  último  se  halle  ser 
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tanjente  a la  base  del  cono,  en  este  caso  decimos,  la  rama  infinita  carece- 
rá de  atintotas. 

367.  En  cuanto  al  demrrollo  de  la  superficie  cónica,  será  preciso  di- 
vidir la  base  en  arcos  bastante  pequeños  para  que  sensiblemente  se  con- 
fundan con  las  cuerdas;  echo  esto,  mediremos  una  de  estas  cuerdas  y las 
dos  aristas  que  terminan  en  sus  cstremos,  y con  estas  tres  rectas  po- 
drémos  formar  sobre  un  plano  cualquiera,  un  triángulo  que  representa- 
rá un  elemento  »upcrficialác\  cono:  enseguida,  ya  continuación  de  este 
triángulo,  constniirémos  del  mismo  modo  el  elemento  adyacente  que 
tendrá  un  lado  común  con  el  precedente;  y continuado  lo  mismo,  obten- 
drémos  todos  los  elementos  del  cono  estendidos  sobre  un  plano,  lo  cual 
nos  dará  por  último  resultado  el  desarrollo  de  esta  superficie. 

Es  cierto  que  esta  marcha,  buena  en  teoría,  nos  daría  poca  exactitud  en 
la  práctica,  sobre  todo  si  las  operaciones  no  se  ejecutaban  con  mucha 
prolijidad;  porque  en  el  caso  que  nos  ocupa,  era  preciso  construir  una  sé- 
rie  de  triángulos,  en  los  cuales  uno  de  los  lados  es  estremadamente  pe- 
queño respecto  a los  otros,  y en  que  los  errores  parciales  pueden  acumu 
larse.  Sin  duda  ninguna,  sería  mas  ventajoso  conocer  de  antemano,  en 
el  desarrollo,  una  línea  recta  o circular,  sobre  la  cual  no  abría  mas  que 
tomar  arcos  determinados,  para  fijar  la  nueva  posición  de  las  jeneratríces. 
Esta  ventaja  se  obtiene  hallando  la  intersección  de  un  cono  con  una  es- 
fera concéntrica;  pero  este  método,  que  esplicarémos  mas  adelante  (núm. 
330  y 331),  no  está  tampoco  exento  de  inconvenientes  bastantes  graves. 

Una  vez  efectuado  el  desarrollo  de  un  cono,  ya  sea  ]>or  un  método  o 
por  otro,  construimos  en  él  la  transformada  de  una  sección  plana,  o 
la  de  cualqiera  otra  curba,  tomando  sobre  los  radios  del  desarrollo  lon- 
jitudcs  iguales  a las  que  hai  desde  la  cúspide  del  cono  a los  diversos  pun- 
tos de  esta  curba,  según  lo  hemos  visto  en  el  número  252. 

Problema  6.  Construir  la  intersección  de  un  plano  con  una  super- 
ficie de  retolucion. 

268.  Tomemos  por  ejemplo  el  toro,  de  que  hemos  hablado  ya  en  el 
núm.  138,  que  tiene  por  meridiano  al  círculo  (A’B'C’B",  AC),  que  jira 
al  rededor  de  la  vertical  (0, 0”Z’)  situada  en  su  ]>lano;  en  seguida,  ha- 
llemos la  intersección  de  esta  superficie  con  el  plano  M’T’T,  que  es  la 
fanjente  en  el  punto  (M,  M’)  de  la  napa  interior,  porque  hemos  notado 
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precedentemente  (núm.  138)  que  loa  planos  tonjcntes  a cata  napa  deben 
cortar  a la  superficie. 

Empleemos  cu  el  caso  presente  planos  ansiliarcs  que  sean  horizonta* 
les,  y sea  F’K'IV  la  traza  vertical  de  uno  de  estos  pianos.  Este  corta  al 
torosegun  dos  círculos  cuyos  radios  son  OiM=rN’yOM=rK’,  mientras 
que  su  intersección  con  el  piano  M’T’T  es  la  recta  (F’,  F/)  perpendi- 
cular al  plano  vertical;  luego,  los  cuatro  puntos  F,  en  que  esta 

recta  encuentra  a los  dos  círculos,  pertenecen  a la  enrba  pedida.  Los 
otros  puntos  se  Irallan  de  un  modo  enteramente  semejante;  pero  cuando 
lleguemos  a los  paralemos  estremos  D”B”  j D’B’,  no  hallarémos  para 
cada  nno  de  ellos  sino  dos  puntos  G y ^ o H y A;  cuando  si  operamos 
sobre  el  plano  horizontal  V’M’L’,  hallarémos  tres  pantos  R,  r y M,  de 
los  cuales  el  último  os  ol  punto  en  qne  las  ramas  de  la  enrba  forman  un 
nudo.  En  virtud  de  esto,  la  intersección  que  buscamos  tiene  por  proyec- 
ciones a 

MHREFGE”M/<f^e”M  y G’H’. 

Hemos  puntuado  las  porciones  de  esta  enrba  que  se  hallan  debajo  del 
cquador  y del  círculo  de  la  garganta,  porque  son  intitiblet  sobre  el  plano 
horizontal;  y sobre  este  mismo  plano,  debe  tarar  la  curba  a estos  dos 
círculos  en  los  puntos  E,  E”,  <”  y e,  atendiendo  a que  eutúnces  el  plano 
tanjente  del  toro  es  evidentemente  vertical,  y que  asi  la  tanjentc  de  la 
curba  y la  del  paralelo,  que  ambas  se  hallan  en  este  plano,  so  contun- 
den en  la  proyección  horizontal. 

269.  Hallemos  ahora  la  tanjente  de  la  curba  en  un  punto  cualquiera 
(F,  F’),  y como  esta  recta  debe  eer(uúm.  213)  la  intersección  del  plano 
M’T’T  con  el  plano  tanjente  del  toro  en  el  punto  (F,  F’),  construyamos 
en  primer  lugar  este  último.  Según  el  método  jeneral  espnesto  núm. 
133  y 134,  es  preciso  trasladar  el  punto  dado  (F,  F’)  al  meridiano  prin- 
cipal a (N,  N’),  y en  seguida  tirar  la  tanjente  N’P’,  cuyo  pie  es  eviden- 
temente P;  en  seguida,  después  de  haber  referido  este  punto  Pan  so- 
bre la  traza  dei  meridiano  OP’,  tiraremos  perpendicularmentc  a este 
meridiano  la  recta  n6,  que  será  la  traza  horizontal  del  plano  tanjente  en 
el  punto  (F,  F’)  del  toro.  Mui  fácil  nos  sería  hallar  la  traza  vertical  de 
este  mismo  plano;  pero  esto  nos  es  aquí  inútil;  porque  el  punto  9,  en 
que  se  cortan  las  rectas  nO  y T’T,  pertenece  patentemente  a la  inter-> 
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sección  del  plano  tanjcnte  con  ol  plano  M’T'T,  o bien  a la  tanjentc 
hallada,  que,  por  consiguiente,  es  la  recta  (OF,  T’F’). 

Este  método  es  insuficiente  para  obtener  la  lanjente  de  la  sección  en 
el  punto  singular  (M,  M’),  porque  en  este  sitio  se  confunde  el  plano  de 
la  curba  con  el  plano  tanjente  al  toro;  pero  mas  adelante  enseñaremos 
(núm.  734)  a efectuar  esta  interesante  investigación. 

270.  Para  obtener  la  curba  en  sus  verdaderos  dimensiones,  abatiré- 
inos  el  plano  M’T’T  haciéndole  jirar-al  rededor  de  su  troza  horizontal 
T’T,  y un  punto  cualquiera,  tal  como  el  (F,  F’),  permanecerá  siempre 
sobre  una  perpendicular  a la  charnela,  trasladándose  a una  distancia  de 
esta  indicada  por  T’F’.  Por  consiguiente,  será  mui  fácil  hallar  el  aba- 
timiento de  la  sección,  la  que  no  hemos  ejecutado  aquí  con  el  fin  de 
dejar  leer  con  mas  claridad  los  construcciones  principales. 

PaoDLEMA  7.  Inlertecrion  de  un  plano  con  un  hiperboloide  de  reeolu- 
cwn  de  una  napa. 

271.  Sabemos  (núm.  140)  que  esta  superficie  puede  enjendrarse 
por  una  hipérbola  quejireal  rededor  de  su  eje  imajiuario,  o por  la  re- 
volución de  una  recta  móvil  al  rededor  de  otra  recta  fija,  cuyas  rectas 
no  se  hallen  en  un  mismo  plano.  Si  partimos  de  la  primera  definición, 
nos  sería  conocida  la  meridiana,  y nos  hallarfasaos  exactamente  en  el 
mismo  caso  del  problema  del  núm.  268;  esta  eS  la  razón  porque  hare- 
mos uso  del  otro  modo  de  jeaeracion  de  la  superficie,  y representarémos 

la  recta  fija  por  (O,  O’Z’),  y la  recta  móvil  por(AD,  A’D’).  Suponemos  no.  es 
que  esta  última  recta  ea paralela  al  plano  vertical',  porque  siempre  será 
mui  fácil  reducirla  a esta  posición  (núm.  149),  si  en  un  principio  se  le 
hubiese  dado  otra.  La  menor  distancia  entre  las  dos  rectas  es  la  hori- 
zontal (OD,  D’),  que  describe  el  círculo  de  garganta  (XDY,  X’Y’),  y el 
píe  (A,  A’)  de  la  recta  móvil  recorre  el  círculo  AaB,  que  es  la  traza  ho- 
rizontal de  la  superficie.  Nos  limitarémos  aquí  a este  corto  número  de 
datoe  para  fijar  el  hiperboloide  en  cuestión,  sin  ejecutar  la  representa- 
ción gráfica  do  esta  superficies  sobre  el  plano  vertical,  en  el  que  el  con- 
torno aparente  sería  Una  hipérbola  (núm.  148);  y a fin  de  que  se  perciba 
mejor  la  curba  de  intersección  sobre  el  plano  horizontal,  reducirémos 
la  superficie  a su  napa  inferior,  es  decir,  que  supondrénios  que  la  recta 
móvil  se  termina  en  el  punto  (D,  D’).  Finalmente,  recordaremos  que  la 
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jencratriz  dol  segundo  sistema  (núm.  141)  es  (BD,  B’D’),  y que  trasla- 
dando estas  dos  jcneratrices  paralelamente  a sí  mismas,  a las  posicio- 
nes (D’A’,  On)  y (D’B’,  0¿>),  producirán,  con  su  revolución  al  rededor 
del  eje  vertical,  el  cono  asíntota  (núm.  146),  cuya  base  será  el  círculo  ah, 
y cuya  cúspide  (O,  D’)  coincidirá  con  el  centro  del  hiperboloide,  que 
no  es  otra  cosa  que  el  centro  del  círculo  de  garganta. 

272.  Sentado  esto,  sean  PQ  y QR’  las  trazas  del  plano  secante  da- 
do, en  lo  cual  suponemos  que  el  plano  vertical  do  proyección  se  ha  ele- 
jido  de  modo  que  sea  pcrj>cndicnlar  a este  plano  secante.  Para  hallar  su 
intersección  con  el  hiperboloide,  cmplearémos  también  planos  ausiliares 
horizontales,  como  el  que  tiene  por  traza  vertical  a (M’V’).  Esto  plano 
encontrará  a la  jencratriz  (AD,  A’D’)  en  el  punto  (V’,  Vj,  y por  consi- 
guiente, corta  a la  superficie  de  revolución  según  un  círculo  cuya  pro- 
yección horizontal  es  la  circunferencia  VMN  descrita  con  la  distancia  OV 
por  radio;  pero  este  mismo  plano  M’V’  corta  al  plano  dado  PQR’,  según 
una  recta  (M’,  IMN)  perpendicular  al  plano  vertical;  luego,  los  puntos 
M y N comunes  a esta  recta  y al  círculo  precedente,  son  dos  puntos  de 
la  curba  pedida  sobre  el  plano  horizontal;  ademas,  arabos  están  proyec- 
tados vcrticalmente  en  M’.  Tirando  otros  planos  ausiliares  paralelos  al 
M’V’,  determinarémos  los  diversos  pnntos  de  la  intersección,  que  según 
la  inclinación  del  plano  PQR’  puede  ser  una  elipse,  una  parábola,  una 
hipérbola  o una  variedad  de  estas  curbas. 

273.  De  loa  térticea.  La  recta  (OP,  R’Q),  que  manifistamente  divi- 
de en  dos  partes  iguales  formando  ángulo  recto  con  ellas  a todas  las 
cuerdas  paralelas  a MN,  es  precisamente  nn  eje  de  la  curba,  sea  cual 
fuere  el  jénero  de  esta,  si  esta  curba  tiene  pnntos  situados  sobre  este 
eje,  estos  serán  ios  vértices,  y es  mui  importante  obtenerlos  directamen- 
te. Para  conseguirlo,  será  preciso  hacer  jirar  la  jencratriz  (AD,  A’D’), 
hasta  que  llegue  a encontrar  a la  (OP,  R’Q)  en  un  punto  G;  pero  si  por 
el  contrario  dejamos  inmóvil  a la  primera  de  estas  líneas,  y hacemos 
jirar  a la  recta  (OP,  R’Q)  al  rededor  de  la  vertical  O,  a quien  corta  en 
(O,  R’),  dicha  recta  irá  a encontrar  a la  jencratiz  (AD,  A’D’)  en  un 
punto  que  llamaremos  K,  y que  evidentemente  se  hallará  aobre  el  miamo 
■paralilo  en  que  habría  estado  situado  el  vértice  G;  pero  es  fácil  cons- 
truir al  punto  K,  que  es  la  intersección  do  la  recta  (AD,  A’D’)  con  el 
cono  enjendrado  por  la  revolución  de  (OP,  R’Q);  porque  después  de 
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liaber  descrito  el  círcnlo  con  el  radio  OP,  base  de  este  cono  ausiliar, 
tirarémos  por  la  cúspide  (O,  R’)  y por  la  jeiieratriz  (AD,  A’D’)  un  pla- 
no cuya  traza  horizoutal  AC  hallarémos,  con  tirar  por  esta  cúspide  una 
paralela  (R’C’,  OC)  a la  jcncratriz;  en  tal  caso,  como  esta  traza  AC 
cortará  al  círculo  OP  en  dos  puntos  F y E,  nos  dará  a conocer  a las  dos 
aristas  OF  y OE  del  cono  aiisiliar,  a quienes  la  jeiieratriz  (AD,  A’l)’) 
encuentra,  y por  consiguiente,  tendrémos  también  sus  puntos  de  sección 
K y L.  Ahora,  para  volver  de  estos  puntos  a las  verdaderas  cúspides  G 
y II,  dcscribirémos  con  los  radios  OK  y OL  dos  círculos,  cada  uno  de 
los  cuales  cortará  a la  recta  OP,  sobre  el  plano  horizontal,  en  dos  pun- 
tos; pero  distinguirémos  con  facilidad  cuál  de  ellos  csiá  verdaderamente 
situado  sobre  la  línea  indefinida  (OP,  R’Q ),  con  trazar  las  proyecciones 
verticales  K‘G’  y L’II’  de  estos  dos  círculos. 

Es  mui  conveniente  que  la  traza  del  depurado  la  principiemos  por  la 
construcción  de  las  cúspides;  porque  una  vez  determinados  estos  puntos, 
podremos  tirar  los  planos  ausiliares  como  el  M’V’,  a distancias  conve- 
nientes, y ademas,  la  indagación  de  estas  cúspides  nos  dará  a conocer 
el  júnero  de  la  sección,  según  vamos  a esplicar. 

274  Ditcuiion.  1.  ° Si  la  traza  AC  corta  a la  base  del  cono  no.  08. 
liar  descrito  por  la  recta  (OP,  R’Q),  y nos  da  dos  aristas  OF  y OE 
que  ámbas  encuentren  a lajeneratriz  AD,  la  sección  nos  presenta- 
rá dos  vértices  situados  sobre  (OP,  R’Q);  y por  consiguiente,  esta 
curba  es  una  elipse  o una  hipérbola  cuya  eje  real  es  esta  misma  recta.  Es- 
tos dos  casos  se  distinguirán  fácilmente  uno  de  otro,  con  examinar  si  un 
plano  cualquiera  M’V’  tirado  entre  los  puntos  (G,  G’)  y (H,  H’)  da,  o no, 
algún  punto  de  la  curba.  Ademas  de  esto,  cuando  la  sección  sea  elíptica, 
obtendrémos  el  segundo  eje  haciendo  posar  un  plano  horizontal  por  el 
medio  (w,  u’)  del  intervalo  de  los  dos  vértices. 

2.  ° Si  de  las  dos  aristas  OF  y OE,  una  es  paralela  a la  jeneratriz 
DA,  resulta  que  uno  de  los  vértices  se  halla  a una  distancia  infinita,  y la 
sección  es  una  parábola  que  siempre  tiene  por  eje  a la  recta  indefinida 
(OP,RQ). 

3.  Cuando  la  traza  ACsca  taiijcnte  al  círculo  del  radío  OP,  las 
dos  aristas  OF  y OE  se  confundirán  en  tina  sola  recta:  y el  punto  en  que 
cortealajenerairiz  AD,  después  de  trasladado  a la  recta  OP,  nosdaráel 
vértice  único  de  la  sección  que  se  reduce  entonces  al  sistema  de  dos  rectas. 
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Podríaroos  justificar  ceta  aserción  observando  qnc  nna  hipérbola  cuyos 
dos  vértices  se  reúnen,  se  reduce  a sns  asíntotas;  pero  ademas,  si  nos 
tomamos  el  trabajo  do  construir  el  depurado  relativo  a la  hipérbola  qne 
nos  ocupa,  reconoccrémos  que  el  plano  AC  tirado  por  la  cúspide  del 
cono  attíiliar,  es  entonces  tanjente  a este  cono,  lo  mismo  qne  también  lo 
es  el  PQil’;  de  modo  que  estos  dos  planos  que  coincidirían  si  se  hiciese 
jirar  uno  de  ellos  al  rededor  de  la  vertical  O,  deben  producir  en  el  hiper- 
boloide de  revolución,  las  secciones  indicadas.  Pero  como  el  plano  AC 
contieno  ya  a nna  jeneratriz  DA,  no  puede  cortar  de  nuevo  a la  super- 
ficie de  segundo  grado,  sino  según  otra  sección  rectilínea,  proyectada 
también  sobre  una  tanjente  al  círculo  de  la  garganta  (núm.  141);  luego 
así  mismo  el  plano  PQR’  producirá  en  el  hi)ierboloide  una  sección  com- 
puesta de  dos  rectas  análogas  a las  precedentes,  que  se  cortarán  en  el 
punto  hallado  por  única  cúspide  sobre  la  recta  (OP,  R’Q.).  Ademas,  cu 
este  punto,  será  el  plano  PQR’  tanjente  (núm.  142)  al  hiperboloide. 

En  el  caso  mni  particular  en  que  la  recta  según  que  se  reúnen  las 
dos  aristas  OF  y OE,  fuese  paralela  a DA,  el  plano  PQR’  cortarla  al 
hiperboloide  según  dos  joneratrices  paralelas  entre  sí,  y no  sería  ya  pla- 
no tanjente  a la  superficie,  sino  en  un  punto  infinitamente  distante. 

4.  ^ F'lnalmente,  si  la  traza  AC  no  encuentra  absolutainentc  al  cír- 
culo cuyo  radio  es  OP,  no  hai  ningún  vértice  real  sobre  (OP,  R’Q),  y la 
sección  es  en  este  caso  una  hipérbola  de  la  que  esta  recta  es  el  eje  ima- 
jinarío.  En  este  caso,  la  curba  se  construye  siempre  como  en  el  núm. 
272;  pero  para  hallar  el  centro,  y por  consiguiente,  el  eje  real,  será  pre- 
ciso recurrir  a las  asíntotas,  de  las  cuales  hablarémoe  mui  pronto;  o bien, 
y esto  es  mas  sencillo,  tomarémos  el  medio  tu  del  intervalo  de  los  dos 
punto.s  y’  y p’  en  qne  el  plano  PQR’  corta  a las  aristas  D’B’  y D’A’  del 
cono  asíntota.  Esta  regla  está  fundada  en  que  siendo  semejantes  y 
concéntricas  esta  superficie  y el  hiperboloide,  deben  ser  cortadas  por  el 
plano  PQR’  según  dos  curbas  que  tendrán  tin  centrocomun  ( núm.  147 ). 
Pero  respecto  a la  sección  causada  en  el  cono  asíntota,  hemos  visto 
(núm.  247)  que  estaban  proyectados  los  dos  vértices,  sobre  el  plano  ver- 
tical, en  y’  y p’;  por  consiguiente,  el  medio  tu’  de  la  distancia  y’p’,  es  a un 
mismo  tiempo  el  centro  de  la  sección  cónica  y el  de  la  sección  produci- 
da en  el  hiperboloide.  Solo  nos  resta  proyectar  este  punto  a tu,  sobre  la 
linca  OP,  que  ya  sabemos  es  un  eje  de  la  curba;  el  plano  horizontal  tirado 
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por  este  punto  nos  dará  el  modo  de  hallar  los  dos  vértices  reales  por  el 
método  del  nútn.  272. 

275.  Para  obtener  la  tanjente  en  un  punto  cualquiera  M de  la  sec- 
ción producida  por  el  plano  PQR’,  es  preciso  hallar  la  intersección  de 
este  plano  con  el  que  toca  al  hiperboloide  en  M.  Y como  este  último 
está  determinado  (núm.  142)  por  las  dos  jeneratriccs  rectilíneas  que 
pasan  por  este  punto ; y como  también  sabemos  (núm.  1411  que  sus 
proyecciones  horizontales  se  obtienen  tirando  las  tanjentes  ar,Mdi  y 

al  círculo  de  la  garganta,  síguese  por  consecuencia  que  los  dos  puntos 
«a  y 6,  cu  que  estas  jeneratrices  cortan  al  círculo  OA,  que  es  la  traza 
horizontal  del  hiperboloide,  pertenecerán  precisamente  a la  traza  del 
plano  que  buscamos;  por  consiguiente,  esta  traza  será  la  recta  a^ST, 
que  por  medio  de  su  encuentro  con  PQ,  nos  dará  el  pie  T de  la  tan- 
jente TM,  que  se  trata  de  construir. 

En  verdad  que  las  tanjentes  al  círculo  de  la  garganta  tiradas  por  el 
punto  M,  cortarán  al  círculo  OA  en  cuatro  puntos;  pero  no  debemos 
combinar  entre  sí  sino  los  dos  que  a un  mismo  tiempo  se  hallen  del 
lado  de  acá  o de  allá  de  los  puntos  de  contacto  d y d,  relativamente  al 
punto  M;  porque  las  dos  jeneratriccs  que  buscamos  deben  cortarse  en 
M,  y por  consiguiente  (núm.  143 ) no  podrán  pertenecer  al  mismo  sis- 
tema, lo  que  sucedería  evidentemente  con  las  rectas  y ad,  asi  como 
también  con  las  Sd  y 6sd,.  Según  esto,  la  incertidumbre  que  nos  podrá 
quedar,  consistirá  en  saber  si  debemos  combinar  las  dos  rectas  a^,  y 
gd,  o las  otras  dos  ad  y g^d,;  pero  respecto  a estas  últimas  que  tienen 
sus  estremidades  inferiores  en  a y g„  tendrémos  que,  evidentemente,  el 
punto  de  sección  proyectado  en  M se  hallará  encima  del  círculo  de  la 
garganta,  miéntras  que  el  punto  (M,  M’l,  que  es  el  que  consideramos 
aquí,  está  sobre  la  napa  inferior  del  hiperboloide;  luego,  es  también 
preciso  desechar  este  segando  par  de  jeneratrices,  que  deberia  solo 
conservarse  en  un  deparado  en  que  el  punto  considerado  M estuviese 
colocado  sobre  la  napa  superior  de  la  superficie. 

276.  Abatimiento.  Hagamos  jirar  al  plano  PQR’  al  rededor  de  su 
traza  QR’,  para  abatirlo  sobre  el  plano  vertical.  En  este  movimiento, 
la  horizontal  (M’,LMN)  permanecerá  perpendicular  a la  chamela,  y se 
convertirá  en  M’mn,  sobre  cuya  recta  tomarémos  las  distancias  M’m  = 
IM  y M’n— IN;  de  este  modo,  tendrémos  dos  puntos  m y n de  la  curbn 
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abatida.  Los  otros  pantos  se  obtendrán  de  un  modo  semejante,  así  co' 
mo  también  hallarémos  la  tanjente,  cuyo  pie  T se  trasladará  a t y so 
convertirá  en  tm. 

Como  lu  superficie  de  que  tratamos  es  gausn,  como  lo  hemos  demos- 
trado en  el  núm.  145,  no  podrá  cumplir  con  la  condición  esencial  dol 
iiúm.  179,  y por  consiguiente  no  tiene  lugar  la  cuestión  de  hallar  su 
desarrollo.  Observemos  también  que  todas  las  operaciones  precedentes 
se  efectuarian  de  un  modo  enteramente  análogo,  si  el  plano  secante 
l’QR’  fuese  oblicuo  al  plano  vertical  de  proyección,  y también  aun  cuan' 
do  señalásemos  a la  jcueratriz  (AD,  A’D’)  una  posición  cualquiera;  in- 
vitamos a los  lectores  hagan  algún  ejercicio  con  estos  datos. 

PIO.  68.  277.  De  las  ra.vlvs  i.nfiísitas.  Es  inui  importante  saber  conocer 

apriori  si  la  sección  del  hiperboloide  con  un  plano  cualquiera  PCiR’ 
presenta  o no  ramos  infinitas.  Al  efecto,  es  preciso  tirar  por  el  centro 
(O,  D’j  del  circulo  de  la  garganta  una  paralelan  lajcnerntrizfAD,  A’D’), 
j trazar  la  circunferencia  ab,  que  describe  el  pie  (a.  A’)  de  esta  para- 
lela, cuando  jiro  ol  rededor  del  eje  vertical  O para  enjendrar  el  amo 
asíntota;  y como  sabemos  (núm.  14G)  que  todas  las  aristas  de  este  cono 
son  respectivamente  paralelas  a las  diferentes  jeneratriccs  del  hiperbo- 
loide, no  habrá  mas  que  tirar  por  la  cúspide  (O,  D’)  un  plano  n paralelo 
a PCIR',  y ver  si  este  plano  n contiene  alguna  arista  de  esta  superficie 
cónica. 

1.  ^ Cuando  la  traza  horizontal  del  plano  n no  enmentra  a la  base 
del  cono  asíntota,  no  abrá  ninguna  arista  del  cono,  y por  consiguiente 
ninguna  jeneratriz  del  hiperboloide  que  sea  paralela  al  plano  dado 
PCIR’;  luego,  ningún  punto  de  la  sección  producida  por  este  último 
plano,  podrá  estar  situado  al  infinito,  } desdo  luego  esta  sección  será 
cerrada  y elíptica. 

2.  ° Cuaudo  el  plano  tt  corte  a la  base  del  cono  ásíntota  en  dos  pun- 
tos, habrá  sobre  este  cono  dos  aristas,  y sobre  el  hiperboloide  de  dos 
pares  de  jeneratrices,  que  serán  parólelas  al  plano  PCiR’;  luego,  la  sec- 
ción causada  por  este  último  plano  en  el  hiperboloide,  nos  presentará 
dos  ramas  infinitas,  y será  una  hipérbola.  Ademas,  cada  uno  de  estos 
dos  pares  de  jeneratrices,  compuesto  de  dos  rectas  paralelas,  determi- 
nará un  plano  que  será  tanjente  al  hiperboloide  (núm  153)  en  el  panto 
infinitamente  distante  del  encuentro  de  estas  líneas;  por  consiguiente,  la 
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intersección  de  este  plano  tanjente  añntático  con  el  plano  dado  PQR’, 
será  la  que  nos  dará  la  asíntota  de  la  rama  correspoBdientc.  Todo  esto 
so  aclarará  con  el  ejemplo  del  núm.  278. 

3.  ° Por  último,  si  el  plano  ir  no  hace  mas  que  tocar  a la  base  del 
cono  asíntota,  no  habrá  sobre  este  cono  sino  una  sola  arista,  y sobre  el 
hiperboloide  un  solo  par  de  Jeneratrices  qe  sean  paralelas  al  plano 
dado  PUR’;  Inego,  la  sección  no  dará  sino  una  rama  infinita,  y será 
\mn  parábola.  Ademas,  esta  curba  no  tendrá  asíntotas,  porque  el  plano 
tanjente  tirado  por  estas  dos  jeneratrices  será  paralelo  al  plano  PQR’, 
como  lo  verémos  claramente  en  el  núm.  281. 

278.  Apliquemos  estas  reglas  al  caso  del  depurado  69,  en  que  la  ric.69. 
jeneratriz  (ADB,  A’D’A”)  está  prolongada  tanto  para  arriba  como  para 
abajo  del  círculo  de  la  garganta  (XDY,  X’Y’),  con  el  objeto  de  limitar 
la  superficie  en  dos  círculos  iguales  A’B’  y A”B”,  proyectados  hori- 
zontalmente sobre  AZBS.  La  jeneratriz  del  segundo  sistema  sería 
(BDA,  B’D'B”);  y estas  dos  jeneratrices,  transportadas  paralelamente 
al  centro  (O,  D’},  determinarían  el  cono  asíntota  que  tiene  por  base  al 
círculo  cuyo  radio  es  Oa.  Adornos,  así  como  lo  hemos  hecho  en  el  de- 
purado precedente,  no  nos  contraerémos  a ejecutar  la  representación 
gráfica  del  hiperboloide  sobre  el  plano  vertical,  en  el  que  no  habrá  sino 
líneas  aisladas  que  todas  serán  visibles;  solo  sobre  el  plano  horizontal 
es  donde  espresarémos  la  forma  de  la  superficie,  representando  por  pun- 
tuaciones diferentes  las  partes  visibles  y las  partes  ocultas.  En  cuanto 
al  plano  secante,  estamos  convencidos  (núm.  108)  que  convendrá  su- 
ponerlo como  no  existente,  después  de  haber  cortado  a la  superficie,  no 
dejando  de  él  sino  las  trazas  PQ  y QR’. 

Sentado  esto,  si  tiramos  por  la  cúspide  (O,  D’)  del  cono  asíntota  un 
plano  D’F’F  paralelo  a PQR’,  veremos  que  este  corta  al  círculo  Oa  en  dos 
puntos  y al  cono  asíntota  según  dos  aristas  proyectadas  en  OF  y OE. 
Luego,  si  no  consideramos  ahora  sino  la  primera  OF,  y le  tiramos  dos 
paralelas  áec  y e§,  que  sean  tanjentes  al  círculo  de  la  garganta,  estas 
serán  dos  jeneratrices  del  hiperboloide,  que  no  irán  a encontrar  al  pla- 
no PQR’  sino  al  infinito,  y que  anunciarán  la  existencia  de  una  rama 
infinitamente  prolongada.  Pora  obtener  la  asíntota,  observarémos  que 
debiendo  contener  el  plano  tanjente  del  hiperboloide  en  este  punto  in- 
finitamente distante  (núm.  153)  a las  dos  jeneratrices  od  y 6c>  que  se 
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cortan  en  c$te  punto,  tendrá  por  traza  horizontal  a la  recta  aS;  y como 
este  plano  debe  por  su  iiiterneccion  con  el  plano  PQR’  darnos  la  asín- 
tota pedida,  esta  línea  será  evidentemente  paralela  n aj.  Luego,  si  ti- 
ramos por  el  punto  0,  en  qne  se  cortan  las  trazas  PQ  y a”,  la  recta  Odj, 
paralela  a ai,  esta  será  la  asíntota  qne  sn  trata  de  construir. 

279.  Podríamos  repetir  construcciones  semejantes,  respecto  a la  se- 
gunda rama  infinita  que  está  indicada  por  la  otra  arista  OK  del  cono 
asíntota;  pero  debemos  notar  qne  en  la  operación  anterior,  el  plano  dag 
que  tocaba  al  hiperboloide  a una  distancia  infinita  sobre  la  jeneratriz 
da,  era  él  mismo  ianjente  al  cono  asíntota  según  la  arista  OF.  Con 
efecto,  este  plano  contiene  al  diámetro  dOg  del  círculo  do  la  garganta, 
y por  consiguiente  a la  arista  OF;  luego,  su  traza  pasani  por  el  punto 
F y será  evidentemente  perpendicular  al  radio  OF.  Según  esta  obser- 
vación, será  suficiente  tiraral  círculo  del  radio  OE,  la  tanjente  E9  que 
por  su  encuentro  con  PQ.,  nos  dará  el  punto  7 por  el  cual  deberemos 
tirar  la  asíntota  tpu  paralela  a OE.  Esta  segunda  asíntota  deberá  cortar 
a la  primera  en  un  punto  cu  que  esté  situado  sobre  la  recta  OP,  porque 
esta  es  siempre  (núin.273)  un  eje  de  la  curba. 

280.  Si  no  quisiéramos  emplear  sino  una  sola  de  las  dos  jencratriccs 
da  o go  que  van  a terminaren  el  punto  de  contacto  de  la  asíntota,  |>o- 
dríamos  apoyarnos  en  que  siendo  la'superficie  de  revolución,  debe  el  pla- 
no tanjente  ser  perpendicular  al  plano  meridiano  que  pasa  por  el  punto 
de  contacto  (núm.  129).  Pero  en  el  caso  presente,  este  punto  está  situado 
sobreada  una  distancia  infinita;  luego  el  meridiano  correspondiente  es 
el  plano  vertical  OF  paralelo  a ad;  y así  el  plano  tanjente  que  buscamos 
tendrá  por  traza  horizontal  aúna  recta  perpendicular  a OF  tirtdn  des- 
de el  punto  a,  lo  cual  nos  volverla  a dar  a la  línea  aj  hal  luda  ya  por  el  otro 
modo. 

281.  Si  el  plano  D’F’F  tirado  por  la  cúspide  del  cono  asíntota,  para- 
Icmente  a PQR’,  tocase  a este  cono  según  una  sola  arista,  es  decir,  si 
tuviese  la  posición  D’B’é,  vemos  claramente  (núm.  279)  que  él  mismo 
sería  tanjente  al  hiperboloide  en  el  punto  infinitamente  distante  coloca- 
do sobre  la  jeneratriz  (BD,  B’D’);  pero  ya  qne  este  plano  tanjente  es  tam- 
bién paralelo  a PQR’,  toda  su  intersección  cstaria  transportado  al  infi- 
nito; de  modo  que  la  curba  do  interseccion  nos  daría  también  una  rama 
infinita,  pero  que  no  tendría  asíntota. 
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282.  Etbctncnios  aliora  la  traza  de  la  ciirba  según  la  cual  el  plano  nc-  C8. 
l’QR’  corta  ul  hiperboloide, y en  primer  lugar  hallemos  los  vértices  situa- 

<los  sobre  el  eje  (OP,  R’Q,).  Hemos  visto  (núm.  278)  que  para  esto  era 
|>reciso  tirar  la  recta  (R’C’,  OC)  paralela  a la  jeneratriz  (AD,  A’D’),  y 
unir  los  puntos  C y A;  pero  como  la  traza  CA  no  encuentra  en  este  caso 
al  círculo  cuyo  radio  es  OP,  debemos  concluir  de  aquí  que  no  hai  ningún 
vértice  real  sobre  el  eje  de  que  tratamos,  y que  la  sección  es  una  hipér- 
bola cuyor/einiayinarto  es  la  línea  (OP,  R’O).  En  tal  caso,  determina- 
remos el  centro  proyectando  el  punto  de  encuentro  lo  de  las  dos  asíntotas 
sobre  la  línea  R’Q  en  u’;  o sino  (núm.  274)  tomaréinos  ei  medio  to’  del 
intérvalo  de  los  dos  puntos  y’  y v¡’,  en  que  el  plano  PQR’  corta  a las  dos 
aristas  estremas  del  cono  asíntota;  y dando  en  seguida,  por  este  punto 
tu’,  una  sección  horizontal,  según  el  método  núm.  272,  obtendrémos  los 
dos  vértices  reales  G y II.  Este  mismo  método  aplicado  a otros  planos 
horizontales,  como  los  M’V’  y V”VV”,  que  sería  bueno  elijiésemos  de  mo- 
do que  nos  diesen  secciones  ¡guales  en  las  dos  napas,  nos  dará  nuevos 
puntos  M y N,  p y do  la  curba  que  buscamos.  Ademas,  esta  línea  de- 
berá pasar  evidentemente  por  los  puntos  T y S,  en  que  el  círculo  ABS 
es  encontrado  por  la  traza  PQ  del  plano  secante,  así  como  también  por 
los  puntos  (Z,  Z’)  y (ü,  Z’),  en  que  este  mismo  plano  corta  al  círculo 
superior  A”B”. 

En  ñu,  como  el  plano  PQR’ encuentra  al  círculo  do  la  garganta  X’Y’ 
en  dos  puntos  que  se  proyectan  verticalmentc  en  L’,  concluiremos  de 
aquí  sus  proyecciones  horizontales  L y K,  en  las  cuales  deberán  tocarse 
este  círculo  y la  hipérbola  sobre  el  plano  horizontal.  Con  efecto,  aun 
cuando  las  tanjentes  de  estas  dos  curbas  son,  en  el  espacio,  mui  diferen- 
tes una  de  otra,  áinbas  se  hallan  en  el  plano  tnnjente  del  hiperboloide, 
que  respecto  a cada  panto  del  círculo  de  la  garganta  es  evidentemente 
vertical;  de  donde  resulta  que  las  proyecciones  horizontales  de  estas  dos 
tanjentes  necesariamente  se  confundirán. 

En  cuanto  a la  tanjente  a la  sección  en  un  punto  cualquiera  (M,M’), 
su  construcción  se  efectuaría  por  los  mismos  medios  que  en  el  núm.27f). 

283.  Abatimiento.  Esta  operación  la  efectuaremos  como  en  el  de- 
purado precedente,  haciendo  jirar  el  plano  PQR’  al  rededor  de  su  troza 
vertical  QR’,  y tomando,  sobre  perpendicular  esa  esta  chámalo,  las  dis- 
tancias M’wi=lM,  M’»=IN..., 
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En  cuanto  a las  asíntotas,  abatiremos  del  mismo  modo  el  centro  (cu,  cu’) 
a u”;  y trasladando  en  seguida  los  puntos  ^ y 6 a <)>”  y 9”,  hallaremos  a 
{j.'V’  y 6'V’  por  asíntotas  de  la  curba  abatida. 

PnoBLF.MA  0.  Intersección  de  una  recta  con  un  hiperboloide  de  rcralu- 
ciun  de  una  napa. 

ria.66.  2M.  Colocamos  aquí  este  problema,  porque  no  es  sino  una  os- 

tensión del  que  hemos  resuelto  en  el  núm.  273,  respecto  a una  recta 
que  encontraba  al  eje  de  la  superficie  : y vamos  a referir  a este  caso 
particular  la  cuestión  actual,  en  que  la  recta  propuesta  tiene  una  posi- 
ción cualquiera.  Sean,  pues,  (O,  O’Z’)  el  eje  del  hiperboloide,  (ADB, 
A’D’Ii’)  la  jeneratriz  rectilíneo,  y (PCi,  P’Ci’)  la  recta  cuyos  puntos  de 
intersección  con  la  superficie  se  tratan  de  hallar.  La  supondremos  re- 
ducida, por  un  movimiento  de  rotación  al  rededor  del  eje,  a una  situación 
paralela  al  plano  vertical;  esta  operación  preliminar  es  siempre  mui 
fácil  de  efectuarse,  y como  ademas  deja  el  punto  de  intersección  con  la 
superficie  en  el  mismo  paralelo  en  que  estaba  en  un  principio,  será  mui 
iacil  volver  a hallar  este  punto  en  la  posición  primitiva. 

295.  Esto  supuesto,  si  el  plano  vertical  PQ  encuentra  al  circulo  de 
la  garganta  descrito  con  el  radio  OD,  cortará  a la  superficie  según  una 
hipérbola  cuyo  eje  real  será  (X  Y,  X’Y’),  que  tendrá  por  una  de  sus  asín- 
totas a la  recta  (A’B’,  PQ)  Por  consiguiente,  sería  fácil,  en  virtud  de  estos 
datos,  contruir  esta  curba  sobre  el  plano  vertical,  y su  encuentro  con 
P’Q’  nos  daria  entonces  a conocer  los  puntos  pedidos;  pero  nos  propo- 
nemos llegar  a este  resultado  por  medio  de  construcciones  directas,  y 
en  las  que  no  entren  sino  la  línea  recta  y el  círculo.  Para  esto,  figuré- 
monos que  la  hipérbola  de  que  acabamos  de  hablar,  y que  contiene  los 
puntosque  bu.scamos,  jire  al  rededor  de  la  vertical  w;  en  virtud  de  esto, 
producirá  un  segundo  hiperboloide  de  una  napa,  cuyo  circulo  de  gar- 
ganta será  (XdY,  X’Y’),  y tendrá  por  jeneratriz  rectilínea  a la  recta 
(«Si  A’B’);  en  cuyo  caso  la  cuestión  primitiva  se  reducirá  evidentemen- 
te a hallar  los  puntos  de  intersección  de  este  nuevo  hiperboloide  con  la 
recta  (PQ,  P'Q’),  que  encuentra  a su  eje  (w,  O’Z’);  y por  consiguiente, 
nos  hallamos  otra  vez  en  el  caso  del  problema  del  núm.  273. 

Por  consiguiente,  describirémos  con  el  radio  aiP,  un  círculo  que  será 
la  base  de  un  cono  ausiliar,  que  tendrá  por  cúspide  el  punto  (u,  R’); 
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tirando  en  segaida  la  recta  (R’C’,  wC)  paralela  a la  jeneratriz,  determi- 
iiarémos  la  traza  aC  de  un  plano  que  cortará  a este  cono  aegun  las  aris- 
tas (üE  y (uF.  Estas  últimas  líneas  van  a encontrar  a la  jeneratriz  en  los 
puntos  (L,  L’)  y (K,  K’),  que  trasladaremos  a la  recta  propuesta  en 
(M’,  M)  y (N’i  N);  y estos  últimos  puntos  serán  los  mismos  en  que  la 
recta  (PQ,  P’Q.’)  penetra  al  segundo  y también  al  primer  hiperboloide. 

286.  Si  la  proyección  horizontal  PQ  de  la  recta  propuesta,  fuese 
tanjente  al  círculo  de  la  gargante  descrito  con  el  radio  OD,  el  plano 
vertical  cortaría  evidentemente  al  hiperboloide  primitivo,  según  dos  rec- 
tas proyectadas  sobre  A’B’  y sobre  la  recta  simétrica  de  esta  última; 
cntánces,  el  encuentro  de  estas  dos  rectas  con  P’Q’  nos  daría  inmedia- 
tamente los  puntos  que  buscamos. 

287.  Finalmente,  supongamos,  como  en  la  figura  67,  que  la  recta  fic.67. 
propuesta  (PQ,  P’Q’)  sejiroyectc/ueradrZ  circulo  de  la  gargarita  OD. 
También  en  este  caso  el  plano  vertical  PQ  cortará  a la  superficie  pri- 
mitiva según  una  hipérbola;  pero  su  eje  real  estará  dirijido  según  la 
vertical  R;  de  modo  que  haciendo  jirar  a esta  curba  al  rededor  de  esta 
vertical,  obtendrémos  un  hiperboloide  de  dm  napas,  y el  problema  no 

será  tan  sencillo.  Esta  es  la  razón  porque  trastornamos  la  cuestión 
primitiva,  y nos  proponemos  hallar  los  puntos  de  intersección  de  la ' 
recta  ( AB,  A’B’),  con  el  hiperboloide  qne  describiría  (PQ,  P’Q’)  jirando 
al  rededor  de  la  vertical  O;  porque  evidentemente  estos  nuevos  puntos 
de  sección  estarán  a la  misma  altura  que  los  primeros. 

Pero  en  este  segundo  hiperboloide,  el  circulo  de  la  garganta  que 
tiene  por  radio  a (OB,  R’)  precisamente  es  cortado  por  el  plano  vertical 
AB,  y la  cuestión  está  enteramente  comprehendida  en  el  caso  del  núm. 

285;  y asi,  después  de  haber  descrito  el  círculo  de  la  garganta  (ApY, 

X’Y’)  de  otro  tercer  hiperboloide  que  tuviese  por  jeneratriz  a la  recta 
(ttp,  P’R’j,  hallarémos,  como  arriba,  los  puntos  (p,  M’)  y {u,  IV),  en  que 
a esta  última  línea  encontrase  la  (AB,  A’B’),  cuando  esta  jirase  al 
rededor  de  la  vertical  D;  en  seguida,  tendríamos  que  transportar  estos 
dos  puntos  sobre  (AB,  A’B’),  dejándolos  a la  misma  altura.  Pero  los 
últimos  puntos  obtenidos  de  este  modo  deberían  en  seguida,  trasla- 
darse por  el  problema  primitivo,  a (PQ,  P’Q'),  dejándolos  aun  en 
los  mismos  planos  horizontales ; por  consiguiente , la  operación  se 
reduce  a transportar  inmediatamente  los  puntos  {p,  M’)  y (u,  N'J  a 
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(M,  M’)  y (N,  que  serán  los  puntos  de  encuentro  de  la  recta 
(PQ,  P’Q'^  con  el  primer  hiperboloide  descrito  por  la  revolución  de 
(AB,  A’B’J  al  rededor  de  la  vertical  O. 


CAPITULO  III. 

Intersecciones  de  dos  superficies  curbas. 


PnoBLEM.v  r.  Intersección  de  dos  cilindros  cualesquiera. 

íio.'O.  288.  Sean  ABGKH  la  base  o la  traza  horizontal  del  primer  cilindro, 
y (AZ,  \'7,' ) una  de  sus  jeneratrices;  sean  también  VLMYI  y (Vr,  V'r’^ 
los  datos  análogos  del  segundo  cilindro;  de  aquí  deduciremos  fácilmente 
(núm.  109 ) el  contorno  aparente  de  cada  una  de  estas  superficies  sobre 
el  plano  horizontal  y sobre  el  plano  vertical;  para  obtener  en  seguida  sus 
intersecciones,  deberemos  emplear  planos  secantes  que  sean  a un  mismo 
i\cm'po paralelos  a lasjeneratrices  de  ámbos  cilindros,  y en  virtud  de  esta 
disposición  producirán  en  estas  dos  superficies  secciones  que  evidente- 
mente serán  rectilíneas.  Al  efecto,  tiremos  por  un  punto  cualquiera  de  la 
arista(AZ,  A'Z’^  una  recta  ("ZR,  Z'R'-)  paralela  a las  jeneratrices  del  se- 
gundo cilindro,  y constniyamos  la  traza  RA  del  plano  que  pase  por  estas 
dos  rectas;  hecho  esto,  no  necesitaremos  ya  sino  tirar  diversas  paralelas 
a RA,para  estar  seguros  de  que  estas  son  las  trazas  de  planos  adecuados 
para  cortar  los  dos  cilindros  según  jeneratrices  rectilíneas. 

289.  Consideremos  el  plano  secante  RA;  este  plano  cortará  al  pri- 
mer cilindro  según  dos  aristas  proyectadas  sobre  Aaa  y Ccy,  y al  segun- 
do según  las  aristas  proyectadas  sobre  LI  y Q^:  por  consiguiente,  estas 
cuatro  rectas  que  se  hallan  sobre  un  mismo  plano,  nos  darán  por  medio 
del  encuentro  de  sus  proyecciones  cuatro  puntos  a,  oc,  c,  y,  que  pertene- 
cerán a la  proyección  horizontal  de  la  intersección  de  los  dos  cilindros. 
Un  seguida,  si  proyectamos  sobre  la  línea  de  tierra  ios  pies  A,  C,  L,  Q 
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«le  catas  aristas,  deduciremos  de  aquí  sus  proyecciones  verticales,  que 
también  nos  darán,  por  medio  de  sus  mutuos  encuentros,  los  puntos 
a’,  c\  y’  de  la  cuibade  intersección  proyectada  sobre  el  plano  vertica,!; 
ademas  será  preciso,  como  medio  de  veriñcacion,  que  estos  puntos  a y 
<i’,  a y a’,....  se  hallen  de  dos  en  dos  sobre  rectas  perpendiculares  a la 
línea  de  tierra. 

Lo  mismo  ejecutaremos  coa  cualesquiera  otros  planos  secantes  para- 
lelos a RA;  pero  es  bueno  que  empecemos  el  depurado  por  la  determi- 
nación de  los  puntos  de  que  vamos  a hablar,  porque  es  mui 

esencial  construir  estos,  y porque  en  seguida  podremos  proporcionar  el 
núnmro  de  planos  secantes  intermedios,  en  los  intervalos  que  quedan 
entre  los  puntos  ya  obtenidos. 

290.  Funto$  existente»  sobre  los  planos  límites.  Si  paralelamente  a 
RA  tiramos  los  rectas  MNB  y GHI,  de  modo  que  cada  una  de  ellas  sra 
tanjenle  a una  de  las  bases  y ai  mismo  tiempo  secante  a la  otra,  estas  rec- 
tas serán  las  trazas  de  dos  planos  límites,  entre  los  cuales  se  hallarán 
comprehendidos  todos  los  puntos  que  son  comunes  a las  dos  superficies, 
porque  fuera  de  estos  límites  vemos  mui  bien  que  los  planos  secantes 
paralelos  a RA,  no  podrán  cortar  sino  a uno  solo  de  ios  dos  cilindros. 
Ademas,  si  aplicamos  al  plano  MNB  el  método  jencral,  espuesto  en  el 
número  precedente,  obtendremos  dos  puntos  (6,  6’)  y {b,  V),  en  que 
las  jcneratrices  (Mm,  M’m’)  y (Nn,  N'n’)  serán,  en  el  espacio,  tanjentes 
a la  curba  de  intersección;  y por  consiguiente,  este  contacto  deberá  ve- 
rificarse sobre  ¡os  dos  planos  de  proyección,  según  se  ve  en  el  depurado 
que  presentamos.  Con  efecto,  la  recta  (MS,  M’S’)  se  halla  evidentemen- 
te en  el  jilano  que  tocase  al  cilindro  LMN  en  el  punto  (5,  6’)',  pero 
también  está  en  el  plano  secante  MBS,  que  por  hipótesis  es  tanjente  al 
cilidro  ABC  al  largo  de  la  arista  BS;  luego,  esta  recta  (MS,  M’S’)  es  la 
intersección  de  los  planos  tanjentes  a las  dos  superficies  en  el  punto 
(€,  6’),  y por  consiguiente  [núm.  213]  es  también  tanjente  a la  curba, 
según  la  cual  se  cortan  estas  dos  superficies. 

Del  mismo  modo  probaríamos  que  la  arista  (Nó,  N’¿’)  es  tanjente  a 
la  curba  de  intersección  en  el  punto  {b,  V);  y así  mismo  el  plano  límite 
GUI  nos  dará  los  dos  puntos  (g,  g’)  y (/i,  b’),  en  que  las  aristas  (Gg,  G’g’) 
y (HA,  H’A’)  tocan  a la  curba. 

291.  Puntos  sobre  los  contornos  aparentes.  Haremos  pasar  planos 

23 
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secantes  paralelos  a RA,  por  los  puntos  A,  K,  X,  Y (*),  en  que  termí- 
nan  las  aristas  que  forman  el  contorno  aparente  de  cada  cilindre  sobre 
el  plano  horizontal;  en  seguida,  por  el  método  jeneral  del  núm.  289,  ob- 
tendremos los  puntos  (a,  a'),  (a,  at),  (ir,  n'),  (f,  9'),  (d,  d’)  en  los  cuales  la 
curba  tocará,  pero  solo  »oáre  el  plano  horizontal,  a las  aristas  correspon- 
dientes. Con  efecto,  en  el  punto  (a,  a’)  por  ejemplo,  es  distinta  la  tan- 
jente  de  la  curba  cii  i)l  espacio  de  la  jeneratriz  (Aa,  A’a’);  pero  estas  rec- 
tas están  contenidas  ámbas  en  el  plano  que  es  tanjente  al  largo  de 
(Aa,  A’a’)  y como  en  el  caso  presente,  este  plano  es  precisamente  verti- 
cal, resulta  de  aquí  que  la  proyección  horizontal  de  esta  jeneratriz  coinci- 
dirá con  Ja  de  la  tanjente;  por  consiguiente  deberá  tocar  a la  proyección 
de  la  curba  sobre  el  plano  horizontal,  al  propio  tiempo  que  no  tendrá  es- 
to lugar  sobre  d plano  vertical. 

Observemos  ademas,  que  siempre  será  en  alguno  de  los  puntos  de  que 
acabamos  de  hablar,  en  los  que  se  efectúe  el  paso  de  la  parte  visible  a la 
invisible  de  la  curba  de  intersección,  considerada  en  proyección  horizon- 
tal. Prescindiendo  de  esto,  daremos  mui  pronto  una  regla  jeneral  para 
distinguir  unas  de  otras  estas  partes. 

292.  Así  mismo,  si  por  los  pies  V,  U,  T,  G,  de  las  aristas  que  for- 
man el  contorno  aparente  de  cada  cilindro  sobre  el  plano  vertical,  tira- 
mos planos  secantes  paralelos  a RA,  hallaremos  puntos  tales  como 
(e,  e’),  en  los  cuales  tocará  la  curba,  pero  solo  sobre  el  plano  vertical,  a 
las  aristas  correspondientes  tales  como  (Ve,  V’g’).  Con  efecto,  esta  jene- 
ratriz y la  tanjente  de  la  curba  en  el  punto  (c,  e’)  se  hallan  ámbas  situa- 
das en  el  plano  tanjente  al  largo  de  (Ve,  V’e);  y como  este  plano  es  en 
el  caso  presente  perpendicular  al  plano  vertical,  las  proyecciones  vertica- 
les de  estas  dos  rectas  necesariamente  se  confundirán,  y ciertamente  no 
sucederá  así  con  sus  proyecciones  horizontales.  En  cuanto  a la  arista 
(Gg,  G’g'),  es  efectivo  que  toca  a la  curba  a un  mismo  tiempo  en  losdos 
planos  de  proyección;  pero  esto  depende  de  que,  en  la  ñgura  actual,  cs- 


(*)  En  el  caso  presente,  es  inútil  tirar  por  el  punto  K un  plano 
secante,  ]}orque  este  punto  se  halla  fuera  del  espacio  comprehendido  por 
los  planos  limites. 
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ta  jeneratriz  se  halla  al  mismo  tiempo  sobre  el  contorno  aparente  y en 
el  plano  límite  GHL 

Finalmente,  también  será  en  alguno  de  los  puntos  de  que  acabamos 
de  hablar,  donde  se  efectúe  el  paso  de  la  parte  visible  de  la  curba  a la 
invisible  sobre  el  plano  vertical,  cnyas  partes  no  son  las  mismas  que  en 
la  proyección  horizontal,  por  ser  diferente  el  panto  de  vista  (núm.  106 ). 

293.  La  tanjmU  en  un  punto  cualquiera  [t,  t' ) de  la  curba  de  inter- 
sección, nos  la  dará  a conocer  la  intersección  de  los  dos  planos  'que  to- 
can a los  cilindros  al  largo  de  las  aristas  Tt  y St;  pero  las  trazas  hori- 
zontales de  estos  planos  son  las  recttM  TO  y SO  tanjentes  a las  bases  en 
ios  puntos  T y S;  luego,  el  ponto  0 en  que  se  cortan  estas  dos  rectas, 
pertenece  a la  tanjente  pedida,  la  que  por  consiguiente  es  Ot. 

Cuando  el  punto  0 en  que  van  a encontrarse  las  trazas  de  los  dos  pla- 
nos tanjentes,  está  mui  distante,  como  sucede  en  el  depurado  de  que  tra- 
tamos, podemos  servimos  del  método  siguiente.  El  plano  secante  MNB, 
qne  a nn  mismo  tiempo  es  paralelo  a las  jeneratrices  de  los  dos  cilindros, 
debe  cortar  al  plano  tanjente  S9  según  una  recta  poi  paralela  a St,  y el 
plano  tanjente  T J según  otra  recta  .lu  paralela  a T^,  luego  el  punto  w, 
en  que  se  encuentran  las  lineas  y pu,  es  precisamente  común  a los 
dos  pla-nos  tanjentes,  y por  consiguiente  es  un  punto  de  la  tanjente  que 
buscamos  tuO. 

Hasta  ahora  no  hemos  hablado  sino  de  la  proyección  horizontal  de  la 
tanjente,  porque  como  el  punto  ( t,  i'J,  qne,  para  mayor  claridad  hemos 
elejido,  se  halla  colocado  sobre  el  contorno  aparente  relativo  al  plano 
vertical,  la  tanjente  está  proyectada  sobre  este  mismo  plano,  según  la 
arista  T’t’;  pero  en  cualquiera  otro  caso,  será  suficiente  proyectar  sobre 
la  línea  de  tierra  el  pie  0 de  la  taujente,  y unirlo  con  t';  o sino  construi- 
«mos,con  facilidad,  las  proyecciones  verticales  de  las  dos  rectas  ausilia- 
res  .1(1)  y (tai  que,  por  medio  de  su  encuentro,  nos  darán  un  punto  tu  de  la 
tanjente  proyectada  sobre  el  plano  vertical. 

294.  Observación  I.  Para  distinguir  sobre  la  curba  de  intersección 
de  los  cilindros,  las  partes  visibles-  de  la  proyección  horizontal,  es  pre- 
ciso observar  que  si  en  el  depurado  existiese  solo  el  cilindro  ABK  se- 
rian visibles  todas  las  aristas  que  terminasen  en  el  arco  ABK,  en  tatito 
que  las  que- terminasen  en  el  AHK  no  lo  serian;  así  mismo,  si  el  cilindro 
XMY  subsistiese  solo,  las  aristas  visibles  serian  las  qne  terminasen  en 


no.  70. 
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el  arco  XVY,  y ninguna  de  laa  otras  se  verían.  Pero  coaiido  los  dos 
cilidros  existen  simnitáncamcnte,  podrá  suceder  que  una  arista  visible 
del  primero  quede  en  pane  oculta  por  el  segundo;  mas,  si  esta  arista 
llega  a encontrar  a una  jeneratriz  que  seo  visible  en  este  último 
cilindro,  dicha  arista  será  también  visible  en  este  sitio.  Pero  cuan- 
do se  halle  un  punto  sobre  una  arista  que  sea  invisible,  no  considerando 
sino  el  cilindro  a que  pertenezca,  es  evidente  que  con  mayor  razón  per- 
manecerá invisible  este  punto  cuando  a un  mismo  tiempo  existan  los 
dos  cilindros,  por  consiguiente  podemos  sentar  las  dos  reglas  siguientes; 

Será  vi8iBL£  un  punto  de  la  cwrba  de  intertecciun,  cuando  resulte  del 
encuentro  de  dos  aristas  visibles  ántbas,  en  cada  cilindro  considerado 
aisladamente. 

Será  iNvisiDLE  un  punto  de  la  intersección,  cuando  provenga  del  en- 
cuentro de  dos  aristas,  de  las  que  a lo  minos  i.va  sea  invisible  en  el 
cilindro  a que  perteruzca. 

Fácilmente  aplicará  el  lector  estos  reglas  a la  proyección  horizontal 
de  la  intersección  de  loe  dos  cilindros,  supuesto  que  hemos  indicado 
mas  arriba  cuales  son  las  aristas  visibles  en  cada  superficie  considerada 
aisladamente;  y en  virtud  de  esto,  .se  penetrará  fácilmente  de  las  partes 
seguidas  o puntuadas  qne  presenta  el  depurado.  En  cuanto  a la  proyec- 
ción vertical,  también  se  aplican  a ella  las  regios  precedentes,  con  tal 
que  tengamos  presente,  que  respecto  a esta  proyección  las  únicas  aristas 
visibles  sobre  el  primer  cilindro,  considerado  aisladamente,  son  las  que 
terminan  en  el  arco  T4G,  y qne  las  aristas  visibles  del  segundo  termi- 
nan todas  sobre  el  arco  VMU. 

PIO.  70.  293.  Observación  II.  £1  encuentro  de  dos  cilindros  puede  tener 

lugar  por  arranque  o por  penetración.  Hai  arranque,  cuando  las  trazas 
MNB  y GHI  de  los  dos  planos  límites  son,  como  en  el  presente  dep««- 
rado,  tanjentes,  una  a la  base  ABKH,  y otra  a la  XM Y;  porque  en  este 
caso  hai  en  cada  cilindro  jcneratrices  que  no  contienen  ningún  punto 
de  la  intersección , y en  virtud  de  esto,  no  hacen  sino  arrancarse 
mutuamente  una  parte  de  su  superficie,  en  tanto  que  las  partes  co- 
rrespondientes a los  arcos  MON  y HKG  conservan  su  integridad  en 
toda  BU  lonjitud.  Importa  ademas  observar  que  en  este  caso,  todas 
las  partes  de  la  intersección  formarán  una  rama  sola  y no  interrum- 
pida, qne  podrá  recorrer  un  punto  móvil  con  un  movimiento  couti- 
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uno,  sin  dejar  de  hallarse  a nn  tnisrao  tiempo  eobre  loa  dos  cilindros. 

Por  el  contrario,  cuando  las  trazas  GHI  y CAO  de  los  dos  planos fic.ti. 
límites  son  tanjentes  a la  mitma  bate,  como  on  la  fig.  71,  en  este  coso 
decimos  que  habrá  penetración,  porque  todat  lat  jeneratrticet  del  cilin- 
dro XOY  entrarán  en  el  otro  cuerpo  y trazarán  sobre  la  napa  corres- 
pondiente al  arco  AH,  la  primera  rama  cerrada;  en  seguida,  saldrán 
del  cilindro  por  otra  rama  también  cerrada  y situada  en  la  napa  CG. 
Ademas,  estas  dos  curbas  de  entrada  y de  salida  son  totalmente  distin- 
tas, y no  tendrán  ninguna  parte  común  por  la  cnal  pueda  un  punto  mó- 
vil pasar  de  nnaa  otra  sin  interrupción;  porqne  estarán  separadas  en  el 
cilindro  grande,  por  las  napas  ABC  y HKG,  en  que  no  existe  ningún 
punto  de  intersección. 

296.  Observación  III.  En  todos  casos,  la  intersección  no  tendrá 
ramas  infinitas  si  las  dos  bases  son  curbas  cerradas.  Con  efecto,  pa- 
ra que  existiese  unaramaquese  estondiese  indeñnidamente,  era  pre- 
ciso que  se  hallase  sobre  uno  de  los  cilindros  una  jeneratriz  del  uno 
paralela  a otra  jenerairiz  del  otro;  pero  entonces,  según  la  naturaleza 
de  estas  superficies,  todas  las  jeneratrices  serian  paralelas  entre  sí  en  los 
dos  cuerpos,  y no  tendría  lugar  la  intersección;  o se  reduciría  esta  a 
una  o mas  rectas  correspondientes  a los  puntos  de  encuentro  do  las 
dos  bases,  cuyo  jénero  de  línea  no  da  lugar  a ninguna  discusión. 

Cnando  los  dos  bases,  o una  do  ellas,  son  indefinidas,  bastará 
examinar  la  posición  do  los  planos  límites  (uúin.  299)  respecto  a estas 
bases,  para  reconocer  si  alguno  de  los  planos  secantes  intermedios  pue- 
de llegar  a cortar  alguna  de  las  basos  a una  distancia  infinita.  < 

Probi.ema  2.  Intersección  de  dos  superficies  cónicas. 

297.  Sean  (8,8’)  la  clispide  del  primer  cono,  y AB  la  ciirba  que  pio. rj. 
sobre  el  plano  horizontal  lo  sirve  de  base;  (T,  T’)  y DE  los  datos 
análogos  del  segundo  cono;  tirando,  en  este  caso,  tanjentes  a las  bases 

que  sean  porpcndiculares  a la  línea  de  tierra,  obtendremos  las  roelas 
8’ A’  y 8’B’,  T’D’  y T’E’,  que  formarán  el  contorno  aparente  do  estas 
dos  superficies  sobre  el  plano  vertical.  En  cnanto  al  plano  horizontal, 
no  hai  sobre  ¿1  otros  límites  que  las  trazas  AB  y DE;  porque  estando, 
en  el  caso  presente,  las  cúspides  proyectadas  dentro  de  las  bases,  es 
imposible  tirar  por  los  puntos  8 y T tanjentes  a estas  curbas  (núm.  1 19), 
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lo  cual  sería  necesario  para  obtener  planos  tanjentes  vtrticale*.  Hare- 
mos ademas  abstracción  de  las  najias  superiores  de  los  dos  conos,  con 
el  objeto  de  no  hacer  invisible,  en  el  plano  horizontal,  la  rama  de  inter- 
sección procedente  de  las  napas  inferiores, que  es  laque  especialmente 
debo  fíjar  nuestra  atención. 

298.  Para  obtener  la  intersección  de  estos  dos  conos,  haremos  uso 
de  varios  plano»  Meante»  tirados  todos  por  la  recta  (ST,  H’T’)  qiie  une 
la»  dos  cúspides;  porque  esta  clase  de  planos  no  producirán  en  las  dos 
superficies  sino  secciones  rectilíneas  fáciles  de  construir;  j ademas,  sns 
trazas  horizontales  deberán  todas  pasar  evidentemente  por  el  ponto  R. 
Cousideremos  pues,  de  entre  todos  estos  planos,  el  que  tiene  por  traza 
a la  recta  arbitraria  RIKGHf  este  plano  cortará  al  cono  T según  dos 
jeneratrices  proyectadas  sobre  TF  y TG,  y al  cono  S según  las  otras 
dos  proyectadas  sobre  SI  y 8H;  y como  esta  última  recta  encuentra  a 
las  precedentes  en  los  puntos  K y M,  síguese  que  estos  dos  puntos 
pertenecerán  a la  proyección  horizontal  de  la  intersección  pedida.  No 
hacemos  aquí  caso  de  los  puntos  de  sección  que  nos  produjese  la  arista 
81,  en  virtud  de  que  esta  recta  no  va  a cortar  a las  jeneratrices  TF  y 
TG  sino  encima  de  la  cúspide  T,  y por  consiguiente  estos  puntos 
pertenecerán  a la  rama  do  intersección  situada  sobre  las  napas  superio- 
res, do  las  que  hemos  convenido  en  hacer  abstracción. 

En  cuanto  al  plano  vertical,  bastará  proyectar  sobre  la  línea  de  tierra 
los  pies  F,  G,  H de  las  jeneratrices  que  acabamos  de  combinar,  y sus 
proyecciones  verticales  T’F’,  T’G’,  8’H’  nos  darán,  por  medio  de  su 
encuentro,  los  puntos  K’  y M'  de  la  ciirba  de  intcrsccciou  proyectada  so- 
bre este  plano;  ademas,  sabemos  que  estos  últimos  puntos  deberán  estar 
relacionados  con  K y M,  por  la  condición  de  hallarse  de  dos  en  dos  so- 
bre una  misma  per|ieudicular  a la  línea  de  tierra,  cuya  condición  podría 
también  servir  para  deducir  aquellos  de  estos,  no  empleando  para  ello 
sino  una  sola  jeneratriz  sobre  el  plano  vertical.  De  un  modo  entera- 
mente semejante  operaremos  con  cualesquiera  otras  rectas  que  salgan 
del  punto  R;  pero  recomendamos  principiar  la  traza  del  depurado,  por 
la  indagación  de  los  varios /nintoi  notables  de  que  vamos  a hablar;  por- 
que es  mui  esencial  la  construcción  de  estos;  } una  vez  fijada  su  posi- 
ción, nos  será  fácil  proporcionar  el  número  de  planos  secantes  interme- 
dios, a los  intérvalos  que  queden  entre  los  puntos  hallados  ya. 


Digitized  by  Google 


• CAriTDLO  III.  INTERSECCIONCS  OE  DOS  SCrEBriCIEE  CDBBáS.  183 

299.  Punto!  sobre  los  planos  limites.  Si  la  traza  R de  la  línea  (ST,  no-’í'-í. 
S’T’)  no  está  situada  dentro  de  las  dos  bases,  podremos,  desde  este 
punto,  tirar  dos  rectas  RPQ  y RUV,  de  modo  que  cada  una  de  ellas  sea 

a un  mismo  tiempo  tanjente  a una  de  las  bases  y secante  respecto  a la 
otra ; en  este  caso  estas  rectas  serán  las  trazas  de  los  planos  secantes 
limites',  porque  vemos  mui  bien  que  cualquier  plano  tirado  por  las  dos 
cúspides  que  se  hallase  fuera  del  espacio  angular  VRQ,  no  encontraría 
sino  a uno  solo  de  los  dos  conos,  y por  consiguiente  no  podría  contener 
ningún  punto  de  su  intersección.  Ademas,  si  aplicamos  al  plano  límite 
RPQ  el  método  jeneral  de  construcción  indicado  en  el  número  prece- 
dente, hallaremos  el  ponto  (L,  L’),  en  que  la  jeneratriz  (SLQ,  S’L’Q’) 
es  tanjente  a la  curba  de  intersección  en  el  espacio,  y este  contacto  de- 
berá efectuarse  sobre  los  dos  planos  de  proyección,  según  se  ve  en  el 
depurado  que  presentamos.  Con  efecto,  la  jeneratriz  (SQ,  S’Q’)  está 
contenida  en  el  plano  límite  RQ,  que  por  hipótesis  es  tanjente  al  cono 
T según  la  arista  TLP,  y por  consiguiente  en  el  punto  (L,  L’);  pero 
esta  jeneratriz  (SQ,  S’Q')  se  halla  también  evidentemente  en  el  plano 
que  toque  al  cono  S en  el  punto  (L,  L’j;  luego  es  la  intersección  de 
los  planos  tanjentes  tirados  a las  dos  superficies  por  el  punto  (L,  L*),  y 
por  consiguiente  (núm.  213)  es  también  tanjente  a la  curba  según  la 
que  se  cortan  estas  dos  superficies. 

Del  mismo  modo  probaríamos  que  el  plano  RUV  nos  da  un  punto 
(N,  N’),  en  que  la  arista  (SV,  S’V’)  toea  a la  curba  sobre  loe  dos  pla- 
nos de  proyección. 

300.  Puntos  sobre  los  contornos  aparentes.  Haremos  pasar  planos 
secantes  por  los  pies  B,  E,  D,  en  que  terminan  las  aristas  que  forman 
el  contorno  aparente  de  cada  superficie,  y per  el  método  jeneral  del 
núm.  298,  obtendremos  los  puntos  (6,  6’)»  (*>  *’)>  (e>  f’)i  (<í>  en  que 
la  curba  toca,  pero  solo  sobre  el  plano  rertical,  a las  aristas  correspon- 
dientes. Con  efecto,  en  el  punto  (g,  g’),  por  ejemplo,  la  tanjente  a la  cur- 
ba en  el  espacio  es  mui  diferente  de  la  jeneratriz  (SB,  S’B’);  pero  es- 
tas dos  rectas  se  hallan  ámbosenel  plano  S’B’B  que  es  tanjente  al  largo 
de  esta  jeneratriz;  y como  este  plano  es  evidentemente  perpendicular  al 
plano  vertical,  resulta  de  aquí  que  la  tanjente  y la  jeneratriz  de  que 
hablamos,  se  confundirán  en  la  proyección  vertical;  por  consiguiente, 
será  preciso  que  la  recta  S’B’  toque  a la  curba  sobre  el  plano  vertical. 
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un  tanto  que  SB  estará  iéjos  de  ser  tanjente  a la  proyección  hori- 
zontal. 

Observemos,  ademas,  que  siempre  será  en  alguno  de  los  puntos  de 
que  acabamos  de  hablar,  donde  se  efectuará  el  paso  de  la  parte  titihle 
a la  inñtible  do  la  curba  de  intersección;  esta  es  la  razón  porque  es 
mui  importante  conocer  los  puntos  situados  sobre  los  contornos  aparen- 
tes con  preferencia  a otros  puntos,  aunque  estén  mui  próximos  a estos. 
Ademas  daremos  mui  pronto  una  regia  jeneral  para  discernir  loa  arcos 
visibles  de  los  invisibles  en  la  curba  do  intersección. 
fic.73.  301.  La  tanjente  en  ten  punto  cualquiera  (&I,  M’)  de  esta  curba,  nos 

la  dará  a conocer  (núm.  213)  la  intersección  de  los  dos  planos  qne  to- 
quen a los  conos  según  las  aristas  8MH  y TMG;  y como  las  trazas 
horizotales  de  estos  planos  son  las  rectas  Hd  y GO  tanjentes  a las  bases; 
síguese  que  el  punto  9,  en  que  se  cortan  estas  últimas  rectas,  es  el  pie 
de  la  tanjente  que  por  consiguiente,  tiene  por  proyección  horizontal  a 
la  recta  9M.  En  cuanto  a la  proyección  vertical  O'M’,  la  obtendremos 
proyectando  el  punto  0 a la  línea  de  tierra  en  9'. 

302.  Podemos  también  proponernos  hallar  el  punto  moa  bajo  y mas 
alto  de  la  curba  de  intersección,  es  decir  los  puntos  en  que  la  tanjente 
es  horizontal.  Para  esto  es  preciso,  en  primer  lugar,  hallar  un  plano 
secante  RzX  de  tal  naturaleza  que  corte  a las  bases  en  dos  puntos  x y 
X,  en  que  las  tanjentes  xyyXY  sean  paralelas;  esta  primera  indaga- 
ción, que  será  mas  o menos  fácil  según  sea  la  naturaleza  de  las  curbas 
AHB  y DGE,  podrá  efectuarse  siempre  de  un  modo  sufícientementc 
exacto,  por  medio  de  un  corto  número  do  ensayos  hechos  con  diversas 
secantes  tiradas  desde  ol  punto  R,  y en  cuyo  estrerao  las  tanjentes  a las 
dos  bases  converjan  en  sentido  contrario.  Sentado  esto,  aplicarémos  al 
plano  secante  RiX  el  método  jeneral  del  núm.  298,  y obtendremos  un 
punto  ($,  4')>  en  el  cual  la  tanjente  a la  curba  de  intersecion  se  hallará 
a un  mismo  tiempo  en  los  dos  planos  tanjentes  al  largo  de  las  aristas 
Tx  y SX;  pero  como  estos  tienen  por  trazas  a xy  y XY  que,  por  hi- 
pótesis, son  paralelas  entre  sí,  no  podrán  cortarse  sino  según  una  rec- 
ta que  será  también  paralela  a X Y,  y por  consiguiente  horizontal.  Luego 
el  punto  (í,  4’)  será  el  punto  tnasbajoái  la  curba  de  intersección,  y el 
punto  mas  alto  lo  hallaríamos  do  un  modo  análogo. 

303.  OasERVACioji  I.  Para  discernir  en  la  proyección  vertical  de  la 
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intersección  los  arcos  vi$iMei  de  los  que  no  lo  son,  es  preciso  observar 
que  si  el  cono  S fuese  el  único  que  existiese  en  el  depurado,  tendríamos 
que  las  aristas  que  terminasen  sobre  el  arco  AQB  serian  tudas  visibles 
sobre  el  plano  vertical,  en  tanto  que  las  que  cayesen  sobre  el  arco  AVB 
no  se  verían  : asi  mismo,  si  solo  el  cono  T existiese,  las  aristas  visibles 
de  esta  superficie  serian  las  que  terminasen  sobre  el  arco  DPE,  y todas 
las  demas  serian  invisibles.  Pero  cuando  los  dos  conos  existan  simnb 
táneameiite,  como  en  la  presente  cuestión,  podrá  suceder  que  una  arista 
visible  sobre  el  primero,  esté  oculta  en  su  totalidad  o en  parte  de  ella 
por  el  segundo.  Sin  embargo,  si  esta  arista  llega  a encontrar  a una 
jeneratriz  también  visible  en  esta  última  superficie,  ea  claro  que  entón  • 
CCS  dicha  arista  será  visible  en  este  sitio.  Por  otra  parte,  siempre  que 
se  halle  un  punto  sobre  una  arista  que  sea  invisible,  no  considerando 
sino  el  cono  a que  pertenece,  es  cierto  que  con  mayor  razón  será  in- 
visible este  punto,  cuando  existan  a un  mismo  tiempo  las  doe  superfi- 
cies. Por  consiguiente,  podemos  sentar  las  dos  reglas  siguientes,  con 
cuyo  ausilio  distinguirá  fácilmente  el  lector,  las  partes  seguid a$  o 
puntuadas  de  las  líneas  que  sobre  el  plano  vertical  contiene  el  depara- 
do que  presentamos. 

Será  V18IBLR  un  punto  de  la  curba  de  intersección,  siempre  que  retul-  . 
te  del  encuentro  de  dos  jeneratrices  visibles  ámbas  en  cada  superficie 
considerada  como  si  ella  sola  existiese. 

Será  un  punto  de  la  intersección,  cuando  resulte  del  encuen- 

tro de  dos  jeneratrices,  de  las  ocb,  a lo  minos,  una  sea  invisible  sobre 
la  superficie  a que  pertenezca. 

Estas  dos  reglas  son  también  ciertas  en  la  proyección  horizontal; 
pero  aquí,  en  que  las  dos  cúspides  están  proyectadas  dentro  de  las 
bases,  no  hai  plano  tanjente  que  sea  vertical,  y por  consiguiente  (núm. 
106),  todas  las  aristas  de  los  dos  conos  son  visibles  sobre  el  plano  hori- 
zontal, cuando  cada  una  de  las  superficies  existe  sola,  hacemos  abs- 
tracción de  las  napas  su|ieriore8,  según  hemos  convenido  en  los  datos 
de  la  cnestion.  Por  consiguiente,  la  aplicación  de  la  primera  regla  nos 
dice  que  la  curba  de  intersección  es  eoteramonte  visible  sobre  el 
plano  horizontal,  y que  por  lo  tanto  debe  representarse  con  un  trazo 
seguido.  • 

b04.  Observemos  aun  que  las  reglas  precedentes  son  también  apli- 

24 
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FIG.73. 


cables  alas  iutursecciones  de  dos  auperñcies  cualesquiera,  con  tal  que 
cntondamas  por  la  palabra  jentratriz  la  líuea  recta  o curba  que,  por 
medio  de  su  movimiento,  produce  la  superficie  particular  de  que  trata- 
mos; y que  después  de  haber  determinado  (núm.  106)  el  coutonio  apa- 
rente de  esta  superficie  sobre  cada  uno  de  los  planos  fijos,  nos  dedi- 
quemos a reconocer  cuáles  son  las  porciones  de  jeneratrices  situados 
delante  o encima  de  este  contorno  aparcute. 

305.  OBSKitvAcio'  II.  Tanto  en  la  intersección  de  dos  conos  como 
en  la  de  dos  cilindros  (núm.  296;  puede  baber/(e«et/-ncíy»i  o arranque. 
El  primer  caso  6ene  lugar  en  el  depurado  que  presentamos,  porque  los 
trazas  RUV  y RPQ  de  los  dos  planos  limites  son  tanjentes  a la  mis- 
ma base;  pero  eata  q^enetracion  no  siempre  escluyo  la  existencia  de  ra- 
mas infinitas,  como  lo  veremos  en  el  depurado  73.  Ilabria  arranque 
cuando  uno  de  los  planos  límites  es  tanjentc  a la  primera  base,  y el  otro 
tanjento  a la  segunda. 

306.  De  las  rama.s  infinitas.  Tomemos  por  cjenqdo  de  estas  in- 
vestigaciones loa  dos  conos  representados  sobre  el  plano  vertical  por 
D’S’E’  y A’T’li,  y cuyas  bases  son  la  elipse  DFE  y el  círculo  AIIB. 
Pi  en  primer  lugar  determinamos  los  planos  límites  (núm.  299),  halla- 
réinos  que  las  rectas  RL  y RK  son  tanjentes  al  circulo  y secantes  a la 
elipse;  cada  una  de  estas  trazas,  la  RL  por  ejemplo,  nos  dará  cu  segui- 
da tres  aristas  proyectadas  sobre  TN,  SM  y 8L,  situadas  en  el  mismo 
plano;  y cuyos  encuentros  nos  darán  también  los  dos  puntos  A y F>  un  que 
las  jeneratrices  SLy  SM  tocaran  a la  curba  (núm.  299).  Resjieclo  a otro 
plano  secante  RIGHF  situado  entre  los  planos  límites,  obtendrémo» 
cuatro  aristas  que  solo  nos  darán  tre.s  puntos  y,  \ y f de  la  intersección, 
por(|Uc  en  el  caso  actual  no  tendrá  lugar  el  encuentro  do  las  dos 
jeneratrices  Til  y SG  sino  por  el  lado  de  arriba  de  las  cúspides  T y S, 
y por  consiguiente  sobre  la  napa  superior  de  los  dos  conos,  de  la  que 
bucemos  abstracción  por  el  mismo  motivo  que  en  el  núm.  297. 

Los  puntos  cuyas  proyecciones  horizontales  acabamos  de  determinar 
se  hallarán  sobre  el  plano  vertical,  proyectando  sobre  la  línea  de  tierra 
los  pies  de  las  jeneratrices  producidas  por  cada  plono  secante,  y uniendo 
estos  últimos  puntos  con  T’  y S’.  Ademas,  si  consideramos  las  jene- 
ratrices relativas  al  contorno  aparente  de  los  dos  conos,  que  según 
la  presente  disposición  de  los  datos,  están  las  cuatro  situadas  en  el 
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plano  vertical  RST,  obtendrémos  inmediatamente  los  puntos  <T,  e’, 

«¡ue  será  preciso  proyectar  sobre  RT  a d,  d,  e;  y en  seguida,  como 
los  puntos  V y U,  en  que  se  corlan  las  dos  bases,  forman  evidentemente 
parte  de  la  intersección  de  los  dos  conos,  esta  curba  se  presentará  en 
el  caso  actual  bijo  la  forma  de  dos  ramas  distintas 

(íZ/XvdztZ,  (Tf'Xd')  y (VftyeU,  V'ít'e’;. 

S07.  Si  hnbióramos  tomado  en  consideración  las  dos  napas  supe- 
riores, babria  habido  otra  tercer  rama  de  intersección;  pero  en  todos 
los  casos  en  que  las  bases  de  los  conos  sean  enrbas  de  segundo  gra- 
do, la  totalidad  de  las  ramas  de  intersección  deberá  formar,  sobre  cada 
plano  de  proyección,  im  sistema  de  líneas  tales,  que  una  recta  no  podrá 
encontrar  en  mus  de  cuatro  puntos.  Con  efecto,  siendo  enlúnces  las 
equaciones  mismas  de  las  dos  superficies  cónicas  de  segundo  grado,  no 
podremos  venir  a parar,  por  medio  de  la  eliminación  de  una  de  las  varia- 
bles T,y  o z,  sino  a una  equacion  final  que  a lo  mas  será  de  cuatro  gra- 
do; de  modo  que  la  combinación  de  esta  última  equacion  con  la  de  una 
recta  cualquiera,  no  nos  dará  jamas  mas  de  cuatro  soluciones  comunes. 

308.  En  el  depurado  qne  presentamos,  hemos  dispuesto  las  dos 
bases  y las  cúspides  de  modo  que  el  plano  vertical  RST  divida,  en  dos 
partes  iguales,  a todas  las  cuerdas  que  en  cada  superficie  cónica  le 
son  perpendiculares,  como  a VU,  LK....;  y así  este  plano,  es  un  plano 
PRi^'cipAi.  común  a esta»  dos  superficies  de  segundo  grado.  Pero  sabe- 
mos que  cntónces  la  curba  de  intersección  no  solo  es  simétrica  a loa 
dos  lados  de  este  plano,  sino  que  ademas  se  proyecta,  la  totalidad  do 
ella,  sobre  este  plano  principal,  según  una  línea  de  segundo  grado  (*); 
por  consiguiente,  las  curbas  s'ft’V’  y d’á’d’  son  aquí  porciones  de  una 
misma  hipérbola.  Ademas,  la  rama  prolongada  hasta  el  encuentro 
de  las  dos  jeneratrices  A’T'  y E’S’,  principiará  a recibir  la  proyec- 
ción de  la  curba  según  la  que  se  cortan  las  napas  superiores  de  los 
dos  conos. 

309.  Por  una  consecuencia  de  la  simetría  que  presenta  la  intersec- 


(*)  yéase  el  Análisis  aplicetdo  a la  Jeometría  de  las  tres  dimensio- 
nes, cap.  IX. 
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cion  de  estos  dos  conos  a una  y otra  parte  dul  plano  vertical  RST, 
es  por  la  que  esta  ciirba  corta  bruscamente,  a las  jeiieratrices  del  con- 
torno aparente  en  los  puntos  (T,  d'  y e’;  en  lugar  de  que,  en  jcneral, 
una  curba  situada  sobre  una  superfície  cualquiera  debe  tocar,  en  pro- 
yección, ai  contorno  aparente  en  el  punto  en  que  le  encuentre.  Con  efec- 
to, respecto  a este  punto,  la  tanjcnte  de  la  curba  y la  dcl  contorno  apa- 
rente están  ámbas  situadas  en  un  plano  tanjentc  que  es  perpendicular 
(núm.  106)  al  plano  de  proyección,  y por  consiguiente  se  confunden  las 
proyecciones  de  estos  dos  tanjeutcs;  pero  cuando  como  aquí  sucede  al 
punto  (d,  d'),  la  tanjente  de  la  curba  es  perpendicular  al  plano  ver- 
tical, entonces  la  proyección  do  esta  recta  se  reduce  a un  solo  punto  d'\ 
y como  el  elemento  que  ha  sido  común  a la  curba  y al  contorno  apa- 
rente llega  a desaparecer  sobre  la  proyección  vertical,  no  presentan  ya 
estas  dos  líneas  ningún  contacto  entre  sí. 

310.  Examiiicmens  ahora  sí  la  intersección  presenta  rama»  infini- 
ta», y para  esto  indaguemos  si  tabre  uno  de  los  cono»  existe  alguna  je- 
neratriz  que  tea  paralela  a alguna  de  la*  jeneratrices  de  la  otro  super- 
ficie cónica;  porque  si  no  tiene  lugar  esta  circnnstaiicia,  no  podrá  efec- 
tuarse el  encuentro  de  dos  aristas  situadas  en  un  mismo  plano  sino  a 
una  distancia  infinita,  y por  consiguiente  ninguna  rama  de  la  intersec- 
ción se  eatenderá  indefinidamente. 

FIO.  73.  g|  jj„  (jg  reconocer  si  existe  en  los  dos  conos  dos  aristas  que  sean 

respectivamente  paralelas,  nos  fignrnrémos  que  el  conoT,  por  ejemplo,  se 
ha  transportado  paralelamente  a sí  mismo,  hasta  que  resbalando  su  cús- 
pide sobre  la  recta  (TR,  T’R’),  llegue  a coincidir  con  la  cúspide  (S,  S’); 
en  seguida,  coutniircmos  la  traza  horizontal  de  este  cono  que  hemos  trans- 
portado, al  cual  llamarémos  el  cono  T”.  Pura  obtener  esta  nueva  base, 
quoseráuiiacurbasem^'antea  AVB,  será  preciso,  en  jencral,  tirar  desde  el 
punto  (B,  S’)  varias  rectas  paralelos  a los  aristas  del  cono  primitive  T,  y 
hallar  sus  trazas  horizontales;  pero  cuando  el  cono  T tenga  por  base  a 
un  círculo,  como  sucede  en  el  ejemplo  presente,  bastará,  evideutemente, 
tirar  la  recta  (SV,  S«)  paralela  a (T’A’,  TA),  y la  recta  (S’á’,  B¿>)  para- 
lela (T’ir,  TB),  y en  seguida  describir  un  círculo  con  la  distancia  ab 
como  diámetro.  Ademas,  este  círculo,  o jcneralmcntc  la  traza  dcl  cono 
T",  deberá  ser  tanjcnte  a los  dos  planos  límites  RL  y RK;  porque  cs- 
to.s  tocaban  al  cono  T,  y como  pasan  por  la  recta- (^TR,  T’R’),  al  largo 
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de  la  cnal  ha  resbalado  la  cúspide  del  cono  móvil,  estos  continuaróri 
siendo  tanjentes  a esta  superficie  transportada  a T”. 

311.  Sentado  esto,  si  la  nneva  baso  aQó  no  tiene  ningún  punto  común 
con  la  base  DLE  del  cono  inmóvil  S,  tampoco  los  dos  conos  S y T” 
tendrán  ninguna  jeneratriz  común,  y por  conaiguiento  no  habra  en  los 
conos  S y T aristas  paralelas;  porque  dos  aristas  que  cumpliesen  con 
esta  condición,  evidentemente  deberían  coincidir,  cuando  la  cúspide  T 
llegase  a S.  Luego,  en  esto  caso,  la  intersección  de  los  dos  conos  no 
tendrá  ninguna  rama  iuñnita. 

312.  Si,  como  sucede  en  el  depurado  que  presentamos,  la  base  aOó 

corta  en  alguna  parte,  por  ejemplo  en  Q,  a la  base  DLE  del  cono  in- 
móvil S,  los  dos  conos  8 y T’,’  tendrán  una  jeneratriz  común  SQ;  y 
en  seguida,  cuando  rastituyamos  T”  a T,  esta  jeneratriz  será  la  arista 
TP  paralela  a SQ;  y así  estas  serán  las  dos  jeneratric^  respectiva- 
mente paralelas  en  los  conos  primitivos  T y S,  y sus  pies  P y Q debe- 
rán hallarse  patentemente  sobre  una  recta  que  termine  en  R,  que  será 
la  traza  del  plauo  que  contiene  a estas  dos  aristas.  En  este  caso,  a 
medida  que  los  planos  secantes  se  aproximen  a RQ.P,  estarán  las  dos 
aristas  que  nos  den,  mas  próximas  a ser  paralelas,  su  punto  de  sección 
estará  también  mas  distante,  y por  último  se  hallará  a una  distancia 
inñnila  cuando  lleguemos  a los  dos  jenoratrices  SP  y SQ;  de  modo 
que  habrá  una  rama  infíuita  que  converjirá  Acia  una  u otra  de  estos 
jeneratrices.  Una  coiisecueuciu  análoga  tendrá  lugar  respecto  a la  rama 
eU,  cuya  prolongación  indefinida  está  indicada  por  los  dos  jeneratrices 
paralelas  89  y T^,  a que  nos  conduce  el  segundo  punto  de  sección  q 
del  círculo  aQó  con  la  elipse  DLE;  y ademas,  los  dos  mismos  pares  de 
jeneratrices  paralelas,  nos  darán  también  los  puntos  inñuitanicnte  dis- 
tantes de  la  rama  de  intersección  producida  por- los  dos  napas  supe- 
riores, que  no  hemos  creido  conveniente  representar  en  el  presente 
depurado.  < 

313.  De  las  asíntotas.  Cuando  nna  rama  infinita  epV  resulta,  como  no. 
en  el  caso  presente,  do  un  punto  de  sección  verdadera  entre  las  bases 
DLE  y aQjb,  esta  rama  admite  una  asíntota.  Con  efecto,  como  esta 
asíntota  es  la  tanjente  de  la  curba  en  el  punto  infinitamente  distante  ácia 

el  cual  se  dirijcnlas  dos  jeneratrices  poralelas  TPy  SQ,  dicha  asíntota 
nos  la  dará  la  intersección  de  los  planos  tanjentes  a los  dos  conos,  al 
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largo  (le  esta»  jcneratriccs;  pero  como  catoa  planos  tienen  por  trazas  a 
las  rectas  P6  y Q9  tniijentes  a las  bases,  y (pie  nnson  paralelas  entre,  s?, 
el  punto  0 en  rpie  su  corten  estas  trazas,  pertenccurú  a lu  asíntota  pedi- 
da, que  será  la  recta  0!u  tirada  paralelamente  a SQ;  porque  como  estos 
dos  planos  tanjentcs  son  paralelóse  SQ,  no  podrán  cortarse  sino  según 
una  línea  paralela  a esta  jencmtriz. 

La  otra  arista  so  obtendrá  de  un  modo  enteramente  semejante,  y 
en  razón  a la  simetría  de  los  presentes  datos  a uno  y otro  lado  del  pla- 
no vertical  RST,  esta  asíntota  deberá  cortar  a la  primera  sobre  la  recta 
RT;  ademas,  estas  dos  asíntotas  serán  al  mismo  tiempo  el  límite  de  las 
tanjentcs  a la  rama  de  intersección  do  las  dos  napas  superiores. 

314.  Proyectando  el  punto  0 o^  a la  línea  de  tierra,  y tirando  una 
paralela  a la  jenerntriz  S’Q’,tendríamoB  la  asíntota  común  a las  dos  ra- 
mos p’V’  y de  la  hipérbola  que  recibe  la  proyección  vertical  de  la 
intersección;  pero  las  consideraciones  precedentes  no  nos  proporcionan 
la  segunda  asiiitota  de  esta  hipérbola.  Es  fácil  percibir  la  razón  de  esta 
diferencia;  porque  las  ramas  p’e’  y /l’J’,  aunque  son  indefinidas,  no  con- 
tienen ningún  punto  de  la  intersección  del  otro  lado  de  e’  y de  d\  y se- 
gún e.sto  están  verdaderamente  limitadas,  en  tanto  que  se  las  considere 
como  portunecicntes  a la  vez  a los  dos  conos,  y por  consiga  ieiitc  bajo 
este  punto  de  vista,  que  es  el  mismo  del  problema  (¡uc  nos  ocupa,  no 
admiten  asíntotas.  En  lugar  que,  de  las  dos  remus  fí’V’  y .í’tP,  la  pri- 
mera es  verdaderamente  indefinida  bajo  todo  aspecto  (imm.  312);  y aun 
cuando  la  segunda  jmrczca  terminarse  en  el  punto  ¡í’,  cuando  se  la  mira 
como  el  lugar  de  los  puntos  comunes  a las  dos  superficies  cónicas,  sin 
embargo,  después  de  un  iiitérvalo  iimijinario  bajo  este  concepto,  vuelve 
esta  rama  a ser  real,  efectuándose  esto  desde  el  punto  de  encuentro  de 
las  jeiieratrices  A’T’  y E’S’;  porque  entonces  recibe  la  proyección  de  la 
intersección  de  los  dos  imjias  superiores  (núm.  308),  que  también  es 
una  curba  indefinida.  Y así,  por  este  motivo,  el  método  de  las  interseccio- 
nes debia  darnos  la  asíntota  de  esta  rama  de  hipérbola. 
rir..73.  315.  llama  infinita  sin  asíntotas.  8i  hubiese  sucedido  que  des- 

pués de  efectuada  la  construcción  del  núni.  310,  la  base  allb  del 
cuno  T”  hubiera  tocado  a la  base  DLE  en  un  |>iinto  tal  como  Q; 
entóneos  la  arista  SQ  habria  sido  común  a los  dos  conos  S y T”, 
y por  consiguiente  las  superficies  S y T hubieran  también  tenido 
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«los  jeneratriccs  paralelas  SQ  y TP;  por  consiguiente,  la  intersec- 
ción presentaria  aun  una  rama  infinita,  pero  esta  curba  no  tendría 
asíntota.  Con  efecto,  como  las  bases  DLE  y aOZ>  tienen,  cilla  actual  hi- 
pótesis, una  tanjente  común  en  Q,,  coincidirán  completamente  las  planos 
tanjentes  a loa  conos  S y T”  en  todo  el  largo  de  lu  arista  >SQ;  luogo, 
cuando  T”  so  haya  vuelto,  paralelamente,  a sí  mismo,  a la  posición  pri- 
mitiva T,  los  planos  tanjentes  en  toda  la  lonjitud  de  los  jencratrices  SQ 
y TP,  se  baWatiin  paraletoB  entre  íí;  y entonces  su  intersección,  que 
debe  sur  la  asíntota  pedida,  se  trasladará  toda  ella  a una  distancia  in- 
finita, es  decir  que  no  e.xistirá  ya  para  nosotros.  Esto  es  lo  que  sucede 
on  una  parábola  común,  en  que  las  tanjentes  no  tienen  límite  finito. 

Probi.ema  3.  Intersección  de  un  cono  y de  un  cilindro. 

316.  Como  e.sta  cnestion  tiene  mucha  aiialojía  con  los  dos  proble- 
mas precedentes,  nos  contentaremos  con  indicar  su  solución  por  roediq 
de  una  figura  on  perspectiva.  8eaii,  pues,  SAB  ol  cono  y CDE  el  ci- 
lindro propuestos : tiraremos  por  la  cúspide  S una  parelela  SR  a las 
jencratrices  del  cilindro;  y considerando  que  por  esta  recta  se  han  tirado 
diversos  planos  secantes,  estos  evidentemente  producirán  en  las  dos 
superficies,  secciones  rectilíneas  mui  fáciles  do  construir,  y cuyos  pun- 
tos mutuos  de  encuentro  serán  pertenecientes  a la  curba  pedida. 

317.  Los  planos  secantes /íi/í/Ice  se  obtendrán  también,  tirando  por 
el  punto  R dos  rectas  RK  y RL,  cada  una  de  las  que  sea  a la  vcx 
tanjente  a una  do  las  bases  y secante  rcs|iecto  a la  otra,  y estos  planos 
nos  darán  los  puntos  on  que  os  locada  la  curba  por  las  aristas  del  cono 
o por  las  del  cilindro,  según  corte  el  plano  límite  RL  a una  n otra  do 
estas  superficies.  (Véase  núm.  299). 

318.  Cuando  las  dos  bases  son  curbas  cerradas,  no  Imbiá  ramas 
infinitas  i\no  en  caso  de  que  una  do  las  jencratrices  del  cono  sea  paralela 
a las  aristas  del  cilindro,  cuya  circunstancia  reconocerémos  inmediata- 
mente, porque  en  tal  caso  la  recta  8R  deberá  precisamente  terminarsobro 
contorno  de  la  base  ALRK.  Y aun  será  preciso  que  la  tanjente  en  esto 
punto  pueda  cortar  a la  base  del  cilindró;  siu  lo  cual  ninguna  rama  de 
la  intersección  converjiria  acia  la  jeneratriz  SR,  como  os  fiicil  conocer 
construyendo  la  figura  relativa  a este  caso  particular. 


Fio.  74. 
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FIG.  2Ú. 


Proulema  4.  Intersección  de  una  esfera  y un  cono  concéntricos. 

319.  Sean  (S,  8’)  la  cfispide  y ABCDE la  base  del  cono  pro- 

puesto; sean  así  mismo  XKY  y X’Z’Y’  las  proyecciones  de  la  esfera 
que  tiene  su  centro  en  (S,  S’),  y que  en  el  caso  presente  supondremos 
reducida  al  hemisferio  superior,  con  el  fin  de  dejar  ver  la  curba  de  in- 
tersección sobre  el  plano  horizontal.  Para  cortar  estas  dos  superficies, 
einplearémoB  planos  verticales  tirados  por  la  cúspide  (S,  S’);  entre  to- 
dos estos  planos  secantes  el  que  tiene  por  traza  a la  recta  arbitraria 
SM,  encuentra  a la  base  del  cono  en  el  punto  M,  y por  consiguiente  corta 
a esta  superficie  según  la  arista  (SM,  S’M’),  en  tanto  que  en  la  esfera 
da  por  sección  un  circulo  máximo.  Por  consiguiente,  si  aplicamos  este 
plano  SM  al  meridiano  principal  SY,  el  círculo  máximo  coincidirá 
con  X’Z’Y’,  y la  jeneratriz  vendrá  a ser  (SP,  S’P’),  en  tal  caso  estas 
dos  líneas  se  cortarán  en  el  punto  (Q,  Q’),  bastará  restablecer  este, 
por  medio  de  un  arco  de  círculo  horizontal,  al  punto  (»i,  m’)  de  la  jene- 
ratriz primitiva,  y así  se  hallará  un  punto  de  la  curba  de  intersección 
del  cono  con  la  esfera. 

320.  Será  mui  bueno  que  apliquemos,  al  mismo  tiempo,  la  cons- 
trucción precedente  a los  dos  planos  meridianos  SM  y SN  que  encuen- 
tran a la  base  del  cono  en  dos  puntos  M y N situados  a igual  distan- 
cia de  S;  porque  por  medio  del  mismo  paralelo  RQ.’  de  la  esfera,  ob- 
tendrémos  otro  segundo  punte  (n,  n')  situado  sobre  la  jeneratriz  (SN, 
S’N’),  la  que  evidentemente  viene  también  a aplicarse  sobre  S’P’.  Ade- 
mas, sirviéndonos  del  mismo  procedimiento,  deberemos  construir  espe- 
cialmente los  puntos  de  la  curba  de  intersección  que  estén  situados 
sobre  las  aristas 

(SA,S’A’),  (SB,  S’B’),  (SE,S’E’),  (SF,S’F’), 

las  cuales  forman  el  contorno  aparente  del  cono,  o están  colocadas  en 
el  meridiano  que  da  a conocer  el  contorno  aparente  de  la  esfera,  porque 
así  obtendrémos  los  cuatro  puntos 

{a,  a'),  (b,b'),  (e,e), 

en  que  la  curba  debe,  en  el  plano  vertical,  tocar  a uno  u otro  de  estos 
contornos  aparentes.  Ademas,  según  la  regla  establecida  en  el  núm. 
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3U4,  on  uno  de  estos  puntos  será  siempre  en  el  que  se  efectúe  el  poso 
ce  la  parte  vidble  a la  inviñble  en  la  proyección  vertical,  por  ejemplo, 
en  el  presente  caso,  tiene  lugar  este  paso  en  {b,  b’),  y do  on  (a,  a’),  por- 
que la  arista  (SA,  S’A’)  está  ya  detrás  del  meridiano  (SX,  Z’X’);  cuan- 
do a la  otra  estremidad  de  la  cnrba,  este  paso  se  efectúa  en  el  pnnto 
(e,  e'),  porque  la  jcneratriz  (SE,  S’E’)  está  delante  del  meridiano 
(8Y,  Z Y’). 

1 En  cuanto  a la  proyección  horizontal,  es  visible  on  su  totalidad,,  por- 
que suponemos  que  se  ha  quitado  ei  hemisferio  superior,  qne  la  supeiv 
úcic  cónica  se  ha  reducido  a su  napa  inferior,  y que  tiene  su  cúspide 
proyectada  dentro  de  la  base,  en  este  caso  no  admite  por  plano  tanjentc 
ninguno  que  sea  vertical  (núm.  303).  ¡ - 

321.  Es  mui  interesante  determinar  la  posición  exacta  dcl  punto  g\ 

en  que  la  proyección  vertical  de  la  intersección  forma  un  nudo.  Ai  efec- 
to, observarémos  que  este  nndo  debeiprovenir  de  dos  puntos  (g,  g^)  .y 
(c,^),  que  estarán,  1.  colacados  sefore  dos  aristas  SG  y SV,  que 
se  conftuidirán  en  la  proyección  vertical,  y cuyos  pies  se  hallan,  por  con- 
siguiente,'sobre  una  cuerda  GV  perpendicular  a la  línea  de  turra-,  2.  ^ 
situados  sobre  un  mismo  paralelo  de  la  esfera,  y. entonces  sucederá, 
como  anteriormente  respecto  a los  puntos  m’  y ,ri,  que  los  pies  de  las 
jeneratríces  cumplirán  con  la  condición  de  8G=SV,  de  modo  que  la 
cnerda  incógnita  GV  deberá  tener  sn  media  I colocada  sobre  SY.  Pero 
como  AE  es  evidenteraehte  el  diámetro  conjugado  de  todas  los  cuerdas 
paralelas  a EE’,  sigoeso  de  aquí  qne  también  se  halla  sobre  él  el  medio 
I de  cuerda  GV;  por  consigniontc,  esta  última  quedará  determinada  por 
medio  del  encuentro  de  AE  con  SY,  y aplicando  a las  jeneratrices  SG 
y SV,  el  procedimiento  jcneral  del  núm- 319,  hallarémos  loa  dos  puntos 
que  se  proyectan  en  g'  sobre  el  plano  vertical.  * ! 

322.  De  la  tanjentc.  Para  obtener  esta  linca  respecto  a un  punto 
cualquiera  (m,  m'),  es  preciso' hallar  la  intersección  de  dos  planos  que 
toquen  a la  esfera  y al  cono  en  este  pnnto.  Pero  en  virtud  de  lo  qne 
hemos  dicho  (núm.  133)  respecto  a una  superficie  de  revolución,  será 
suficiente  tirar  por  Q'  latanjente  G'T’  al  meridiano  principal  de  la  es- 
fera, y en  seguida  tomar  la  distancia  D’T’  de  S a T sobre  el  maridianú 
SM,  y por  último  tirar,  perpendicularmente  o este  último  plano,  la  recta 
T6,  que  será  la  traza  horizontal  del  plano  tanjentc  de  la  esfera  respecto 
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al  punto  (m,  m').  En  cuanto  al  plano  tanjente  al  cono,  este  plano  deberá 
tocar  a la  superficie  en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  (SM,  S’M’),  y por 
consiguiente  tendrá  por  traza  a la  recta  MO,  que  toca  a la  base  en  el 
punto  M.  Luego  el  punto  0,  en  que  se  cortan  estas  dos  trazas,  perte- 
necerá a la  tanjente  pedida,  y por  consiguiente,  estará  proyectada  sobre 
6ui  y Q'm’. 

323.  También  podemos  construir  el  punto  mas  alto  o maa  bajo  do 
la  enrba,  es  decir,  hablando  con  mas  jeneralidad,  los  puntos  en  que  la 
tanjente  es  horizontal.  Con  efecto,  supuesto  que  una  recta  de  esta  na- 
turaleza debe  estar  contenida  a un  mismo  tiempo  en  los  dos  planos, 
tanjentes  a las  superficies  propuestas,  será  evidentemente  preciso  que 
estos  tengan  sus  trazas  horizontales  paralelas  una  a otra.  Pero  supo- 
niendo que  el  pantoque  buscamos  se  halle  sobre  la  jeneratriz  (SC,  S’C’), 
el  plano  tanjente  del  cono  tendrá  por  traza  a la  tanjente  en  el  punto  C 
de  la  base,  y el  plano  tanjente  de  la  esfera  tendrá  su  traza  horizontal 
perpendicular  al  meridiano  SCK;  y asi,  para  quo  estas  dos  trazas  sean 
paralelos,  es  indispensable  queSC  sea  normal  a la  curba  ABDE.  Luego, 
tirando  dosde  el  punto  S,  en  el  plano  horizontal,  una  normal  SC  a la 
base  del  cono,  y construyendo  por  el  procedimiento  jeneral  del  núm. 
319,  el  encuentro  de  la  jeneratriz  (SC,  S’C’)  con  la  esfera,  obtendrémos 
el  punto  (c,c’),  en  que  la  tanjente  de  la  intersección  es  horizontal.  Este 
punto  es,  en  el  caso  presente,  el  mas  bajo,  y hallaríamos  el  mas  alto 
tirando  otra  normal  que  terminase  hácia  el  punto  L de  la  la  base; 
no  hemos  espresado  en  el  depurado  esta  última  construcción,  porque 
hubiera  resaltado  confusión  con  algunas  otras  líneas  cuya  manifestación 
era  esencial. 

Según  los  datos  del  problema  presente,  no  so  pueden  tirar  desde  el 
punto  S sino  dos  normales  a la  elipse  ABDE;  pero  respecto  a otra  po- 
sición de  S,  el  número  de  estas  normales  podrá  subir  hasta  cuatro, 
según  lo  vamos  a probar;  y entonces  la  curba  de  intersección  nos 
presentará,  con  sus  inflexiones,  cuatro  puntos  en  que  su  tanjente  será 
horizontal. 

325.  Tirab  una  .normal  a una  curba  plana  ABDE,  por  un  punto 
S dado  en  su  plano.  Este  problema,  cuya  solución  sería  útil  en  la 
cuestión  precedente,  no  puede  resolverse  por  un  método  directo,  sino 
trazando  primeramente  la  evoluta  ogde  de  la  curba  primitiva,  cuya 
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evoluta  BC  obtiene  (núm.  197)  por  medio  de  los  encuentros  siibcesivos 
de  las  normales  tiradas  por  pantos  tomados  mni  próximos  sobre  la  cor- 
ba  ABDE;  réstanos  tirar  en  segnida  desde  el  panto  S una'O  mas  tan- 
jentes  a esta  evoluta,  coya  operación  se  ejecuta  con  toda  la  exactitud  que 
puede  desearse,  dirijiendo  una  regla  de  modo  que  pase  por  el  punto  S 
y que  se  apoye  en  la  curba  ogde.  La  única  incertidumbre  que  en  el 
caso  presente  pudiera  haber,  consiste  en  la  posición  exacta  del  punto  de 
contacto  de  esta  tanjente  con  la  evoluta;  pero  esta  posición  es  absolu- 
tamente indiferente  en  la  presente  cuestión;  en  tanto  que  el  punto  C, 
en  que  termina  la  normal  en  la  voluta  ABDE,  estará'  claramente  de- 
terminado. ' ' ' ' 

Si  la  curba  primitiva  ABDE  es  una  elipse,  como  sucede  en  el  depu- 
rado anterior,  sabemos  (núm.  200)  que  la  evoluta  aSde  nos  presentará 
cuatro  ramas  que  se  . reunirán  por  medio  de  puntos  de  retroceso  situados 
sobre  los  ejes;  y en  este  caso,  cuando  el  punto  dado  S se  halle  fuera  de 
la  evoluta,  es  evidente  que  no  se  podrán  tirar  a esta  enrba  sino  dos 
tanjontes  SC  y SL,  y estas  serán  las  normales  pedidas  para  la  curba  pri- 
mitiva ABDE.  Pero  si  el  punto  dado  S’  se  hallase  dentro  de  la  evoluta, 
podrán  tirar  a esta  curba  cuatro  tanjentes,  a saber  S'C  y B'C’”,  que 
tocarán  como  anteriormente  a las  ramas  y é«;  y ademas,  otras  dos 
tanjentes  8’C’  y S’C”  que  tocarán  a la  misma  rama  gd,  entre  la  cual  y 
los  dos  ejes  está  comprebendido  el  punto  dado  8’.  De  este  modo  hemos 
justificado  suficientemente  la  aserción  emitida  al  fin  del  núm.  323,  sobre 
el  número  de  normales  que  se  podian  tirar  a la  base  elíptica  del  cono, 
por  el  punto  8. 

325.  Método  por  medio  de  una  curba  de  error.  Para  resolver  el  Fio.  n. 
problema  de  la  normal  tirada  desde  un  punto  8 a una  curba  i plana 
AA'A”A”’,....  se  da  alguna  vez  un  método  que,  a pesar  del  graVe  de- 
fecto que  presenta,  merece  sin  embargo  conocerse.  Por  un  punto  arbi- 
trario A de  la  curba  propuesta,  tirémosle  una  tanjente  AT,  y bajemos 
sobre  esta  última  la  perpendicular  8T.  8i  A fuese  verdaderamente  ' 
el  punto  en  que  debia  terminar  la  normal  que  sale  de  8,  es  .eviden- 
te.que  el  pie  T de  la  perpendicular  bajada  .sobre  la  tanjente  debería 
coincidir  con  A,  es  decir  hallarse  sobre  la  curba  dada  AA’A"....;  por 
consiguiente,  la  suposición  precedente  es  errónea;  pero  tirando  diversas 
tanjentes  A’T’,  A”T”,....  y bajando  sobre  ellas  las  perpendiculares  8T’, 
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ST”....,  los  pies  T,  1”,  T”....  forinamn  una  curia  de  error  o curta  au~ 
tUiar  TT’T”....,  que  por  medio  do  su  encuentro  con  AA’A”....  nos  dará 
el  punto  que  buscamos  N;  en  cuyo  caso  la  normal  pedida  será  8N/ 

326.  Por  dus^racia  sucede  que  la  curtía  ausiliar  TT'T”....,  lejos  de 
cortar  a AA’A”....  según  un  ángulo  bien  marcado,  como  sería  necesa- 
rio para  concluir  claramente  la  posición  ddl  punto  N,  es  siempre  tan- 
jeiite  a la  curba  primitiva.  Por  consiguiente,  esta  marcha  dejará  tanta 
incertidumbre  respecto  a la  posición  dcl  punto  N,  como  si  despucs  de 
haber  tirado  ios  normales  a los  dos  puntos  vecinos  Ay  A’,  y de  haber 
reconocido  que  una  do  ellas  pasa  encima  de  S y otra  debajo,  nos  hn- 
biéramos  contentado  con  apreciar  a ojo  la  situación  de  N entro  los 
puntos  A y A'.  Por' consiguiente,  es  prccisu  tener  cuidado  en  todos  los 
problemas  en  que  se  haga  uso  de  una  curba  de  error,  de  evitar  el  in- 
conveniente qne  acabamos  do  señalar,  y que  hubiera  sido  mas  sensible 
aun,  si  el  punto  S hubiese  estado  colocado  dentro  de  la  linea  AA’A”....; 
porque  entonces  la  curba  de  error  hubiera  vnclto  su  concavidad  ácia 
AA’A”....,  y hubiera  dado  asi  lugar  a mayor  incertidumbre  sobre  el  ver- 
dadero lugar  de  contacto. 

De  todos  modos,  observemos  que  cuando  la  linea  dada  AA’A’’....'se(t 
cerrada, 'la  curba  de  error  TT’T’.....  será  también  cerreda;  y que  si  el 
punto  S está  colocado  fuera  de  la  curba  primitiva,  la  curba  de  error 
pasará  dos  veces  por  esto  punto  S,  y presentará  en  él  un  nudo  en 
la  forma  -.•.if 

I 

.Ademas,  tocará  otra  vee  en  n a la  linea  dada  AA’A”...;,  lo  qne  nos 
propordonani  otra  segunda  normal  Sn,  cuya  dirección  no  cráicidirá,  en 
jeneml,  con  la  de  la  primera  normal  SN,  aun  cuando  esto  sucede  es  el 
ceso  presente  en  razón  de  la  forma  circular  que  hemos  adoptado  por 
línea  primitiva.  ' 

no.  *7.  327.1  'riRhu  VK A ta:íiektb  a una  curta  plana  BTi'ñ”...  por  uttptt»- 

toldado  en  su  plano.  Aunenando  es  suficiente,  pora  obtener  la  dirección 
de  esta  tanjente  SM  con  toda  la  exactitud  que  requieren  las  operaciones 
gráficas,' dirijir  una  regla  de  modo  qiio  pase  por  el  ptiuto  S y se  apoye 
sobro  la  curba  BB’B”....,  sin  embargo  queda  ■ alguna  incertidnmbre 
sobre  la  posición  del  punto  de  contacto;  y si  se  nocesita  conocer 
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Rste  con  precisión,  podremos  determinarlo  por  medio  de  una  curba  de 
error,  suponiendo  siempre  que  se  sabe  tirar  las  tanjentea  a la  línea 
Btí'B”....  por  puntos  dados  sobro  esta  curba. 

Constrnirémoe  las  normales  BT,  B’T’,  B”T”..j.  de  lo*  diversos  pun- 
tos  tomados  sobre  la  línea  dada,  y bajaréinos  sobre  estas  normales  las 
pcrpcudicnlarcs  ST,  ST',  8T”....  Conocemos  bien  que  si  en  esto 
caso,  fuese  B’,  por  ejemplo,  el  ^ punto  de  contacto  de  la  tonjente  que 
saliese  de  S,  dcl>eria  suceder  que  el  pie  T”  de  la  perpondicnlar  bajada 
sobre  la  normal  en  B”,  coincidiría  con  el  ponto  B”,  es  decir  que  T”  de- 
bería hallarse  sobre  la  curba  dada;  y supuesto  que  no  sucede  así,  la  hi- 
pótesis precedente  es  errónea;  pero  do<aquí  resulta  que  \fkcurbtt  de 
error  TT’T”....  deberá  pasar  por  el  punto  de  contacto  que  buscauios,  y 
por  consiguiente  este  punto  M nos  lo  daré  a conocer  la  intersección  de 
la  línea  l'T’T”...,  con  BB’B”....  En  d caso  presente,  estas  dos  ourbas 
se  cortan  perpeúdioularmonie,  y el  método  no  padece  ol  iliconTeniente 
señalado  en  el  núm.  326;  ademas,  como  la  curba  do  errOr  encuentra  otra 
vez  on  m a la  linea  dada  BB’B”,.;,,  hai  otra  taujente  Sm  que  puede  ti- 
rarse desde  el  punto  S.  . . , : ! : . 

328.  Otra  eolucion.  Ved  aquí  otro  nuevo  método,  que  tiene  la  ven-  no.  74. 
taja  de  no  e.xijir  que  se  sepan  construir  las  normales,'  o las  tanjentes  de 
la  curba  propuesta,  por  puntos  asignados  sobre  esta  línea.  Sea  XMY 
la  curba  a la  cual  se  trata  de  tirar  nna  tanjente  por  el  punto  S;  tirare-  ' 
mos  por  este  punto  una  secante  Cualquiera  SBA,  sobre  la  que  levanta- 
rémoB  dos  perpendionlares  Ax  y Bg,  igual  cada  una  de  ellas  a la  cnerda 
interceptada  AB,  y en  loe  estremos  de  esta  cuerda,  pero  dirijidasuna  a un 
lado  y otra  a otro  do  la  secante;  esta  misma  operación  la  repetirémos  con 
otras  secantes  tales  como  9B'A’,  SB”A”....,  y la  curba  a''’agS"’,  deter- 
minada por  Jas  estremidades  'de  todas  estas  pcrpeiidicnlarcs,  deberá 
pasar  evidentemente  por’el  punto  de  contacto  qne  bascamos  de  la  tan- 
jente BMT,  supuesto  que  esta'tanjente  es  nna  secante  cuya  parte  inte- 
rior es  igual  a coro.  Por  coimigniento,  el  encuentro  do  las  turbas  XMV 
y a”’«gg’”  nos  dará  a conocer  el  punto  M,  que  deberemos  unir  con  ol 
S para  tener  la  tanjente  pedida;  o por  lo  menos,  este  encuentro  servirá 
para  fijar  la  posición  del  punto  de  contacto  .M  de  la  tanjente  8T,  si  nos 
contentamos,  como  lo  hemos  dicho  mas  arriba,  con  trazor  esta  recta  ST 
con  la  regla.  Ademas,  es  evidente  que  si  trastornamos  todas  las  per- 
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pendicnlares  al  lado  opoeato  en  que  laa  liemos  levantado,  hallaremos 
otra  segunda  curba  ausiliar,  que  también  deberá  pasar  por  el  mismo 
punto  M,  y podrá  servirnos  de  com|irobante;  finalmente,  podremos  dar 
a cada  perpendicular  una  lonjitud  igual  al  doble  o a la  mitad  de  la  cuer- 
da correspondiente,  cuya  raaon  puede  ser  útil  variar,  según  sea  la  cur- 
ba dada  mas  o ménos  aplanado  en  las  inmediaciones  dcl  punto  M. 

829.  Podríamos  también  emplear  una  curba  de  error,  para  resolver 
los  problemas  siguientes; 

Tirar  una  tanjente  a una  curia  plana  paralela  a una  recta  dada 
en  »u  plano. 

Tirar  una  tanjente  común  a dos  curias  situadas  en  el  mismo  plano; 
pero  en  todas  estas  cuestiones  habrá  siempre  tanta  exactitud  y quizás 
mas,  en  hacer  solo  uso  de  una  regla  que  apoyaremos  sobre  las  dos  enrbas 
dadas,  o sobre  la  curba  única  y en  la  dirección  que  se  nos  señale,  como 
en  recurrir  a líneas  ausiliares  en  cuya  forma  hai  siempre  algo  de  arbitrario. 
Solo  cuando  el  lugar  del  contacto  parezca  incierto,  y necesitemos  cono- 
cerle con  mas  e.xactitud,  podramos,  después  de  haber  tirado  la  tanjente, 
recurrir  al  método  del  número  precedente.  ' 

I V 

Problema  5.  Desarrollo  de  una  superficie  cónica  cuya  base  es  una 
curia  cualquiera. 

ris.  75.  330.  £1  problema  que  hemos  resuelto  en  el  núm.  319,  puede  servir- 

nos para  efectuar  este  desararrollo.  Porque  si  después  de  haber  cons- 
truido la  curba  de  intersección  (abedm a’b'c'd'm'....)  del  cono  pro- 

puesto con  una  esfera  de  un  radio  arbitrario  y cuyo  centro  esté  colocado 
en  la  cúspide,  desarrollemos  (núm.  222)  el  cilindro  recto  que  proyecta 

esta  curba  según  abedm y trazamos  sobre  este  cilindro  desarrollado, 

la  transformada  de  la  línea  de  doble  curbatura  (aúcdm a'b'c'd'm',,..), 

obtendrémos  una  curba  plana  que  espresarémos  por  «Sydji....,  y cuyos 
arcos,  fáciles  al  presente  de  medir,  tendrán  la  misma  lonjitud  absoluta 
que  los  de  la  línea  de  doble  enrbatura.  ilecho  cato,  como  todos  los 
puntos  de  esta  última  curba  se  hallan  sobre  el  cono,  a igual  distancia 
de  la  cúspide,  es  claro  que  después  del  desarrollo  de  la  superficie  có- 
nica; estos  mismos  puntos  deberán  todos  estar  colocados  sobre  la  cir- 
cunferencia de  un  círculo  descrito  desdé  el  punto  arbitrario  S”,  con  el 
radio  S'Y’  de  la  esfera  secante,  Por  consiguiente,  después  de  haber 
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trazado  esta  circunferencia  sobro  el  plano  del  desarrollo  (dejarémos  al 
lector  el  cuidado  de  efectuar  estas  varias  operaciones),  marcarémos  cu 
él  los  arcos  ' i 

«’5’,  S’y’.  y’í’. 

iguales  en  lonjitud  absoluta  a los  arcos  ^ 

aS.6y,  yd»  df'v— 

de  la  primera  transformada;  uniendo  en  seguida  los  puntos  de  división 
a’i  6’>  y—'  con  el  centro  8",  no  restará  mas  que  tomar  sobre  estos  ra- 
dios las  lonjitudes 

S”<r’A”,  S”6’B”,  S”y’C”,  S”d’D”,  S”p’M” 

respectivamente  iguales  a las  de  las  jeaeratrices  del  cono  qne  terminan 
en  los  diversos  puntos  - i 

(A,  A’),  (B,  B’),  (C,  C’),  (D,  D’),  (M,  M’)....¡ 

de  este  modo  obtendremos  el  desarrollo  de  la  superficie  cónica,  sobre 
el  gue  la  base  primitiva  tendrá  por  transformada  a la  curba 

A”B”C’D”M’.... 

331.  En  este  método,  la  cnrba  intersección  del  cono  con  la  es- 
fera concéntrica,  corta  evidentemente  a todas  les  generatrices  formando 
ángulos  rectos;  de  modo  que  ocupa  en  el  caso  presente  el  lugar  de  lo 
que  hemos  llamado  teccion  recta  o sección  ortogonal,  cuya  curba  nos  ha 
servido  con  mucha  comodidad  (núm.  243)  para  desarrollar  un  cilindro 
cualquiera;  porque  conocemos  con  anticipación  la  forma  rectilínea  que 
debe  tomar  después  del  desarrollo  del  cilindro.  En  las  superficies  có- 
nicas se  conoce  también  con  anticipación  la  forma  circular  que  debe 
tomar  en  el  desarrollo,  la  sección  ortogonal  del  cono;  pero  por  desgra- 
cia esta  sección  no  es  una  linea  plana,  de  modo  que  para  medir  sus  arcos, 
nos  vemos  precisados  a hacerla  perder  una  de  sus  curbaturas  (*),  efec- 


(*)  Hablamos  aquí  en  conjormidad  con  el  lenguaje  común;  pero 
véase  lo  que  decimos  en  los  núm.  1 y 654. 
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taaiido  ol  desarrollo  previo  de  un  cilindro.  Y así,  es  prociao  confesar 
que  este  método,  que  exijio  nn  gran  número  de  operaciones  preliminares 
que  siempre  multiplican  las  cansas  de  errores,  no  nos  dará  resultados 
gráficos  mas  exactos  que  los  que  hubiéramos  obtenido  siguiendo  lu 
marcha  mas  corta  indicada  en  el  núm.  2G7. 

1’robi.ema  6.  Intersección  de  dos  superficies  de  reroliicion  cuyos  rjts 
se  encuentran. 

1C.78.  332.  Elijamos  los  [danos  de  protección  do  modo  que  el  primero  sea 

|>aralolo  a loe  dos  ejes,  y el  segundo  perpendicular  a una  de  estas  re;c- 
tas,  considerando  este  último  plano  como  horizontal;  el  eje  de  In  prime- 
ra superficie  tendr^  por  proyecciones  a la  vertical  O’Z'  y al  punto  O, 
en  tanto  que  el  otro  eje  estará  proyectado  según  ZT  y 01  paralela  a 
la  línea  de  tierra.  Los  meridianos  principales  A’B'Ü’  y o’úV,  es  decir, 
los  que  se  hallan  en  el  plano  vertical  OI,  se  nos  dan  por  la  cuestión,  y 
se  proyectan  verticalmente  según  su  verdadera  mognitud,  estas  curbas, 
que  al  propio  tiempo  forman  sobre  el  plano  vertical  los  contornos  apa- 
rontos  de  las  dos  superficies  (núm.  131),  son,  en  el  caso  presente,  dos 
elipses;  per*  el  método  que  vamos  a esponer  es  independiente  de  la 
naturaleza  de  los  meridianos.  El  primer  elipsoide  tiene  por  contorno 
aparente,  sobre  el  plano  horizontal,  al  equador  BLX/;  respecto  a la 
otra  superficie  no  haremos  mención'  de  ella  sobre  este  plano  de  pro- 
yección, porque  el  trazado  de  su  contorno  aparento  requeriria  que 
hallásemos  la  curba  de  contacto  de  esto  elipsoide  con  un  cilindro 
vertical  ciroimscrito  a él  (núm.  106),  cuya  cuestión  enseñaréinos  a 
resolver  mas  tarde,  pero  al  presente  complicariu  el  problema  sin 
utilidad. 

333.  Sentado  esto,  observemos  que  dos  superficies  de  revolución, 
que  tienen  un  eje  común  en  dirección,  no  pueden  cortarse  sino  según 
uno  o mas  círculos  perjjcndiculares  a este  eje,  descritos  desde  los  pun- 
tos en  que  se  encuentran  sus  meridianos.  Como  ademas  de  esto,  puede 
considerarse  una  esfera  como  un  cuerpo  de  revolución  eujendrado  al 
rededor  de  cualesquiera  de  sus  diámetros,  si  nos  figuramos  una  serie 
esferas  secantes,  que  todas  tengan  por  centro  al  punto  (Z',  O),  que  es 
común  a los  dos  ejes,  tendrentos  que  cada  una  de  estas  esferas  cortará 
n las  superficies  propuestas  según  dos  círculos  respectivamente  perpen- 
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dicularcs  a los  ejes,  y cuyos  puntos  de  sección  será  fácil  conocer. 
Con  efecto,  iraccmos  desde  el  punto  Z’,  y con  un  radio  arbitrario,  el 
círculo  D'b’’E’G’para  representar  la  proyección  de  una  de  estas  esferas; 
esta  encontrará  n los  meridianos  dados  en  los  puntos  D’  y E’,  F’  y G’; 
en  virtud  de  esto  y de  las  observaciones  precedentes,  resulta  que  las 
rectas  D’E’  y F’G’  son  las  proyecciones  verticales  de  los  dos  círculos, 
según  los  que  la  esfera  proyectada  sobre  D'F’E’G’  corta  a los  elipsoi- 
des. Pero  como  los  planos  de  estos  dos  círculos  tienen  por  intersección 
una  cuerda  horizontal  (M’,  Mm),  que  en  el  caso  actual  cae  dentro  del 
contorno  de  la  esfera,  podemos  afirmar  que  sus  circuuferencios,  tituadat 
ademan  sobre  esta  esfera,  se  cortarán  en  dos  puntos  proyectados  verti- 
calmente cu  M’,  y horizontal  mente  en  M y ni,  en  el  encuentro  de  la 
cuerda  Mm  con  el  círculo  (DME,  D’E’).  Y como  estos  puntos  son  evi- 
dentemente comunes  a los  dos  elipsoides,  pertenecerán  a su  línea  do 
intersección;  empleando  operaciones  semejantes  a esta,  repetidas  con 
otros  esferas  descritas  siempre  desde  el  punto  Z’,  nos  darán  por  pro- 
yecciones de  esta  curba  sobre  los  dos  planos  a 

K’L’M’ir  y KLMIImZK. 

.334.  Será  preciso  aplicar  el  precedente  método,  con  especialidad,  a 
la  esfera  que  pasa  por  el  equador  (B'X’,  BLX);  porque  asi  determinare- 
mos los  dos  puntos  (L’,  L)  y (L’,  /),  desde  los  cuales  H curba  pasa  por 
debajo  del  equador,  y es  invisible  sobre  el  plano  horizontal.  Ademas,  aun 
cuando  esta  curba  de  intersección  está  mui  lejos  de  ser  tonjente,  en  el 
espacio,  al  equador,  sin  embargo  las  tanjentes  de  estas  dos  líneas  en  el 
punto  (L’,  L)  se  hallan  ámbas  en  el  plano  tanjente  que  evidentemente 
es  vertical  en  toda  la  estension  del  equador,  de  aquí  resolta  que  las 
proyeccionos  horizontales  de  estas  dos  tanjentes  se  confundirán;  y que 
según  esto  la  curba  KLM....  tocará  al  círculo  BLX  en  L y f. 

335.  Esta  consecuencia  jeneral  no  padecerá  escepcion  sino  cuando  la 
tanjente  en  el  punto  (L’,  L)  de  la  línea  de  doble  corbatura,  sea  exacta- 
mente vertical.  En  este  coso,  el  elemento  que  hubiese  sido  común  a las 
proyecciones  horizontales  de  esta  tanjente  y del  equador,  desaparece 
o se  reduce  a un  punto  matemático;  de  modo  que  la  curba  cesa  de 
tocar  al  equador,  y llega  a cortarle  formando  generalmente  un  retroceso. 
Una  circunstancia  análoga  va  a presentásenos  en  el  caso  presente  con 
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los  puntos  (K’j  K)  y (IT,  II),  que  nos  da  inmediatamente  el  encuentro 
de  dos  meridianos  principales.  Con  efecto,  en  cada  uno  de  estos  puntos, 
los  planos  tanjentes  a las  dos  superficies  son  necesariamente  perpendi- 
culares a los  planos  meridianos,  y por  consiguiente  al  plano  vertical;  luego 
su  intersección,  que  será  tanjentc  a la  curba,  es  también  perpendicular 
a este  mismo  plano  vertical,  y se  proyecta  en  él  según  un  jninto  único; 
de  aquí  resulta,  por  las  razones  precedentes,  que  la  proyección  K’L’H’ 
no  presenta  ya  contacto  con  los  contornos  aparentes  de  las  dos  superfi- 
cies, cuando  este  contacto  tiene  lugar  jcncralmentc.  Ademas,  no  liai  en 
este  caso  retroceso  en  loa  puntos  K’  y II’,  porque  las  dos  ramas  de  la 
intersección,  situadas  una  delante  y otra  detrás  del  plano  vertical  OI, 
tienen  posiciones  simétricas  y se  confunden  en  la  proyección  vertical, 
según  se  ve  por  la  construcción  jcneral  que  nos  ha  dado  los  dos  puntos 
(M,  M’)  y (m,  M’). 

ric.*8.  336.  Es  útil  observar,  que  la  proyección  vertical  K’L’II’  será  preci- 

samente una  linea  de  segundo  grado,  siempre  que  las  dos  superficies  de 
revolución  sean  también  de  este  órden.  Con  efecto,  siendo  el  plano 
vertical  OI  un  plano  meridiano  respecto  a estas  dos  superficies, 
divide  evidentemente  en  dos  partes  iguales  a todas  las  cuerdas  que 
le  son  perpendiculares,  tales  romo  (M»i,  M’);  luego  este  plano  es  un 
plano  principal  que  es  común  a las  dos  superficies,  y en  tal  caso  se 
demuestra,  por  un  cálculo  mui  simple,  que  la  intersección  de  estas  se 
proyecta  sobre  este  plano  según  una  línea  de  segundo  órden  (*).  De- 
bemos aprovecharnos  de  esta  nocion,  adquirida  anticipadamente  so- 
bre la  naturaleza  de  la  curba  K'L’H’,  para  enmendar  los  errores  de 
construcción  que,  en  esta  línea,  pudiesen  producir  las  inflexiones  o una 
corbatnra  que  no  concordase  con  la  forma  bien  conocida  de  las  seccio- 
nes cónicas. 

337.  Observemos  aun  que  cualquiera  que  sea  el  grado  de  las  dos 
superficies  de  revolución,  la  curba  plana  K’L’H’  considerada  en  sí  mis- 
ma, e independientemente  de  la  curba  gansa  cuya  proyección  vertical 
recibe,  no  se  termina  repentinamente  en  los  puntos  K’  y H’,  sino  que 


(*)  Esta  teoría  interesante  la  debemos  a M.  J.  Biiiet.  Véase  el  Aná- 
lisis aplicado  a la  Jeometría  de  las  tres  dimensiones,  cap,  IX. 
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siebc  prolongarse  mas  allá  para  volver  sobro  sí  misma  o para  estendorse 
indcñnidamentc.  Do  modo  que  si  continuamos  trazando  sobre  el  plano 
vertical,  círculos  que  tengan  siempre  al  punto  Z'  por  centro,  y que  se 
e.stiendan  mas  allá  o mas  acá  de  los  puntos  H’  y K’,  podremos,  siempre 
que  la  forma  de  los  meridianos  permita  quc'sigan  siendo  cortados  por  es- 
tos círculos,  hallar  puntos  de  la  curba  K’L’ll’,  situados  fuera  de  la  parte 
que  recibe  la  proyección  de  la  intersección  de  las  dos  superficies.  Esta 
circunstancia,  que  notaremos  mas  claramente  en  el  depurado  79  relativo 
a una  cuestión  análoga  (núm.  344),  estriba  en  que  la  propiedad  grá- 
fica que  sirve  para  hallar  cada  punto  M’  de  la  curba  K’L’II’,  es  mas 
jencral  que  la  definición  de  este  mismo  punto  considerado  como  ¡>ro- 
yeccion  de  un  punto  común  a las  dos  superficies.  Con  efecto,  bajo  este 
último  respeto,  es  preciso  que  M’  se  halle  no  solamente  en  el  encuentro 
de  las  dos  cuerdas  D’E’  y F'G’,  sino  que  también  esté  situado  cu  el  inte- 
rior del  circulo  D’F’E’G’,  como  lo  hemos  enunciado  en  el  núm.  333;  de 
modo  que  cuando  las  dos  cuerdas  D’E’  y F’G’  no  se  corten  sino  en  su 
prolongación,  el  punto  de  sección  convendrá,  mui  bien,  aun  a la  curba 
plana  K’L’ll’,  pero  no  a la  curba  gausa  según  la  cual  se  curtan  las  dos 
superficies  de  revolución. 

338.  De  la  tárjente;  ‘primer  método.  Podremos  hallar  esta  recta  Fio. IB. 
respecto  al  punto  (M,  M’),  determinando  la  intersección  de  los  planos 
que  toquen  a las  dos  superficies  en  este  punto.  Y como  el  plano  taiijente 
relativo  al  elipsoide  A’B’C’,  le  obtendremos  (núm.  133)  transportando 
el  punto  !M’  a D’  sobre  el  meridiano  principal,  y trazando  en  seguida  la 
tanjente  D’T’  a este  meridiano;  si  hecho  esto  se  restituye  el  pie  T’  de 
esta  tanjente  a T sobre  el  meridiano  OM,  la  recta  TG  perpendicular  a 
OM  será  la  traza  horizontal  del  plano  que  buscamos. 

En  cuanto  al  elipsoide  a'b'c  cuyo  eje  no  es  vertical,  conduciremos 
primeramente  el  punto  M’  al  meridiano  principal  a F',  y en  segui- 
da construirémos  la  normal  F'M’,  de  la  cual  concluirémos  (núm.  130) 
la  normal  (M’N’,  MN)  relativa  al  punto  (M,  M’);  hecho  esto,  será  sufi- 
ciente tirar  por  este  punto  un  plano  perpendicular  a esta  última  nor- 
mal. Para  efectuarlo,  figurémonos  en  este  plano  una  recta  paralela  a 
su  traza  vertical,  y cuya  proyección  vertical  será  la  línea  M’P’  perpen- 
dicular a M'N';  y su  proyección  horizontal  será  MP  paralela  a la  línea 
de  tierra;  en  seguida  tiraremos  por  el  pie  (P,  P’)  de  esta  línea  ausiliar. 


Digi!  # Coogle 


204  LIBRO  IV.  INTERBCCCIONES  Dt  tUFERriClES. 

y perpendicularmcntc  a MN,  la  recta  PQ,  que  evideutemente  es  la 
traza  horizootal  dcl  plano  tanjente  al  elipsoide  a'b'c'  en  el  punto 
(M,  M’). 

Bentndo  esto,  las  trazas  PQ  y TO  de  los  dos  planos  tanjentes  van  a 
encontrarse  en  el  punto  O,  y aquí  se  halla  el  pie  de  la  tanjente  pedida, 
la  cual,  según  esto,  tiene  por  proyecciones  a 0M  y O'M’. 

339.  Segundo  mítodo,  par  medio  del  plano  normal.  Hemos  visto 
núm.  214  que  la  tanjente  a la  intersección  de  dos  superficies,  debia 
ser  perpendicular  al  plano  tirado  por  los  dos  normales  de  estas  mismos 
superficies;  por  consiguiente,  bastará  hallar  este  plano,  que  es  también 
él  mismo  normal  a la  curba.  Como  hemos  constniido  } a la  normal  (M’N'i 
MiN)  del  segundo  elipsoide,  para  hacer  lo  mismo  con  el  primero,  tiraremos 
en  el  punto  D’  del  meridiano  principal,  la  recta  D'R’  perpendicular  a la 
tanjente  D’T’,  y hecho  esto,  sabemos  (núm.  130)  que  la  recta  (M’R’,  MO) 
es  la  normal  del  punto  (M’,  M).  Ksto  supuesto,  será  mui  fácil  hallar  la 
traza  vertical  del  plano  tirado  por  las  dos  normales  indicadas  arriba;  pero 
como  no  necesitamos  conocer  sino  la  dirección  de  esta  traza,  y como  esta 
dirección  es  la  misma  sobre  los  planos  verticales  OI  y OT  que  son 
paralelos,  observaremos  que  las  normales  en  cuestión  van  a encontrar 
a los  ejes  en  R’  y N’;  de  aquí  resulta  inmediatamente  que  N’R’  es  la 
traza  del  plano  normal  sobre  el  plano  vertical  OI,  y que  tirando  por  el 
punto  M’  la  recta  M'O’  perpendicular  a esta  traza,  tendremos  la  proyec- 
ción vertical  de  la  tanjente  pedida. 

Para  obtener  la  otra  proyección,  prolongaremos  hasta  el  plano  ho- 
rizontal dos  cualesquiera  de  las  rectas  que  reúnen  los  tres  puntos  (M',  M), 
(N’j  N)  y (R’,  O^,  que  están  situados  sobre  el  plano  normal.  Hecho  es- 
to, vemos  que  la  recta  (N’M’,  .\M)  ]>enetra  al  plano  horizontal  en  el 
punto  a,  y que  la  recta  (N’R’,  NO)  lo  encuentra  en  6;  luego  a$  es  la 
traza  horizontal  del  plano  nonnal,  y tirándole  una  perpendicular  M9, 
esta  será  la  proyección  horizontal  de  la  tanjente  que  buscamos. 

340.  El  método  que  acabamos  de  emplear  es,  en  ciertos  casos,  no 
solo  mas  sencillo  que  el  de  los  dos  planos  tanjentes,  sino  que  aun  pre- 
senta la  ventaja  de  poderse  aplicar  a puntos  particulares,  para  los  que 
sería  insuficiente  el  otro  método. 

Con  efecto,  consideremos  el  punto  (K,  K’)  situado  a un  mismo  tiem- 
po sobre  los  dos  meridianos  principales;  en  razón  a esta  particularidad. 
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los  dos  planos  tanjentes  serán  perpendicnlares  al  plano  vertical,  y por 
consiguiente  su  intersección,  qne  es  la  tanjente  de  la  curba  (K’L’H’, 
KLH....),  estará  proyectada  hqrizontalmente  según  una  perpendicular 
a KO,  y verticalmente  en  un  punto  único  K’.  Esta  construcción  nos  da 
a conocer  la  posición  qne  ocupa  en  el  espacio  la  tanjente  de  la  cnrba 
gausa;  pero  no  nos  dice  nada  sobre  la  recta  que  tocase  en  K’  a la  cur- 
ba plana  K’L’H’,  cuya  recta  la  debemos  considerar  como  la  proyección 
do  la  tanjente  que  inmediatamente  precedia  en  el  espacio  a la  que  se 
ha  reducido  a un  punto  único  al  proyectarse  sobre  el  plano  vertical; 
on  tanto  que  la  consideración  de  las  dos  normales  manifíesta  una  pro- 
piedad  constante  de  que  goza  la  curba  plana  K’L’H’  mirada  como  tra- 
zada en  el  plano  de  los  dos  meridianos,  e independientemente  de  la 
línea  de  doble  corbatura  cuya  proyección  recibe.  Esta  propiedad  con- 
siste en  que  si  transportamos  el  punto  arbitrario  M’,  que  se  halla  sobre 
los  dos  meridianos,  a D’  y F’  por  medio  de  perpendiculares  a los  ejes, 
y si  en  seguida  tiramos  las  normales  D’R'  y F’N’,  siempre  la  recta  R'N’ 
será  perpendicular  a la  tanjente  en  M’.  Pero- como  esta  relación  existe 
en  todos  los  putos  de  la  curba  plana  K’L’H’,  y no  recae  sino  sobre 
las  lineas  situadas  en  ese  plano,  debo  también  ser  cierta  respecto  al  pun- 
to K’,  al  que,  con  mas  sencillez,  debe  ser  evidentemente  aplicable, 
porque  este  jiunto  está  por  sí  misino  transportado  sobre  los  dos  me- 
ridianos. Por  consiguiente,  será  suñciente  tirar  lar  normales  K’V’  y K’U’, 
y trazar  en  seguida  la  recta  U'V’,  sobre  la  cual  se  bajará  la  perpenclícu- 
lar  K’8’,  que  será  la  tanjente  pedida. 

Otra  construcción  enteramente  semejante,  nos  dará  la  tanjente  en  el 
punto  ir. 

Problema  7.  Intersección  de  un  paraboloide  con  un  hiperboloide, 
ambos  de  rerolucion,  y cuyos  ejes  se  encuentran. 

341,  Sean  (O,  O'Z’)  el  eje  del  paraboloide,  y A’C'B’  el  meridiano  pío. 79. 
principal  de  esta  superficie,  que  siipondrémos  terminada  en  el  círculo 
(A’B’,  AB),  de  modo  que  sea  visible  sobre  el  plano  horizontal  el  inte- 
rior de  este  paraboloide.  Sea  así  mismo  (OI,  Z’P)  el  eje  del  hiperbo- 
loide, lo  que  supone  que  el  plano  vertical  de  proyección  se  ha  elejido 
de  modo  que  sea  paralelo  a un  mismo  tiempo  a los  dos  ejes : en  cuanto 
al  meridiano  de  esta  segainda  superficie,  no  le  miraremos  como  dado 
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por  la  cuestión,  porque  si  así  fuese  estaría  el  problema  enteramente 
comprchendido  en  el  del  núm.  332;  pero  definiremos  el  hiperboloide 
por  medio  de  la  jenerntriz  rectilínea  (PQ,  P’Q’),  que  lo  enjendrarú 
jiraiido  al  rededor  de  la  recta  fija  (OI,  Z’P),  sin  considerar  de  ningún 
modo  a esta  segunda  superficie  como  si  realmente  existiese,  es  decir, 
que  en  el  caso  que  nos  ocupa  subsistirá  solo  el  paraboloide,  y estará 
penetrado  según  cierta  y determinada  curba,  formada  por  las  diversas 
posiciones  de  la  recta  móvil  (PQ,  P’Q’).  Prescindiendo  de  esto,  em- 
picaremos también,  para  hallar  esta  curba,  esferas  secantes  (núm.  333) 
descritas  todas  desde  el  punto  Z’;  solo  que  como  no  conocemos  a priori 
el  meridiano  del  hiperboloide,  no  trazaremos  arbitrariamente  el  círculo 
máximo  de  una  de  estas  esferas,  sino  que  principiarémos  por  construir 
un  paralelo  de  este  hiperboloide. 

342.  Tiremos  pues,  por  un  punto  tu’  tomado  a discreción  sobre  el  eje, 
un  plano  F’tu’G’  que  le  sea  perpendicular;  este  plano  encontrará  u la 
jeneratriz  en  el  punto  (§’,  g),  cuya  distancia  al  punto  tu’  será  manifios- 
tamente  la  hipotenusa  de  un  triángulo  construido  con  los  lados  tu’g’  y 
S’S”=ag;  y así,  si  dcsciibimos  con  esta  hipotenusa  tu’g”  un  círculo 
F’g”G’,  este  será  el  abatimiento  del  paralelo  según  el  cual  el  plano 
F'tu'G’  corta  al  hiperboloide,  y las  c.strcmicladcs  F’  y G'  de  su  diámetro 
serán  dos  puntos  de  la  hipcrbola  vuridiana,  (|ue  se  hallará  situada  en 
el  plano  vertical  OI. 

Sentado  esto,  adoptemos  por  radio  de  una  de  las  esferas  secantes 
la  distancia  Z'F’;  en  tal  caso,  esta  esfera  cortará  al  hiperboloide 
según  el  paralelo  proyectado  sobre  F’G’,  y al  paraboloide  según  un 
círculo  proyectado  sobre  D’E’;  por  consiguiente,  el  punto  M’,  en  que  se 
encuentran  estas  dos  cuerdas  y que  cae  dentro  de  la  esfera,  representa 
la  proyección  vertical  de  los  dos  puntos  cu  que  se  cortan  las  circunfe- 
rencias de  estos  dos  paralelos;  y es  donde  se  hallan  dos  puntos  de  la 
intersección  de  las  dos  superficies  propuestas;  en  el  plano  horizontal 
los  hallarémos,  trazando  sobre  él  el  paralelo  (DME,  D’E’)  y bajando 
lu  vertical  M’wM. 

343.  Otras  construcciones  análogas  nos  darán  tantos  puntos  cuantos 
queramos  de  la  curba 

(K’L’A’M’ir,  KL-iMHm/K), 


Digitized  by  Google 


CAPITULO  III.  INTCRSECriO.'CES  DE  DOS  SUPERFICIES  CURRAS.  207 

según  la  cual  el  hiperboloide  corta  al  paraboloide;  y el  meridiano  V’F’S'U’ 
de  la  primera  de  estas  superficies,  que  se  concluirá  de  todos  los  puntos 
lo  mismo  que  el  F,  deberá  tocar,  sobre  el  plano  vertical,  a la  proyección 
de  la  jeneratriz  en  el  punto  (B,  8’)  en  que  esta  recta  atraviesa  al  meridia- 
no princial  OI.  Ademas,  el  encuentro  de  este  meridiano  V’F’S’U’  con  el 
meridiano  del  paraboloide,  será  el  qne  nos  dé  los  puntos  estremos  (K, 
K')  y (II,  II’)  do  la  intersección. 

1144.  Observemos  rambicn  que  una  misma  esfera  podrá  darnos  dos 
jnintos  como  L’  y 4'  situados  sobre  un  solo  paralelo,  y pertenecientes 
úmbos  a la  intersección  de  las  superficies  propuestas;  mientras  que, 
otras  veces,  una  esfera  secante  nos  dará  dos  puntos  M’  y ¡i,  de  los  que 
solo  uno  pertenecerá  verdaderamente  a la  intersección,  porque  el  se- 
gundo estará  colocado  fuera  del  contorno  de  la  esfera.  Sin  embargo, 
como  este  punto  g’  continúa  llenando  la  propiedad  gríifica  que  sirve 
para  construir  cada  punto  de  la  curba  plana  K’M’II’,  considerada  inde- 
pendientemente de  la  curba  gausa  cuya  proyección  recibe,  siempre 
pertenecerá  a la  prolongación  de  esta  línea  plana  (núm.  337);  y esto, 
evidentemente  será  una  hipérbola,  según  las  razones  citadas  en  el 
m'im.  33G. 

345.  De  la  tanjente.  Hallemos,  como  anteriormente  (núm.  339),  las 
normales  de  las  dos  superficies  respecto  a un  punto  cualquiera  (M,  M'). 
En  el  paraboloide,  la  nor.tial  E’R'  del  meridiano,  nos  da  a conocer  el 
punto  R’,  en  que  terminaria  sobre  el  eje  O’Z’,  la  normal  en  (M,  M’^ 
de  la  superficie;  y sin  trazar  esta  última  recta,  nos  bastará  haber  obte- 
nido este  punto  R’. 

En  el  hiperboloide,  cuyo  meridiano  no  ha  sido  dado  por  la  cuestión, 
observamos  que  el  plano  tanjente  relativo  al  punto  proyectado  en  (6,  6’) 
y, abatido  en  6’’,  pasará  por  la  tanjente  6”T  del  paralelo  y por  la  jene- 
ratriz (6P,  6’P’^,  que  penetra  al  plano  vertical  OI  en  (S,  8’);  por  con- 
siguiente, sobre  este  plano  de  los  dos  ejes,  tendrá  por  traza  el  plano 
tanjente  a la  recta  TS’;  luego,  tirándole  una  perpendicular  6’N’,  esta 
será  la  proyección  de  la  normal  relativa  al  punto  (g,  g’).  Pero  este  pun- 
to se  halla  sobre  el  mismo  paralelo  que(M,  M’);  luego,  también  respecto 
a este  último,  la  normal  de  la  superficie  encontrará  al  eje  I’Z’  en  el 
punto  N’;  y en  virtud  de  esto,  queda  determinada  esta  normal. 

Bentado  esto,  el  plano  de  las  dos  normales  en  (M,  M’)  cortará  evi- 
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dentemente  al  plano  vertical  OI  según  la  recta  R’N’;  luego,  si  bajamos 
sobre  esta  línea  una  perpendicular  M’6’,  esta  será  la  proyección  vertical 
de  la  tanjente  a la  curba  de  intersección.  En  seguida,  podremos  deter- 
minar sobre  el  plano  horizontal  de  proyección  la  traza  del  plano  de  las 
dos  normales,  el  cual  pasará  por  los  tres  puntos  conocidos  (M’,  M), 
(R’,  O),  (N’,  N);  pero  será  mucho  mas  corto  determinar  esta  traza  sobro 
el  plano  horizontal  D’E’,  en  el  cual  está  ya  situado  el  punto  (M,  M’). 
Porque,  prolongando  R’N’  hasta  que  corte  a este  plano  en  p’,  y proyec- 
tando este  último  punto  a p,  la  recta  pM  será  evidentemente  la  traza 
pedida;  si  ahora  le  tiramos  la  perpendicular  MO,  tendremos  la  proyección 
horizontal  de  la  tanjente  a la  intersección  de  los  dos  superfícies. 
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346.  Los  problemas  que  hemos  resuelto  en  el  libro  11  sobre  los 
planos  tanjentes,  suponían  que  se  nos  habla  dado  el  punto  de  contacto 
sobre  la  superficie;  Para  completar  esta  Importante  teoría,  solo  nos 
resta  examinar  las  cuestiones  en  que,  sin  señalar  el  punto  de  contacto, 
se  exija  que  el  plano  tanjeute  que  buscamos  cumpla  con  ciertas  condi- 
ciones, tales  como  las  siguientes  : 

1. *  Que  el  plano  tanjente  pase  por  un  punto  dado  fuera  de  la  su- 
perficie ; 

2. *  Que  sea  paralelo  a una  recta  conocida; 

3. *  Que  pase  por  una  recta  dada,  o por  dos  puntos  señalados  en  el 
espacio ; 

4. *  Que  el  plano  tanjente  que  buscamos  sea  paralelo  a un  plano 
dado; 

5. "  Que  toque  a un  mismo  tiempo  a varias  superficies. 

Estas  varias  condiciones  nos  dan  a conocer  la  división  natural  de  este 
libro  en  varios  capítulos,  en  los  que  no  trataremos  ya  de  lo  concerniente 
a las  superficies  cilindricas  o cónicas,  porque  hemos  completado  conse- 
cutivamente, en  el  capítulo  III  dcl  libro  II,  los  problemas  relativos  a es- 
tos dos  jéncros  sencillos  de  superficies. 
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CAPITULO  PRIMERO. 

De  loa  planos  tanjentea  tirados  por  un  punto  estertor  a la 

superficie. 

Fie.  so.  347.  Sea  V el  punto  dado  fuera  do  la  superficie  arbitraria  S;  tiremos 
por  este  punto  varios  planos  secantes  en  una  dirección  cualquiera,  y por 
ejemplo,  hagamos  que  todos  pasen  por  una  recta  también  arbitraria  VAU 
que  atraviese  a la  snperfície.  Hecho  esto,  dichos  planos  cortarán  a la 
superficie  según  ciu'bas  talca  como  AMD,  AM’D,  AM’'D,....  que  sabre- 
mos construir  por  los  métodos  que  anteriormente  hemos  espucsto,  y a 
las  cuales  podremos  en  jcncral  tirar,  desde  el  punto  V,  las  tanjentes 
VM,  VM’,  VM”,.„.  de  modo  que  todas  estas  rectas  manifiestamente 
formarán  un  cono  que  tendrá  por  cúspide  ai  punto  V,  y que  estará  cir- 
cunscrito a la  superficie  S,  es  decir,  que  la  tocará  en  toda  la  estension 
de  la  curha  MM’M’’....  Con  efecto,  respecto  al  punto  M”,  por  ejemplo, 
el  plano  tanjente  de  8 contendrá  a la  tanjeute  M”T  de  la  curba  MM’M”, 
y también  a la  arista  M”V  que,  por  construcción,  es  tanjente  a la  su- 
perficie; luego  este  plano  será  también  tanjente  al  cono;  y como  según 
esto  tienen  las  dos  superficies  un  plano  tanjente  común  en  M”,  presen- 
tarán un  verdadero  contacto  en  este  punto  y en  todos  los  de  la  línea 
MM’M” 

348.  Sentado  esto,  para  resolver  el  problema  jencral  que  es  el  ob- 
jeto de  este  capítulo,  bastará  construir  la  linea  de  contacto  MM’M”  de 
la  superficie  propuesta  8 con  un  cono  circunscrito  que  tenga  su  cúspide 
en  V,  y en  seguida  tirar  un  plano  tanjente  aS  en  un  punto  cualquiera  de 
esta  linea;  este  plano  cumplirá  evidentemente  con  la  cuestión,  porque 
precisamente  tocará  (núm.  347)  al  cono  circunscrito;  y según  esto,  pa- 
sará por  la  cúspide  V que  es  el  punto  dado. 

Reciprocamente,  todo  plano  tirado  desde  el  punto  V tanjencialmentc 
a la  superficie  8,  tocará  a esta  en  un  punto  que  llamarémos  m,  y que 
unido  con  V nos  dará  una  recta  Vni,  que  evidentemente  será  tanjente  a 
8;  luego,  esta  recta  Vm  será  precisamente  una  de  las  aristas  del  cono 


Digitized  by  Google 


cautülo  i.  tlínos  tasjíiíteb  por  ns  pcnto  eatp.rior. 


311 


circunscrito  VMM'M'’,....  y por  consiguiente  el  punto  m deberá  ha- 
llarse sobre  la  curba  MM’M”,....  que  según  esto  es  el  lugar  de  toda»  las 
soluciones  del  problema  propuesto. 

Solo  será  imposible  el  problema,  cuando  no  exista  el  cono  circuns-' 
crito,  es  decir,  cuando  el  punto  V esté  colocado  de  tal  modo  que  no  se 
pueda  tirar  desde  él  ninguna  tanjente  a las  varias  secciones  causadas 
por  los  planos  que  pasan  por  VAD. 

‘V49.  De  aquí  resulta  que  la  cuestión  que  nos  ocupa  admite  una  infi- 
nidad de  soluciones,  esceptuando  soloelcnso  de  que  la  superficie  pro- 
puestas 6ctídesarroUnhle.  Con  efecto,  hemos  visto  (núm.  18^)  que  catas 
superficies  eran  las  envolventes  de  todas  las  posiciones  de  un  plano  mó- 
vil sujeto  a una  Ici  de  movimiento,  en  que  no  ipiedaba  sino  una  sola  con- 
dición arbitraria  {•) : luego,  cuando  esto  plano  móvil,  que  es  al  mismo 
tiempo  el  plano  tanjente  de  la  superficie  desarrollable,  llegue  a pasar  por 
el  punto  dado  V,  no  podrá  ya  tomar  otra  posición,  o por  lo  menos,  no 
podrá  ocupar  entónces  sino  un  número  limitado  de  posiciones,  según 
la  naturaleza  y el  número  de  napas  de  la  superficie.  Y así,  respecto  a 
esta  clase  de  superficies,  el  problema  de  constniir  un  plano  tanjente 
que  pase  por  nn  punto  dado,  es  enteramente  determinado  (••),  y esto 
es  Jo  mismo  que  hemos  reconocido  en  los  conos  y en  los  cilindros  (núm. 
116  y 123). 

350.  Como  ademas,  un  pluno  tanjente  toca  aúna  superficie desarro- 
llablc  en  todo  el  largo  de  una  misma  jencratriz  rectilínea  (núm.  177), 
síguese  de  aquí  que  si  en  el  caso  presente  efectuamos  las  secciones  in- 


C*)  O en  otros  términos,  que  no  deja  en  su  equacion  sino  una  sola 
constante  arbitraria;  y asi  la  condición  de  pasar  por  el  punto  V Jijará 
completamente  la  posición  de  este  plano  en  el  espacio. 

(**)  La  escepcion  que  presentan  las  superjicies  desarrollable»  es  la 
única,  porque  no  tiene  tampoco  lugar  en  las  superficies  gausas.  Con 
efecto,  ceremos  que  en  estas,  cualquier  plano  tirado  por  el  punto  V y por 
una  jeneratriz  rectilínea,  es  tanjente  a la  superficie  en  cierto  punto  que 
es  preciso  construir;  de  modo  que  uniendo  este  punto  de  contacto  con  V, 
obtendremos  también  una  de  las  asistas  del  cono  circunscrito,  que  sub- 
siste aquí  como  en  cualesquiera  otras  superficies. 
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dicadas  núm.  347,  y les  tiramos  tanjciUes  por  el  punto  V,  todos  los 
puntos  de  contacto  estarán  situados  sobre  una  recta  de  la  superficie : y 
entúuces  el  cono  circunscrito  se  reducirá  a uno  o mas  planos  tanjentes 
(]ue  todos  pasarán  por  V. 

351.  El  problema  de  tirar,  por  un  punto  V,  un  plano  tanjeute  a nna 
superficie  S no  desurrollable,  se  coiivertiria  en  determinado,  si  agregá- 
semos que  este  plano  debiese  tocar  a la  superficie  en  unacurba  dada, 
sobre  uu  meridiano,  por  ejemplo,  o sobre  un  paralelo,  cuya  posición  se 
señalase.  Con  efecto,  después  de  haber  construido  la  línea  de  contacto 
MM’M”....  del  cono  circunscrito  a S,  bastará  exainiiiar  cuales  son  los 
puntos  en  que  esta  encuentra  a la  curba  dada,  y allí  evidentemente  so 
hallarán  los  puntos  de  contacto  do  los  planos  tanjentes  que  satisfacen 
al  problema.  Este  sería  imposible,  siempre  que  la  curba  señalada  sobre 
la  superficie,  no  tuviese  ningún  punto  común  con  la  línea  MM’M”.... 

352.  Por  lo  que  hace  a la  construcción  de  la  línea  de  contacto  de 
una  superficie  cualquiera  S,  con  un  cono  circunscrito  que  tiene  por  cús- 
pide un  punto  dado  V,  cuya  curba  es  mui  útil  conocer  en  la  Pcnpec- 
tita,  porque  manifiestamente  es  el  contorno  aparente  de  la  superficie 
vista  desde  el  punto  V,  el  único  método  enteramente  jeneral  es  el  que 
hemos  indicado  núm.  347;  pero,  no  obstante,  como  su  ejecución  deman- 
da operaciones  gráficas  bastante  trabajosas,  vamos  a esponer  otros 
métodos  mas  sencillos,  pero  que  solo  sou  aplicables  a ciertos  jéneros  de 
superficies  que  son  lasque  se  eucucutrun  con  mas  frecuencia.  Mas  ántes 
demostrarémos  un  teorema  importante  respecto  a estas  líneas  de  contac- 
to, que  dice  relación  a todas  las  superficies  de  segundo  grado. 

353.  La  curba  de  contacto  de  un  cono  circunscrito  a una  superficie 
de  segundo  grado,  es  simpre  plaxa,  y su  plano  es  paralelo  al  plano 
diametral,  que  es  conjugado  del  diámetro  tirado  por  la  cúspide  del 
cono. 

Fio.  80.  Sea  V la  cúspide  del  cono,  y S la  superficie  de  segundo  grado  de 
que  se  trata;  supondremos  desde  luego  que  esta  admito  un  centro  O; 
por  lo  demás,  puede  ser  indiferentemente  un  elipsoide  o uno  de  los  dos 
hiperboloides.  Haciendo  pasar  por  la  recta  VO  diferentes  planos  se- 
cantes, obtendréraos  las  cntbas  de  segundo  grado  ARD,  AB’D,  AB”D,.... 
que  todas  tienen  por  diámetro  común  a OA,  y si  las  cortamos  con  el 
plano  diametral  BB'E,  que  es  conjugado  con  O A,  es  decir,  que  divide 
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CU  dos  partes  iguales  a todas  las  cuerdas  de  la  supcrfície  paralelas  a 
esta  dirección,  hallaremos  las  rectas  OIJ,  OB’,  OB”,....  que  evidente- 
mente gozarán  de  la  misma  propiedad  respecto  a las  cuerdas  tiradas 
en  cada  una  de  estas  curbas  paralelamente  a OA.  Y así  es  quo  OA  y 
OB,  OA  y OB’,  OA  y OB”....  formarán  de  dos  en  dos  sistemas  de  diá- 
metros conjugados,  en  las  varias  curbas  do  segundo  grado  ABD,  AB’D, 
AB”D.... 

Seutodo  esto,  tiraremos  a una  de  estas  curbas  una  tnnjente  VM;  y 
en  seguida,  tiremos  también  por  el  punto  de  contacto  M un  plano  pa- 
ralelo a BB’E  : este  nuevo  plano  cortará  a la  superficie  S según  una 
curba  MM’N,  y a las  secciones  primitivas  según  las  ordenadas  PM,  PM’, 
PM”,....  que  serán  respectivamente  paralelas  a OB,  OB’,  OB”.  Si  en 
esto  caso  tiramos  por  los  diversos  puntos  M',  M”....  tanjentes  a las  cur- 
bas AM’D,  AM”D,....  decimos  que  estas  tanjentes  terminarán  sobre  la 
recta  AO,  en  el  mismo  punto  V del  que  salió  la  primera  MV.  Con 
efecto,  sabemos  que  en  toda  línea  de  segundo  urden  referida  a dos 
diámetros  conjugados,  no  depende  la  subtanjente  sino  de  la  abscisa  del 
punto  de  contacto  y del  diámetro  sobre  el  cual  se  cuenta  esta  abscisa; 
por  consiguiente,  respecto  a los  diversos  puntos  M,  M’,  M”,....  que  co- 
rresponden a la  misma  abscisa  OP,  la  subtanjente  tendrá  nn  valor  co- 
mún, a saber : 

2 — — • 

PV  = 9A  — OP,  y de  aquí  OV  = . 

OP  OP 

Luego,  todas  las  tanjentes  tiradas  por  los  pantos  M,  M’,  M”....  forma- 
rán un  cono  circunscrito  a la  superficie  de  segundo  grado,  y cuya  línea 
de  contacto  será  la  curba  plana  MM’M”N  paralela  al  plano  diametral 
BB’E  que  es  conjugado  con  VO  (*).  Ademas,  este  diámetro  VO  con- 


(* ) En  el  caso  particular  en  que  la  superficie  sea  una  esfera,  la 
curba  de  contacto  del  cono  circunscrito  es  nu  círculo  menor,  perpendicu- 
lar a la  recta  VO,  que  une  la  cúspide  V con  el  centro  de  la  esfera.  Esto 
se  pruedrn  directamente,  haciendo  jirar  al  rededor  de  VO  un  circulo 
máxima  y su  tanjente  tirada  desde  el  punto  V. 
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tendrá  al  centro  P de  la  curba  MM’M”,.—  como  vamos  a darlo  a 
ftinocer. 

354.  Las  diversas  secciones  hechas,  en  cualquiera  superficie  de  se- 
gundo grado,  por  planos  paralelos  entre  sí,  son  curbas  skmkjantks, 
capón  centros  están  situados  sobre  el  diámetro  que  es  conjugado  con  el 
que  entre  todos  estos  planos  secantes  pasa  por  el  centro  de  la  superficie. 
(’on  efecto,  sea  cual  fuere  una  de  estas  secciones  planas  MM’M”N, 
podremos  tirar  por  el  centro  O un  plano  que  le  sea  paralelo, 

y construir  el  diámetro  OA  conjugado  con  este  último  plano.  En  este 
caso,  todas  las  secciones  .\BD,  AB’D,  AB”D....  tendrán  por  diámetros 
conjugados  considerados  de  dos  en  dos  a OA  y OB,  OA  y OB’,  OA  y 
OB”;  luego,  las  ordenadas  MP,  M'P,  M''P,..„  que  corresponden  a ¡a 
misma  abscisa  OP,  serán  proporcionales  a los  diámetros  no  comunes 

OB,  OB’,  OB” y por  consiguiente  estos  rectos  consideradas  como 

radios  rectores  paralei.os  tirados  en  las  dos  curbas  MM’N  y BB’E,  cum- 
plirán con  la  condición  jctieral  de  \a.  semejanza.  Ademas,  como  el  punto 
f)  es  evidentemente  el  centro  de  figura  de  la  curba  BB’E,  será  pre- 
cisamente lo  mismo  P respecto  a la  curba  MM’N;  y así  es  que  los  cen- 
tros de  las  secciones  paralelas  al  plano  diametral  BB’E  están  todos  si- 
tuados sobre  el  diámetro  OA  que  es  conjugado  con  este  plano. 
rio.81.  3.55.  Volvamos  al  teorema  demostrado  m'im.  353  respecto  a las  su- 

perficies dotadas  de  un  centro,  y con  el  objeto  de  estcndcrlc  a las  su- 
perficies que  carecen  de  td,  es  decir,  a los  paraboloides,  modifiipiemos 
la  demostración  del  modo  siguiente.  Tiremos  por  el  punto  V,  una  para- 
lela VX’  al  eje  o diámetro  principal  OX  del  paraboloide;  esta  recta 
VAX’  será  también  un  diámetro  de  la  superficie,  y los  diversos  planos 
secantes  tirados  por  este  diámetro  darán  las  secciones /wrííW/tVos  AME, 

AM’E’,  AM”E” Esto  supuesto,  tiremos  a una  de  ellas  la  tanjente 

VM,  y por  el  punto  de  contacto  M,  tiremos  también  paralelamente  al 
plano  tanjente  del  paraboloide  en  A,  un  plano  MM’M”N,  el  cual  cortará 
a las  parábolas  según  las  ordenadas  MP,  M’P,  M”P,....  paralelas  respec- 
tivamente a las  tanjentes  AT,  AT’,  AT”, de  estas  curbas.  Sabemos 

que  respecto  a esta  clase  de  ordenadas  será  la  subtanjente  constantemen- 
te igual  al  duplo  de  la  abscisa  común  AP;  y por  consiguiente  todas  las 
tanjentes  en  los  puntos  M,  M’,  M”,....  terminarán  en  el  mismo  punto  V, 
y en  virtud  de  esto  formarán  un  cono  circunscrito  que  tocará  al  parabo- 
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lüide  en  toda  la  estensíon  de  la  curba  plana  MM*M”N.  Vemos  ademas 
que,  el  plano  de  esta  curba  e»  paralelo  al  plano  tanjeníe  en  A,  el  cual, 
cu  el  caso  presente,  reemplaza  al  plano  diametral  conjugado  con  VX’; 
porque  este  último  estaria  a una  distancia  infínita. 

También  en  el  elipsoide  de  la  ñgura  80,  sería  paralelo  el  plano  tan- 
jente  en  A a y por  consiguiente,  a la  curba  de  contacto 

MM’M”N;  pero  no  hemos  querido  emplear  este  plano  tanjente,  porque 
no  existiría  en  el  hiperboloide,  en  caso  de  que  el  diámetro  VO  no  en- 
contrasen la  supcrfícic. 

Problema  l.  Hallar  la  curba  de  contacto  de  una  superficie  de  rero- 
lucion  con  un  cono  circunscrito  cuya  cúspide  se  nos  ha  dado. 

356.  Sean  (O,  I’Z’jel  eje  do  revolución,  que  miraremos  como  verti-  no.  84. 
cal,  y (X’C’Y’I)’,  CD)  el  meridiano  principal  de  la  superficie.  En  este 

caso  la  curba  es  una  elipse,  uno  de  cuyos  diámetros  principales  coin- 
cide con  el  eje  de  revolueiun;  pero  el  método  que  vamos  a esponer  es 
enteramente  jeneral,y  puede  aplicarse  un  meridiano  cuaiqiera.  Sea  ade- 
mas (V,  V’)  el  punto  señalado  por  cúspide  del  cono  circunscrito:  la  curba 
X’M'Y’  según  laque  este  cuno  tocará  al  elipsoide,  puede  determinarse^ 
con  construir  subcesivamente  los  puntos  que  se  hallen  sobre  cada  parale- 
lo de  la  superficie,  o también  los  que  se  hallen  situados  sobre  los  diversos 
meridianos,  esto  va  a dar  lugar  a dos  métodos,  que  cada  uno  por  sí 
solo  será  suficiente  para  trazar  la  curba  pedida. 

357.  Método  del  paralelo.  Sea  (E'F’,  EMF)  el  paralelo  elejido  ar- 
bitrariamente sobre  la  superficie  de  revolución  S;  sustituyendo  a este  un 
cono  recto  enjendrado  por  la  revolución  de  la  tanjente  E'Z’  ai  rededor 
del  eje,  es  evidente  que  este  cono  tocará  a la  superficie  S en  toda  la 
estension  del  círculo  E’F’;  y que  así  todo  plano  tanjente  tirado  a este 
cono  por  el  punto  (V,  V’),  tocará  a S en  el  punto  en  que  la  arista  de 
contacto  encuentre  al  círculo  E’F’.  Por  consiguiente,  este  punto  de  rn- 
cuentro  pertenecerá  a la  curba  pedida  X’M’Y'’,  que  no  es  otra  cosa  (núni. 

.'148)  que  el  lugar  de  los  puntos  de  contacto  de  los  dirersos  planos  tan- 
jentes  tirados  a la  superficie  S,  por  el  punto  (V,  V’). 

358.  Por  consiguiente,  la  cuestión  queda  reducida  a hallar  un 
plano  que,  partiendo  desde  el  punto  (V,  V’),  vaya  a tocar  al  cono 
Z’E’F’  : esto  lo  conseguirémos  (núm.  123)  uniendo  la  cúspide  (Z’, 
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O)  (*)  con  (V,  V),  hallando  en  seguida  el  punto  en  que  esta  recta 
va  a cortar  el  plano  horizontal  E’F’,  y tirando,  por  fin,  desde  este 
último  |)unto  tanjentes  al  círculo  (E’F’,  EMF).  Pero  como  la  cúspide 
(Z’,  O)  puede,  como  sucede  en  el  ejemplo  precedente,  hallarse  a una 
distancia  incómoda,  y ademas  el  punto  de  donde  deben  salir  las 
tanjentes  a la  base  del  cuno,  variará  también  a medida  que  cambiemos 
de  paralelo,  vamos  a emplear  una  marcha  que  obviará  estos  dos  incon- 
venientes. 

Adoptemos  por  base  del  cono  recto  al  círculo  (G’H’,  GPU)  según  el 
cual  le  corta  el  plano  horizontal  V’G’IP;  corno  cntónces  esta  nueva  ba.se 
contiene  en  su  plano  al  punto  dado  (V,  V’),  será  ya  inútil  recurrir  a la 
cúspide  del  cono,  y bastará  tirar  las  tanjentes  a la  actual  base  por  el 
punto  (V,  \')\  ademas  de  esto,  como  solo  nos  interesan  los  puntos  de 
contacto,  describirémos  sóbrela  recta  VO,  como  diámetro,  una  circunfe- 
rencia que  cortará  al  círculo  GPU  en  los  puntos  P y U,  y los  radios  OP 
y OQ,  serán  manifiestamente  las  proyecciones  horizontales  de  las  jene- 
ratrices  según  las  que  los  planos  tanjentes  tirados  de  (V,  V’)  tocarán  al 
cono  recto.  Luego,  si  prolongamos  estos  radios  hasta  el  paralelo  dado 
EMF,  tendremos  que  los  puntos  M y N que  se  proyectarán  sobre  E'F’ 
en  M’  y N’,  serán  dos  puntos  que  pertenecerán  (núm.  356)  a la  curba 
de  contacto  de  la  superficie  S con  el  cono  circunscrito  cuya  cúspide 
estuviese  en  (V,  V’). 

359.  Para  hallar  los  puntos  de  esta  curba  que  están  sobre  otro  pa- 
ralelo, operarémos  de  un  modo  enteramente  semejante;  y la  misma  cir- 
cunferencia descrita  sobre  VO  como  diámetro,  sertirá  para  todas  estas 
operaciones,  supuesto  que  las  tanjentes  a la  base  del  nuevo  cono  recto 
deberán  también  salir  del  punto  (V,  V’).  Por  ejemplo,  si  consideramos 
el  paralelo  (E’”F’”,  EMF)  igual  al  precedente,  será  preciso  tirar  la 
tanjente  E”'G”’,  que  jirando  al  rededor  del  eje  vertical,  describirá  un 
cono  recto  cuya  base,  considerada  en  el  plano  horizontal  VG’,  será  el 


(*)  Los  tres  jmntos  señalados  coa  Z',  en  el  actual  depurado,  se  con- 
sideran como  que  representan  el  punto  único  en  que  la  tanjeítte  E’Z’ 
tria  a cortar  al  eje  vertical,  cuyo  punto  es  la  cúspide  del  cono  recto,  que 
no  ha  podido  comprenderse  en  el  cuadro  de  la  lámina. 
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círcalo  G ’P”H'’)!  y como  Mte  está  cortado  por  la  circunferen- 

cia VO  en.doa  puntoc.P"  y (i”,  tendramoa  que ' loa  radíos  OP’*  y (Kl" 
serán  las  pcoyecciones  horizontales  de  las  aristas  de  contacto  dol  cono 
recto  con  los  planos  tanjeiltee  que' se  le  tirasen  por  el 

punto  (V,  V); yen  sogaida,  el  eiicaentrodeeatoa  radios  con  el  paralelo 
(EMF>  E”’F”’),  nos  dará  los  pontos  (M”,  M’”)  y J'l”,  N’”)  situados  so- 
bre este  paralelo,  y pertenecientes  a la  cuilta  de  contacto  de  la  super- 
ficie S con  el  cono  circiitMcrito  que  tiene  su  cúspide  en  (V,  Y’). 

360. >  Método  dtl  meridiano.  Para  hallar  los  pontos ' de  esta  misma 

curba  que  están  situados  sobre  an  meridiano  cnalqniera  oOg,’  fignrú- 
monos  que  por  todos  los  puntos  de-este  meridiano  se  han  tirado  rectas 
perpendiculares  a su  plano,  cuyo  conjuntq  formará  un  cilindro  horiecn- 
tál  manifiestamente ctrcunscrtfo  a la  superficie  S,  enloda  la  estension  de 
esta  curba  meridiana.  Si  entonces  tiramos  por  el  punto  (V,  V’)  un  pla- 
no tanjento  a este  cilindro,  dicho  plano  será  también  tanjentc  al  elipsoi- 
de on  el'pUnto  en  que  toca  a la  base'dcl  cilÍDdro;.'y  por  consiguiente, 
este  punto  pertenecerá  a la  curba  quo  buscamos,  porque  esta  es  (núm. 
íH8)  el  lugar  de  todos  los  puntos  de  contacto'del  elipsoide  con  los  pla- 
nos tanjeiues  que  salen  de  i(V,  V’).  ' : ,•  , 

Pero  para  construir  este  plano  taiijente  .'al;cilindrO  horizontal,  es 
preciso  (núm.  116)  tirar  desde  el  punto  (V,  V’)  una  paralela  .a  las  je- 
neratrices  de  esta  superficie,  es  decir,  una  recta  (VP’,  V’U’”) . pérpen- 
dicular  al  plano  vertical  aOg  que  contiene  la  base  del  oilmdro;iy  en  se- 
guida, desdo  el  punto  P”  en  que  ésta  recta  ononentra  al  plaiio  mo- 
ridianp.^tirar  también  a esta  base  una  o mas  tanjentes.  Pero  para  eje- 
cutar esta  última  operación,  aplicarémos ' le  meridiana  aOg  al  |dano 
vertical,  haciendo  lo  mismo  con  el  punto  P”,  esto  último  punto  se  tras- 
lada manifiestamente  a (H”,  II”’)¡  y tirándolas  tanjentes  U”’q>’  y H”’F”’, 
obtendrémos  Jos  puntos  de  contacto  (f’i  ?)'/  (F”’F)  sobre  la  baso  del 
cilindro  abatido;  si  hecho  esto,  los  restituimos,  por  medio  de  arcos  de 
circulo  horizontales,  al  meridiano  primitivo  aOg,  tendrán  por  verdadera 
]]osicion  a (4>,  4’’)  y a (M,  M'). 

361.  £1  último  punto  coincide  con  uno  de  ios  que  hemos  obtenido 
por  el  método  del  paralelo,  porque  en  el  caso  presente  se  ha  elejido  el 
plano  meridiano  aOg,  de  modo  que  contenga  al  panto  (M”,  M’”')  qne 
se  ha  construido  ya;  hemos  preferido  esta  disposición,  con  el  objeto  de 
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manifestar  claramente  que  aun  cuando  los  dos  métodos  se  apojan  en 
consideraciones  mui  diferontcs,  a lo  menos  empican  la»  ntUma» operacio- 
nes gráficas,  ejecutada»  en  un  órtlea  exactamente  inverso,  como  debemos 
verlo  aquí  respecto  al  punto  Ademas,  sea  cual  fuere  c1  método 

que  se  emplee,  hai  puntas  particulares  que  se  obtienen  por  medio  de  iin 
procedimiento  dirccto;iy  recomendamos  principiar  la  ejecución  del  de- 
purado por  la  indagación  do  estos  puntos  notables.  ’ • 

362.  Puntos  situado»  sobre  lo»  contornos  aparentes.  En  cnanto  a los 
que  están  situados  sobre  el  equador  (C'D’i  CLD),  es  evidente  que  los 
planos  qae  toquen  ol  elipsoide  en  estos  puntos,  serán  terticales,  y en 
este  caso  sus  trazas  horizontales  serán  las  taiijentes  VL  y VK  que< sa- 
len del  punto  V;  ademas,  los  puntos  de  contacto  L.  y K están  determi- 
nados, en  la  proyección  horizootal,  por  el  encuentro  del  círculo  CLD 
con  la  circunferencia  cuyo  diámetro  es  VO,  y será  suficiente  proyectar 
L y K a L’  y K’  sobre  CD*.  Observemos,  ademas,  que  como  estos  dos 
puntos  se  hallan,  con  respecto  al  plano  horizontal,  sobre  el  contorno 
aparente  de  la  siiperflcte,  formarán  sobre  esta  proyección  los  límites 
comunes  dol  arco  visible  LMXK  y del  arco  invisible  LM”YK;  ademas, 
el  primero  de  estos  arcos  se  distinguirá  fácilmente  del  otro,  cou  exa- 
minar si  uno  de  sus  puntos  (M,  M’)  está  situado  encima  del  equa- 
dor C’D’. 

.Del  mismo  modo,  respecto  a los  pnntos  situados  sobre  el  meridiano 
principal  (X’C’Y’D’,  CD),  tendremos  quo  los  planos  tanjentes  al  elip- 
soide, serán,  (núm.  159)  perpendiculares  al  plano  vertical;  y así  sus  tra- 
zas pasarán  por  el  punto  V’,  y serán  las  dos  tanjentes  V’X’  y V’Y’  cuyos 
pnntos  (•)  de  contacto  X'  e Y’  deberán  proyectarse  a X e Y'  sobre  OD. 
Ademas,  como  estos  dos  puntos  cstíin,  respecto  al  plano  vertical,  colo- 
cados sobre  el  contorno  aparente  de  la  superficie,  separarán  en  esta 
proyección  el  arco  visible  X'M’Y’  del  invisible  X’N’Y’;  y el  primero  de 
estos  dos  arcos  se  distinguirá,  examinando  si  uno  de  sus  puntos  (M,  M’) 


C*j  Será  suficiente  tirar  estas  tanjentes  con' una  regla  que  se  apo- 
yará en  V’  y en  el  meridiano;  pero  en  seguida  será  preciso  fijar  su  pun- 
to de  contacto  con  exactitud,  y para  ello  empUarémos  la»  cuerdas  suple- 
mentarias de  ¡a  elipse  tneridiana. 
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eatá  colocado  delante  del  plano  vertical  Cl)  que  contiene  al  meridiano 
principal.  ' 'i  ■■■  .1 

' 1 363.  Punto*  limite*.  Entendemos  por  tales,  a los  puntos  en  que  la 
tanjente  de  la  curba  do  contacto  c*  horizontal,  y por  consiguiente 
estarán  mas  altos  o mas  bajos  que  los  demos  puntos  vecinos.  Esta  cir- 
cunstancia no  podrá  hallarse  sino  en'  ei  meridiano  VO  que  pasa  por  la 
cúspide  (V,  V’)  del  cono  circunscrito;  con  efecto,  el  método  jeneral  quo 
ha  dado  (núm.  358)  los  pnntos  (M,  M’)  y (N,  N*);  nos  dice  claramente 
que  los  diversos  pantos  de  la  enrba  están  situado»,  de  dos  en  dos,  sobre 
las  cuerda»  horizontales  (bilN , M’N’)  que  cl  plano  vertical  VO  divide  en 
dos  parte*  iguales ; luego,  siempre  que  uno  de  estos  puntos  correspon- 
dientes se  baile  en  el  plano  vertical  VO,  el  otro  también  se  halla  en  él, 
y por  consiguiente  la  cnerda  relativa  a estos  puntos  que  así  se  han  con- 
fundido, se  habrá  convertido  en  tanjente  a la  curba,  sin  haber  dejado 
de  ser  horisontal.  ' ' 

Pora  determinar  ahora  estos  puntos  limites  quo  ya  sabemos  están 
colocados  sobre  el  meridiano  VO,  observarémos  que  la  recta  que  uniese 
a uno  de  ellos  con  (V,  V’),  seria  prccisamenta  tanjente  a Id  meridiana 
VO,  supuesto  que  se  hallará  a mismo  tiempo  etrcl  plano  de  esta  curba 
y en  el  plano  tanjente  del  elipsoide  : luego,  si  aplicamos  este  meridiano 
al  plano  vertical,  haciendo  también  lo  mismo  con  cl  punto  (V,  V'),  que 
patentemente  se  habrá  trasladado  a V”,  y tiramos  en  segqida  la  tanjente 
V”IT,  cuyo  punto  de  contacto  U’  determinaréroos  exactamente  por  me- 
dio de  las  cuerdas  suplementarias,  no  habrá  mas  que  proyectar  este 
pnnto  a U,  y restituirle,  por  medio  de  un  arco  de  círcnlo  horizontal,  a 
su  verdadera  posición  (R,  R’).  Este  será  el  punto  mas  bajo  de  la  curba, 
y la  tanjente  U’R’ indicará  la  última  de  las  paralelas  quo 

pueden  contener  pnntos  de  esta  línea.  - " 

Del  mismo  modo  se  obtendrá  el  pnnto  mas  alto  (T,  T‘);  pero  no 
hemos  querido  eíéctuaj  la  construcción  que  para  esto  'se  necesita,  por 
temor  de  causar  alguna  confusión  en  la  figura.  ' - 

364.  En  el  presente  ejemplo,  en  que  la  superficie  de  revolución  es 
de  segundo  grado,  la  curba  de  contacto' es  precisamente  yi/rma  (núm. 
353),  y ademas  es  una  elipse  que  en  el  espacio  tiene  por  uno  de  sus 
/je*  a la  recta  (RT,  R’!”):  pues  que  las  tanjentes  en  los  estremos  de 
esta  línea  le  son  perpendiculares,  en  -virtud  de  que  lo  son  al  plano 
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vertical  VQ  (núm.  363).  Sería  también  fácil  concluir  de  aquí  elaegiuido 
eje  y los  otros  dos  vértices,  con  dar  una  sección  al  elipsoide  por  el  medio 
de  la  recta.(RT'>  R’T’jidebemoe ademas obserrar que  estos doádídmetros 
principales  perti|anccerán  siendo  loe  ej*t  do  la  proyección  horizcintal 
RLTK,  porque  siendo  uno  de  ellos  horizontal,  permanecerá  recto  el 
ángulo  comprehendido  entre  siis  proyeccionesr  cu  ^tdnto  qno  sobre  el 
plano  vertical,  estos  dos  diámetros  no  será  perpendicnlares  uuo  a otio« 
y solo  serán  dm  diámetros  conjugados  oblicuos  de  la  curba  R'L’T’K’.i. 

365.  UmbrtacioiX.  Si  recordamos  que  toda  superficie  de  rcvolu- 
eion  puede  considerarse  come  el  involucro  de  un  cono  máeil  (núm.  194) 
circunscrito  siempre  en  la  ostensión  de  un  paralelo,  o también  como  el 
involucro  de  un  cilindro  máríf  (nám.,196)  coostantemente  eiicnnsccito.a 
toda  la  cstousioa  de  un  meridiano,  nos  persuadirémos  que  en  ios  dos 
métodos  empleados  núm.  i357  j 360>  nuestro  objetodiai  sido  el  susti- 
tuir a la  superficie  de  revolución  propuesta  un  involucro  cónico  o cilin- 
drico, en  el  que  es  mes  fácil  la  construcción  del  plano  tanjeutc  litudo 
desdo  el  punto  (V,  V’)  que  en  la  superficie  primitiva.  Pero  como  las 
superficies  de  revolución  pueden  admitir  también  un  involucro  e^hira 
(núm.  193),  cuyo  radio  sea  la  normal  al  meridiano,  de  aquí  resulta  otre 
tercer  método,  ménos  venttqoso  en  la  práctico,  pero  que  es  inleresante 
conocer.  ■ I ; . i ■■■  . - l,. 

• 366.  Tercer  método  por  un  involucro  esférico.  Tracemos  un  circulo 
con  la  normal  E'w  dcl  meridiano,  el  cual  jiraiido  al  rededor  del  eje 
vertical,  enjendrará  una  esfera 'que  será  evidentemente  laojente'a  la 
aupei^ie  de  revolucioné,  en  todo  el  largo  del  paralelo  £’F’;  y en  se; 
guida,  figuréiitenos  un  cono  circunscrito  a esta  esfera,  y que  tenga  por 
cúspide  al  punto  dado  (V,  V’),  La  curba  de  contacto  de  este  ceno  aUsi? 
liar  con  la  esfera,  será  un  círculo  menor  (uíira.  353  nota)  cuy»  plano 
será  perpendicular  a la  recta  (V’tu,  VO);  y carao  en  los  puntos  cli  que 
este  circulo  menor  encuentre  al  paralelo  E’FV  los  planos  tanjentea  de 
la  esfera  serán  comunes  a la  superflcio  é,  síguese  de  aquí  que-, estos 
puntos  perteaecerán  a lai  curba  que  buscamos  X’M’Y'.  Pero  si  hace- 
mos jiror  eiinultáaeaioente  a la  esfera  y al  cono  circunscrito  a ejia,  al 
rededor  de  la  vertical  O,  hasl)a  qne  el  eje  (V’ai,  VQ)  de  este  llegue  a 
ser  paralelo  al  plano  vertical  la  cúapide  (V,  V')  se  trasladará  a V”;  y 
tirando  las  taujfentes  VVy  y V”d,  el  círculo  d©  contirnto  sobre  la  esfeta 
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estará  eutóiices  proyectado  segan  la  cnerda  yd.  Kn  esta' si  tu  ación,  este 
círculo  de  contacto  corta  al  paralelo  E’F’  en  dos  puntos  colocados  ú 
las  estreniiilades  de  la  cureda  proyectada  certicalmente  sobre  el  punto 
e’;  pero  como  la  distancia  de  esta  cuerda  al  eje  de  revolución  no  varia 
cuando  restituimoB  la  esfera  y el  cono  circunscrito  a sus  posiciones 
primitivas,  es  doro  que  refiriendo,  por  medio  de  nii  arco  do  círculo, 
el  punto  e'  sobre  el  meridiano  primitivo  VO  a e,  y tirando  por  este 
último  punto  una  cuerda  perpendicular  a VO,  las  ¡ intersecciones  de 
esta  cuerda  con  el  paralelo  EMF,  nos  darán  los  ponte»  pedidos  M y N, 
que  deberemos  proyectar  en  seguida  a M’  y N’  sobre  E’F’,  ] , • . 

I Probi.ema  2.  Tirar  un  plano  tanjentc  a una  superficie  de  retolu- 
ciony  por-  un  punto  dado  que  la  toque  en  un  paralelo  también  dado. 

367,  Nos  será,  aquí  necesario,  como  jeneralmente  lo  hemos  enun- 
ciado en^  el  núm.  351,  construir  la  enrba  de  contacto  de  la  superficie 
con  un  cono  circunscrito;  es  suficiente  sí  que  apliquemos  al  paralelo  se- 
ñalado por  la  auostioii,  el  método  del  núm.  357  o el  del  núm.  36G,  y ob- 
tendrém'os  directamente  los  puntos  de  contacto  de  los  planos  tanjentes 
pedidos.  Enseguida,  serán  fáciles  de  construrr estos  jdanos  (núm.  132). 

, Pkoblem.v  3.  Tirar  un  plano  tanjente  a una  superficie  de  reralu- 
cion,  por  ux  punto  de^o  que  la  toque  en  un  meridiano  también  dado. 

368.  Este  problema  se  resolverá  también  directamente,  aplicando 
al  meridiano  asignado  por  la  cuestión,  el  método  esplicado  en  ei  núm. 

360,  Asi  conoceremos  k>s  puntos  de  contacto  de  los  planos  tanjentes 
que  buscamos,  y cu  este  caso  serán  fáciles  de  determinar  estos  planos 
(núm.  132). 

I I ' t 

Problema  4.  . Hallar  la  curba  de  contaito  de  una  superficie  cfAi.- 
(tLiEgA  de  segundo  grado,  con  un  cono  circunscrito  cuya  cúspide  se  nos 
ha  dado.  • / , i i ' ■ 

-ii369.'r  Tenemos  por  ejemplo  un  elipsoide  de  tres  ejes  desiguales,  y rm.só. 
elijamos  los  planas  de'proyecoion  paralelos  a ,doa  do  los  tres  planos 
prúscipalei  de  este  cuerpo.  En  este  caso,  los  contornos  aparentes  de  la 
superficie  serán  las  dos  elipses  (ABDE,  A’D’)  y (A’C’iyF’,  AD),  coda 
ima  de. las  cuales  tendrá  dos  ejes  comunes  con  el  elipsoide;  y represen- 
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lando  por  (V,  V’)  la  cúspide  del  cono  circunscrito,  trataremos  de  hallar 
los  puntos  de  la  enrba  de  contacto,  que  estén  simados  sobre  una 
sección  horizontal  cualquiera  G’li’.  Esta  sección  es  una  elipse  seme- 
janU  a ABDE,  en  la  que  (G’H’,  GH)  es  uno  de  los  diámetros  prin- 
cipales; si  la  miramos  como  la  base  de  un  cono  ausiliar,  que  tenga 
la  cúspide  en  el  punto  T’  en  que  el  eje  vertical  de  la  superficie 
es  encontrado  por  la  tanjente  G’T’,  este  cono  T’G’H’  estará  circunscrito 
al  elipsoide.  Con  efecto,  todas  las  secciones  producidas  en  la  superficie 
por  los  planos  tirados  según  la  vertical  (O,  O’T’),  serán  elipses  que  ten- 
drán un  eje  común  (O,  CF*);  aderaos,  como  para  todos  los  puntos  de  estas 
elipses  colocados  sobre  G’H’,  es  la  misma  la  abscisa  O’I',  también  la 
subtanjente  será  constantemente  igual  a I’T’;  por  consiguiente,  las  tan- 
jentcs  a estas  elipses  verticales  terminarán  todas  en  el  punto  T’,  j de 
este  modo  formarán  el  cono  circunscrito  T'G'H’.  Sentado  esto,  si  tira- 
mos un  plano  tanjente  a este  cono  ausiliar  qnc  salga  de  (V,  V’),  la 
arista  de  contacto  encontrará  a la  base  G’H’  cu  un  punto  que  pertene- 
cerá a la  curba  pedida;  porque  el  plano  tanjento  del  cono  ausiliar  en  es- 
te punto,  tocará  al  elipsoide  y posará  ademas  por  el  punto  (Vy  V’),  que  ea 
el  carácter  distintivo  (núm.  348)  de  la  curba  de  contacto  de  la  superfi- 
cie con  el  cono  circunscrito  cuya  cúspide  esté  en  (V,  V’). 

370.  Ahora,  para  tirar  desde  el  punto  (V,  V’)  un  plano  tanjente  al 
cono  T’G’H’,  y a fin  de  no  tener  que  operar  sino  sobre  la  elipse  princi- 
pal ABDE,  dato  inmediato  de  la  cuestión,  prolongarémos  este  cono 
hasta  el  plano  horizontal  A”D”,  qne  se  ha  clejido  de  modo  que  corte  a 
esta  superficie  según  una  elipse  igual  a la  precedente;  adoptando  en 
segnida  esta  sección  (A”D”,  ABDE)  por  base  del  cono,  y uniendo  la 
cúspide  con  el  punto  (V,  V’),  inquiriréraos  el  encuentro  de  esta  recta 
(V’T’R’,  VOR)  con  el  plano  A”D”;  y por  último,  tiraremos  desde  el 
punto  R dos  tanjentes  RP  y RQ,  a la  elipse  ABDE.  Una  vez  fijos  con 
e.xactitud  los  pnntos  de  contacto  de  estas  tanjentes  ( por  medio  de  las 
cuerdas  enplenientarias),  tirarémos  los  radios  OP  y OQ,  que  son  las 
proyecciones  horizontales  de  las  aristas  de  contacto,  y fácilmente  con- 
cluirémoB  de  aquí  sus  proyecciones  verticales  T’P’,  T’Q’.  Por  último, 
como  estas  rectas  cortan  a la  elipse  G’H’  en  los  puntos  M’  y N’,  las  pro- 
yectaremos a M y N,  y así  obtendrémos  los  dos  puntos  de  la  curba  pe- 
dida, que  están  colocados  sobre  la  sección  horizontal  G'H’  del  elipsoide. 
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V .üubiéramos  podido  hallar  directamente  loe  puntos  M y N,  con  pro- 
yectar U’  a H,  y tirar  por  este  último  .punto  las  paralelás  HM  y IIN  a ’ 
las  cuerdas  DP  y-DQ;  porque  en  dosetipaessepiejantes,  como  las  G’H’ 

y 'A"D'’y  los  radios  vectores  OM-y  QP  son  proporcionales  a los  semi-ejes 
OHiy  OD.-  / . ' -'.i  . -1  i . v • . • ■!  i< 

'371i  I En :cnalquiera  otra  sección  horizontal  diforonto  de  G’il',  opc- 
rarémos  de'un  modo  análogo;  pero  si  sucediese  que  la  cúspide  T’  del 
cono  ausiliar^estuvicse' situado  a una  distancia  incómoda,  podríamos 
adoptar  por  base  de  este' cono,  a la  sección  K’L’  dada  por  el  plano 
horizontal  tirado  por  el  punto  (V,  V);  y en  este  caso,  bastaría  concebir 
que  por  este  último  punto  se  habian  tirado  tanjentes  a esta  elipse  K’L’. 

Y estas ' rectas,  así  como  también  sus  puntos  de  contacto,  son  fáciles 
de  dctérmiiiar  por  medio  de  ana  construccion'directa,  sin  necesidad  dt 
describir  la  cwrha,  y en  virtud  del  solo  conocimiento  do  los  ejes,  que 
aqaí'sdn  proporcionales  con  AD  y DB,  y uno  de  los  cuales  es  K’L’. 
Esta  construcción  está  esplicada  en  un  caso  análogo  <núm.  374)  que 
veremos  en  breve. 

372.  ; Puntos  sobre  los  contornos  aparentes.  Determinarémos  estos, 
como  Olí  el  problema  precedente  (núm.  362),  tirando  las  tanjentes  V’X’ 
y V’Y’  al  contorno  aparente  del  elipsoide  sobre  el  plano  vertical,  y pro- 
yectando los  puntos  do  contacto  X’  e Y’  a X e Y sobre  AD.  Así  mismo; 
las  tanjentes  Vz  y Vy  al  contorno  aparente  sobro  el  plano  horizontal, 
nos  darán  dos  puntos  x e y que  deberemos  proyectar  a z’  o y'  sobre 
A’D’.  Estos  dos  sistemas  de  pantos  indicarán,  ademas,  las  estremida- 
des'de  los  áreos  cisibles  sobre  los  dos  planos  dé  proyección.  ’-  ' "'  i 

373. "  Los  puntos  límites,  sa  decir,  aquellos  en  que  la  tanjonte  de  la 
eurba  es  horizontal,  están  precisamente  situados  en  el  plano  vertical 
YO.  Con  efecto,  de  la  construcción  jeneral  que  nos  ha  dado  los  puntos  P 
y Q,  o M y N,  evidentemente  resulta  que,  los  puntos  do  la  curba  de  con- 
tacto están  de  dos  en  dos  sobre  las  cuerdas  horizontales  (MN,  M’N’), 
que  son  constantemente  paralelas  al  diámetro  conjugado  con  OR  en  la 
elipse  ABDE;  y por  consiguiente,  cada  una  de  estas  cuerdas  está  divi- 
dida en  dos  partes  iguales  por  el  plano  vertical  VOR.  Luego,  cuando 
uno  de  estos  pantos  correspondientes-  se  halle  en  el  plano  V’OR,  tam- 
bién el  otro  se  hallará  precisamente  en  él,  y la  cnerda  que  los  Una  habrá 
llegado  a ser  tanjente  a la  curba,  sin  haber  dejado  de  ser  horizontal. 
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o un  vúntmo,  bastará  tirar  por  el  punto  (V,  V)  dos  tanjcntcs  a.  la  8ec<^ 
cioD  producida  en  el  elipsoide  por  el  plano  vertical  VOR.  Y como  esta 
sección  es  una  elipse  cuyos  seroi-cjoe  .-suii  'O'C  y Oa;  isii  la'abatiuios 
sobre  el  plano  vertical,  así  como  también  al  punto  (V,  V’)  quo  so  tras« 
portará  a V”,  no  habrá  mas  que  tirar  por  este  último  dos  tanjcntcs  a una 
elipse  cuyos  scoii-ejes  son  O’C’ y O’a’,  problema  qno  puede  resolverse 
sin  trazar  la  curlM.  Con  efecto,  después  de  haber  construido  los  focus 
ijí  y S<  de  esta  elipse, .describiremos  un  arco  de  círculo  con  el  radio  V”<ji, 
y otro  desde  el  puuto  '4>  como  centro,  y con  un  radio  igual  al  eje 
mayor  de  la  elipse;  hecho  esto,  estas  dos  circunferencias  so  corta- 
rán en  los  puntos  é y y,  sabemos  (•)  que  la  recta  V”di  tirada  por  el 
medio  del  arco  os  la  tanjente  pedida*  y que  su  encuentro  con  la  recta 
46  nos  dará  a conocer  al  punto  e’  de  contacto.  Por  consiguiente,  no 
habrá  mas  que  restablecer  el  punto  (e,  e’)  en  el  plano  vertical. VO,  por 
mtxlio  de  un  arco  de  círculo  horizontal,  y así  obtendremos  el  puuto  mas 
bajo  U,  d’)  do  la  curba  de  contacto.  , . i,.:.n 

Así  mistiio,  la  segunda  tanjente  a la  elipse  precedente,  será  la  recta 
V”w  que  posa  por  medio  del  orco  ¡fy;  y su  encuentro  con  >py  determinará 
el  punto  de  contacto  (n,  n’),  que  restituido  al  plano  vertical.  VO,' será 
el  punto  mas  alto  <p,  p’)  de  la  curba  en  cuestiou.  >,  • 

375.  Podríamos  tambicu  construir,  de  un  modo- attálogo,. los  dos 
puntos  de  esta  curba  que  estuviesen  situados  en  el  plano  .V.’O',  perpen- 
dicular al  plano  vertical;  porque  la  sección  producida  en  el  elipsoide 
por  este  plano  secante  VO',.  sería  una  elipse  cuyos  ejes  son  fáciles  de 
hallar : pero  por  no  hacer  dillcil  la  lectura  del  depurado,  dejamos  al 
Cargo  del  lector  la  ejecución  de  esta  construcción,  que  es  biiteramCute 
semejante  a la  anterior.  < . i:  - . . > / 

37G.  Al  terminar  este  asunto,  haremos  observar  que  el  método  em- 
pleado aquí  respecto  a un  elipsoide,  es  así  mismo  aplicable  a un  hiper- 
boloide, y.tambien  a un  paraboloide,  con  solas  las  lijeras  modificaciones 


- '(*)'  Véate,  en  lot  Tratadotde  análUis  aplicado  a la  Jtomeírta,  ¡«\ 
método  gráfico  de  los  antiguos^  para  tirar  tanjentes  a las  scccionet 
cónicas.  - 1 , , 
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qac  naturalmente  lleva  consigo  la  naturaleza  de  las  secciones  planas 
orijinadas  en  estas  superfícies. 


CAPITULO  II. 

. De  loa  planos  tanjentes  paralelos  a una  recta  dada. 

377.  Sea  S una  superficie  cualquiera,  y VO  la  recta  dada  (o  una  pío.  So. 
línea  paralela  a la  recta  dada,  y tirada  por  un  punto  tomado  arbitraria- 
mente en  el  interior  de  S) : si  tiramos  por  la  línea  VO  varios  planos  se- 
cantes, estos  cortarán  a la  superficie  S según  las  curbas  ABD,  AB’D, 
AB"D,....  que  siempre  podrán  construirse  por  los  métodos  jencralcs  del 

libro  IV;  y tirainio  a estas  secciones  las  tanjentes  BU,  B’U’,  B”U”.... 
paralelas  a VO,  estas  formarán  un  cilindro  que  será  circunscrito  a S,  es 
decir,  que  tocará  a esta  superficie  en  toda  la  estension  de  la  curba 
BB’B”E.  Con  efectO)  el  plano  tanjente  de  S relativo  a un  punto  cual- 
quiera B”,  evidentemente  contendrá  a la  la  arista  B"U’’  del  cilindro,  asi 
como  también  a la  tanjente  B”t  a la  curba  BB’B"....  que  lo  sirve  de 
base;  luego,  este  plano  será  también  tanjente  al  cilindro,  y en  virtud  de 
esto,  esta  última  superficie  tendrá  un  verdadero  contacto  con  S en  el 
punto  B”,  asi  como  también  en  todo  el  largo  de  la  línea  BB’B”E. 

378.  Sentado  esto,  para  tirar  un  plano  tanjente  a la  superficie  S de 
modo  que  sea  paralelo  a una  recta  dada  VO,  será  suficiente  determinar 
la  curba  de  contacto  BB’E  de  esta  superficie  con  un  cilindro  circuns- 
crito paralelo  VO,  y construir  en  seguida  el  plano  tanjente  de  8 tirado 
por  un  punto  cualquiera  de  loa  de  esta  línea  de  contacto;  porque  este 
plano  tocará  precisamente  al  cilindro  circunscrito,  y por  consiguiente 
contendrá  a una  de  sos  aristas  que  son  todas  paralelas  a VO;  luego,  él 
mismo  será  también  paralelo  a esta  recta. 

Y reciprocamente,  todo  plano  paralelo  a VO  que  toque  a la  superfi- 
cie S cu  un  punto  determinado  que  Ilamarémos  b,  precisamente  conten- 

29 
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(Irá  a una  recta  tira<ia  por  este  punto  h paralelamente  a VO:  luego,  esta 
última  recta  será  una  arista  del  cilindro  circunscrito,  y su  punto  de  con- 
tacto h deberá  por  consiguiente  hallarse  sobre  la  curba  BB’E,  que  es, 
según  esto,  el  lugar  esclusiro  de  toda>  las  solucione»  del  problema  pro- 
p uesto. 

Por  consiguiente,  este  problema  será  imposible,  cuando  no  exista  el 
cilindro  circunscrito  paralelo  a la  recta  dada;  lo  que  tendrá  lugar,  entre 
otros  ejemplos,  en  un  paraboloide,  siempre  que  la  recta  propuesta  sea 
paralela  al  eje  de  la  superñcie;  porque  eiitónces  las  intersecciones  ABD, 
AB'D....  serán  parábolas,  los  cuales  no  tienen  tanjente  paralela  a su 
diámetro  principal. 

379.  De  estos  principios  resulta  que  la  cuestión  jeneral  que  nos 
ocupa,  es  susceptible  de  niia  inñnidad  de  soluciones,  o no  da  iiiiigunn. 
Debemos  esceptuar  únicamente  el  caso  de  ser  S una  superficie  desarro- 
Hable,  porque  entóneos,  según  la  observación  hecha  en  el  núm.  349,  el 
plano  móvil  que  enjendra  semejante  superficie,  y que  es  al  misino  tiem- 
po su  plano  tanjente,  está  completamente  determinado  por  la  nueva 
condición  de  ser  paralelo  a una  recta  dada.  Esto  es  lo  mismo  que  he- 
mos reconocido  ya  respecto  a los  cilindros  y conos,  en  el  capítulo  III 
del  libro  II. 

380.  El  problema  de  tirar  a nna  superficie  S,  que  no  sea  desarro- 
llable,  un  plano  tanjente  paralelo  a una  recta  dada  sería  determinado, 
si  agregásemos  la  condición  de  que  este  plano  debiese  tener  un  punto 
do  contacto  sobre  una  curba  conocida,  porque  en  tal  caso  este  punto 
nos  daria  el  encuentro  de  esta  curba  con  la  línea  de  contacto  dcl  cilin- 
dro circunscrito. 

En  cuanto  a la  construcción  de  esta  última  línea,  que  tombien  es  mui 
útil  en  la  teoría  de  las  sombras,  el  único  método  jeneral  es  el  que  he- 
mos indicado  núm.  377;  pero  daremos  mui  pronto  procedimientos  mas 
cómodos,  para  ciertos  jéneros  de  superficies  que  se  hallan  frecuente- 
mente, después  que  hayamos  hecho  algunas  observaciones  sobre  las 
lineas  de  contacto  en  las  superficies  de  segando  grado. 

381.  Lm  curba  de  contacto  de  un  cilindro  circunscrito  a una  super- 
ficie de  segundo  grado,  es  siempre  plana,  y está  situada  en  el  plano  dia- 
metral que  es  conjugado  con  el  diámetro  paralo  al  cilindro. 

Con  efecto,  si  por  el  centro  O de  la  superficie  de  segundo  grado 
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concibimos  una  recta  VO  paralela  a la  dirección  del  cilindro,  las  diver- 
sas  secciones  ABD,  AB’D,  AB”D....  producidas  por  los  planos  tirados 
según  VO,  serán  curbas  de  segundo  grado  que  todas  tendrán  un  diá- 
metro común  AOD:  pero  cortando  a estas  curbas  con  el  plano  diame- 
tral BB’E  conjugado  con  AD  (es  decir  el  plano  que  divida  en  dos  par- 
tes iguales  a cada  nna  de  las  cuerdas  paralelas  a AD),  las  interseccio- 
nes serán  las  rectas  OB,  OB’,  OB”,.»>  que  precisamente  serán  diáme- 
tros conjugados  con  OA,  en  cada  una  de  las  curbas  correspondientes. 

Luego,  las  taujentes  BU,  B’IJ’,  B”U” tiradas  a estas  secciones  por 

|08  diferentes  puntos  B,  B’,  B” serán  paralelas  a OA,  y según  esto 

formarán  un  cilindro  circunscrito  a la  superficie  S,  cuya  línea  de  con- 
tacto BB’B'’  estará  toda  ella  colocada  en  el  plano  diametral  BB’E  con- 
jugado con  OA  (*). 

Este  resultado  importante,  puede  ademas  considerarse  como  una 
consecuencia  del  teorema  demostrado  núm.  353,  respecto  a la  línea  de 
contacto  de  un  cono  VMM’N  circuscríto  a S;  porque  si  la  cúspide  V se 
alejase  al  infinito  sobre  la  recta  OAV,  es  fácil  ver  que  loa  diversos 
puntos  de  contacto  M,  M’,  M”....  se  transportarian  a B,  fi’,  B”.... 

382.  Para  entender  el  teorema  precedente  a los  dos  paraboloides  s-’- 
que  están  destituidos  de  centro,  fignrémonos  que  por  el  eje  principal 
OX  de  la  superficie  pasa  un  plano  EOF  paralelo  a la  dirección  asigna- 
da a las  jeneratrices  del  cilindro,  y tírese  en  esta  dirección  nna  tanjente 
VBU  a la  parábola  EOF;  en  este  caso,  el  plano  diametral  que  corte 
en  dos  partes  iguales  a todas  las  cuerdas  paralelas  a VBU,  pasará  evi- 
dentemente por  el  ponto  de  contacto  B de  esta  tanjente,  y producirá 
en  la  superficie,  una  sección  parabólica  BB’B”C.  Sentado  esto,  todas 
las  rectas  B’U’,  B”U”,....  tiradas  por  los  diversos  puntos  de  esta  última 
parábola,  paralelamente  a VBU,  serán  precisamente  tanjentes  a la  su- 
perficie; porque  de  no  ser  así,  sus  partes  interiores,  o cuerdas,  no  es- 


C*J  FéU  el  caso  particular  en  que  la  superjície  propuesta  sea  una  es- 
fera, la  curba  de  contacto  del  cilindro  circunscrito  se  convertirá  en  un 
círculo  máximo  perpendicular  a la  dirección  VO  de  las  aristas  del  ci- 
lindro; cuyo  resultado  se  prueba  directamente,  haciendo  jirando  al  re- 
dedor de  VO  a un  círculo  máximo  y su  tanjente  paralela  a esta  recta. 
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tarian  cortadas  en  su  medio  por  el  plano  BB'C,  que  suponemos  ser 
diametral  y conjugado  con  VBU.  Por  consiguiente,  todas  las  rectas 
BU,  B’U’,  B”ü”....  formarán  el  cilindro  circunscrito  que  se  nos  pedia, 
y vemos  ademasque  su  línea  de  contacto  BB’B”C  con  lasuperñcie,  se- 
rá plana  y siempre  parabólica. 

Hubiéramos  podido  emplear  en  el  núm.  331  un  raciocinio  semejante, 
fundado  en  la  definición  misma  del  plano  diametral 

Problema  I.  Hallar  la  curba  de  contacto  de  una  guperficie  de  rero- 
lucion,  con  un  cilindro  circunscrito  y imralclo  a una  recta  dada. 

Fio. 86.  383.  Sea(0,PZ’)  el  eje  de  la  superficie  de  revolución,  y (E’C’E”’D’, 

CD)  el  meridiano  principal,  cuya  forma  particular  no  tendrá  ninguna 
influencia  en  el  resultado  del  método.  Sea  ademas  (AB,  A’B’)  la  recta 
a que  debe  ser  paralelo  el  cilindro  circunscrito;  puede  construirse  la 
curba  de  contacto  x'ni'y'  (*)  de  este  cilindro  con  la  superficie  propuesta, 
indagando  sucesivamente  los  puntos  de  ella  que  estén  situados  sobre 
cada  paralelo,  o bien  los  que  se  hallen  sobre  cada  meridiano;  de  donde 
resultan  los  dos  procedimientos  siguientes. 

384.  Método  del  paralelo.  Sea  (E’F’,  E»iF)  un  paralelo  elejido  ar- 
bitrariamente sobre  la  superficie  de  revolución  S;  sustituyendo  a este  el 
cono  recto  enjendrado  por  la  revolución  de  la  tanjente  E'Z’  del  meri- 
diano, es  claro  que  este  cono  tocará  a la  superficie  en  toda  la  estensioii 
del  paralelo- E’F’,  y que  así  todo  plano  tanjente  que  se  tiro  a este  cono, 
paralelamente  a (AB,  A’B’),  tocará  a B en  el  punto  en  que  la  arista  de 
contacto  encuentre  al  paralelo  E’F’;  luego,  este  punto  pertenecerá  a la 
curba  pedida,  cuya  propiedad  característica  (núm.  378)  consiste  en  que, 
en  cada  uno  de  sus  puntos,  el  plano  tanjente  de  la  superficie  S es  paralelo 
a (AB,  A’B’). 

Así  es  que  nos  hemos  contraido  a dirijir  un  plano  tanjente  al  cono 
Z’E’F’  paralelamente  a una  recta  dada;  pero  para  no  vernos  en  la  pre- 


(*)  Coma  el  presente  problema  tiene  mucha  analojia  cou  el  del  núm. 
356,  haremos  aquí  uso  de  letras  minúsculas,  con  el  fin  de  notar  los  pun- 
tos análogos,  sin  confundir  no  obstante  las  dos  curias  que  a la  rez  están 
reproducidas  en  el  depurado  89. 
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ciüiun  de  recurrir  a la  cúspide  del  cono  Z’,  que  podrá  mui  bien  estar 
situada  a una  distancia  incómoda,  y con  el  objeto  también  de  no  tener 
que  tirar  taujentes,  sino  dosde  un  mismo  punto  fijo,  modificaremos  el 
procedimiento  jeneral  del  núin.  124,  del  modo  siguiente. 

Figurémonos  que  se  ha  transportado  el  cono  recto  Z’E’F’  paralela- 
mente a sí  mismo,  con  el  plano  tanjente  pedido,  hasta  que  la  cúspide 
haya  llegado  a colocarse  en  un  punto  O’  del  eje  vertical  (O,  I’Z’);  co- 
nocemos mui  bien  que  la  arista  de  contacto  habrá  conservado  en  este 
movimiento  la  misma  proyección  lunizontal',  y la  traza  horizontal  del 
cono  así  transportado,  se  obtendrá  tirando  la  recta  OV  paralela  a Z’E’, 
y describiendo  ron  un  radio  0«  = IV  el  círculo  epf.  En  este  caso,  para 
tirar  a este  cono  un  plano  tanjente  paralelo  a (AB,  A’B’),  tiraremos  en 
esta  dirección  la  recta  (O’a’,  Oa),  que  penettará  al  plano  horizontal  en 
el  punto  (a,  a'),  desde  el  que  deberán  salir  las  tanjentes  al  círculo  epf\ 
pero  como  no  necesitamos  sino  de  los  puntos  de  contacto,  describire- 
mos sobre  Oa,  como  diámetro,  una  circunferencia  que  por  medio  de  su 
encuentro  con  el  círculo  epf,  determinará  estos  puntos  py  q\y  los  radios 
Op  y Oq  serán  las  proyecciones  horizontales  de  las  jenerntrices  de  con- 
tacto de  los  planos  tanjentes  que  buscábamos.  Estas  jeneratrices  van 
aliora  a encontrar  al  paralelo  (EmF,  E’F’),  base  del  cono  primitivo,  en 
los  punntos  (m,  m’)  y (n,  n’j;  por  consiguiente,  aquí  se  hallan  dos  pun- 
tos de  la  curba  de  contacto  de  la  superficie  de  revolución  con  el  cilin- 
dro circuscrito. 

385.  De  un  modo  enteramente  semejante  se  construirán  loa  puntos 
de  esta  curba  situados  sobre  otro  paralelo,  transportando  siempre  al 
punto  O’  la  cúspide  del  cono  recto  circunscrito  a la  estension  de  este 
paralelo;  y por  lo  tanto,  la  circunferencia  descrita  sobre  el  diámetro 
Oa,  servirá  para  todas  eñtas  operaciones. 

Pero  será  mui  ventajoso,  indagar  inmediatamente  los  puntos  situados 
sobre  el  paralelo  E”’F”’  igual  a E’F’,  sobre  todo  si  se  halla  el  meridia- 
no, como  sucede  en  este  ejemplo,  en  posición  simétrica  sobre  el  plano 
horizontal  C'D'  y debajo  de  él;  porque  entonces,  no  habrá  que  ejecutar 
ningunas  construcciones  gráficas  nuevas.  Con  efecto,  si  concebiinos 
el  cono  Z”’E'”F”’  circunscrito  a toda  la  estension  del  paralelo  E’”F’”, 
es  evidente  que  sus  jeneratrices  serán  respectivamente  paralelas  a las 
del  cono  Z’E'F';de  modo  que,  cuando  le  transportemos  al  punto  O'  se- 
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guti  la  regla  precedente,  coincidirá  enteramente  con  el  cono  O'ef’;  y 
todos  laa  operaciones  ulteriores  vendrán  a ser  las  mismas  qno  anterior- 
mente; de  aquí  concluirémos  que  las  aristas  de  contacto  con  los  planos 
tanjcntes  que  buscábamos,  se  hallarán  aun  proyectadas  horizontalracntc 
sóbrelos  radiosO/jy  Oq,  que  por  su  encuentro  con  el  círculo  EmF,  nos 
darán  también  los  pontos  pedidos.  No  obstante,  será  preciso  prolon- 
gar aquí  estos  radios  mas  allá  del  punto  O,  para  obtener  la  verdadera 
posición  de  los  puntos  w”  y »’*,  que  se  proyectarán  a m”'  y n'”  sobre  el 
paralelo  y la  razón  de  esta  diferencia  consiste  en  que  este  pa- 

ralelo estaba  situado  sobre  la  napa  iuperú/r  del  cono  Z’"E’"F'",  en 
tanto  que  el  círculo  epf,  al  cual  tiramos  las  tanjentes  ap  y aq,  se  halla 
sobre  la  napa  inferior  de  este  cono  transportado  a la  (tosicion  O'e’f’. 

386.  Método  del  meridiano.  Si  queremos  obtener  los  puntos  de  la 
curba  en  cuestión,  que  esten  situados  sobre  un  meridiano  dado  aOS, 
nos  íigurarémos  tiradas,  por  todos  los  puntos  de  este  meridiano,  rec- 
tas perpendiculares  a su  plano,  las  cuales  formarán  un  cilindro  hori- 
zontal circunscrito  evidentemente  a la  superficie  de  revolución,  en  toda 
la  estension  de  este  meridiano.  Si  en  este  estado,  tiramos  a este  cilindro 
ausiliar  un  plano  tanjente  paralelo  a (AB,  A’B’),  este  plano  tocará  a la 
superficie  S en  el  punto  en  que  encuentre  a la  meridiana  og,  que  es  la 
base  del  cilindro;  y por  consiguiente,  este  punto  pertenecerá  a la  curba 
que  buscamos,  que  es  (núm.  378)  el  lugar  de  todos  los  puntos  de  con- 
tacto de  los  planos  tanjentes  de  S tirados  paralelamente  a la  recta 
f AB,  A’B’). 

Para  construir  este  plano  tanjente  al  cilindro  ausiliar  que  es  horizon- 
tal, tirarémos  (núm.  117)  la  recta  (Oa,  O’a’)  paralela  a (AB,  A’B’),  y 
por  el  pie  (a,  a')  bajarémos  una  perpendicular  ap  al  plano  vertical  aOg; 
uniendo  cutúnces  el  punto  p con  (O,  O’),  tendremos  la  dirección  según 
que  es  preciso  tirar  una  tanjente  a la  meridiana  a$,  que  es  la  base  del 
cilindro  propuesto.  Pero  para  poder  efectuar  esta  operación,  abatiré- 
mos  sobre  el  plano  vertical  esta  meridiana  y la  recta  que  reúna  los 
puntos  p y (O,  O’);  de  este  modo,  el  punto  p se  transporta  a {e,  ej,  y 
la  recta  en  cuestión  es  (Or,  O'e'j;  por  consiguiente,  tirarémos  parale- 
lamente a esta  última  una  tanjente  Z’E’  al  meridiano  principal,  y des- 
pués de  referido  el  punto  de  contacto  (E’,  E)  al  meridiano  primitivo  Oa 
por  medio  de  un  arco  de  círculo,  nos  dará  el  punto  pedido  C ui,  m’J, 
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Cumo  podemos  tirar  al  meridiano  principal  otra  segunda  tanjento 
paralula  a OV,  existo  otro  segundo  punto  de  contacto  (F”’F),  que  refe- 
rido al  meridiano  aOg,  nos  dará  un  nuevo  punto  {m”,  m’”),  que  también 
pcrtciiccura  a la  curba  que  buscamos. 

S87.  Hallamos  aquí  dos  puntos  que  son  los  mismos  que  hemos  cons- 
truido ya  por  otro  método,  en  virtud  de  haber  elej  ido  el  meridiano  aOS  de 
modo  que  pase  por  estos  mismos  puntos;  y de  este  modo  hemos  querido 
iimnirestar  la  circunstancia  notable  de  que  si  los  dos  métodos  están  fun- 
dados en  consideraciones  diferentes,  a lo  ménos  emplean  las  mismas 
operaciones  gráficas  ejecutadas  en  un  orden  exactamente  inrerso.  Pero, 
ademas  de  loe  puntos  situados  sobre  un  paralelo  o un  meridiano  cual- 
quiera, hai  otros  muchos  que  se  obtienen  por  procedimientos  directos,  y 
recomendamos  al  lector  que  principie  la  traza  del  depurado  por  la  in- 
dagación de  estos  puntos  notables. 

388.  Puntos  sobre  los  contornos  aparentes.  Los  planos  tanjentes  de  rio.  86 . 
la  superfície  en  los  puntos  de  la  curba  en  cuestión  que  se  hallen  sobre 
clequador  (C’D',  C/D),  serán  verticales;  y asi  las  trazas  horizontales  de 
estos  planos  serán  rectas  paralelas  a AB  y tanjentes  al  circulo  CID. 
Luego,  tirando  el  diámetro  kl  pcrjiendicular  a AB,  los  estremos  k y l> 

({ue  proyectarémos  sobre  C’1)'  a k'  y l\  nos  darán  los  pantos  pedidos. 
Ademas,  el  arco  de  curba  que  es  visible  sobre  el  plano  horizontal,  se 
terminará  precisamente  en  estos  dos  puntos,  puesto  que  pertenecen  a| 
contorno  oparente  de  la  superficie  respecto  a este  plano  de  proyección; 
y este  arco  visible  Imnk  se  distinguirá  del  resto  de  la  curba,  examinando 
si  uno  de  sus  puntos  (wt,  vi)  se  halla  er.cima  del  equador  C’D'. 

En  cuanto  a los  puntos  de  la  curba  que  están  colocados  sobre  el  con- 
torno aparente  de  la  superficie  respecto  al  plano  vertical,  es  decir,  sobre 
el  meridiano  principal,  observaremos  que  loa  planos  tanjentes  corres- 
pondientes serán  perpendiculares  al  plano  vertical;  luego,  sus  trazas 
serán  rectas  paralelas  a A’B’  y tanjentes  a la  meridiana  E’C’E"’.  Y así, 
tirando  estas  tanjentes  y determinando  sus  puntos  de  contacto  x'  e y', 
que  proyectarémos  sobre  CD  a x e obtendrémos  los  puntos  que  bus- 
camos, que  también  formarán  las  estremidades  del  arco  de  curba  risible 
sobre  el  plano  vertical;  este  arco  será  aquí  x'm'y',  porque  uno  de  sus 
puntos  (m,  m')  está  colocado  delante  del  plano  vertical  CD  que  contiene 
al  meridiano  principal. 
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389.  £.0$  puntos  limites,  es  decir,  aquellos  en  que  la  tanjenU  a la 
curba  es  horizontal,  estarán  precisamente  situados  en  el  meridiano  Oa 
paralelo  a la  recta  dada  (AB,  A’B’).  Con  efecto,  manifíestamente  re- 
sulta de  la  construcción  jeiieral  que  nos  lia  dado  los  dos  puntos  (m,  m’) 
y (n,  n’)  relativos  a un  mismo  paralelo,  que  este  plano  vertical  Oa  divi- 
de en  dos  partes  iguales  a todas  las  cuerdas  que  le  son  perpendiculares, 
tales  como  (mn,  m'/i’):  luego,  cuando  uno  de  estos  puntos  se  halle  en  el 
plano  meridiano  Oa,  el  otro  punto  correspondiente  deberá  también  ha- 
llarse en  él,  y la  recta  indefinida  que  los  reúne  se  habrá  convertido  en 
tanjente  a la  curba,  sin  haber  dejado  de  ser  horizontal. 

Para  construir,  ahora,  estos  puntos  colocados  sobre  el  meridiano  Oa, 
observaremos  que  la  arista  del  cilindro  circunscrito  que  posase  por  uno 
de  ellos,  sería  precisamente  tanjente  a la  meridiana  Oa,  puesto  que  se 
hallaría  en  su  plano;  por  consiguiente,  bastará  tirar  tanjentes  a esta  meri- 
diana, paralelamente  a la  recta  (AB,  A’B’).  Al  efecto,  abatiremos  sobre 
el  plano  vertical  al  meridiano  Oa  y a la  recta  (Oa,  OV),  que  es  paralela 
a (AB,  A’B’);  esta  recta  abatida  es  la  O’a”,  y tirando  en  esta  dirección 
una  tanjente  al  meridiano  principal,  el  punto  de  contacto  u’  se  proyecta- 
rá en  u;y  en  seguida  cuando  se  restituya  este  punto  al  meridiano  primi- 
tivo Oa  tomará  la  posición  (r,  r’)  que  es  el  punto  ?nas  bajo  de  la  curba. 

El  punto  mas  alto  (t,t')  lo  hallaremos  de  un  modo  semejante  tirando 
al  meridiano  principal  otra  segunda  tanjente  paralela  a O’a”;  pero  en  el 
ejemplo  presente  en  que  el  meridiano  es  nna  elipse,  sabemos  que  los 
dos  puntos  de  contacto  de  estas  tanjentes  paralelas,  se  hallarán  sobre  t 
un  mismo  diámetro  cuyo  medio  O’ permanecerá  inmóvil  cuando  haga- 
mos jirar  el  meridiano  al  rededor  del  eje  vertical;  por  consiguiente,  los 
dos  puntos  ir,  r’)  y (í,  t’)  deberán  también  hallarse  sobre  un  diámetro 
de  la  superficie,  y así,  este  último  podrá  deducirse  del  otro. 

390.  Esta  relación,  y la  manifiesta  dependencia  que  existe  aquí 

entre  los  puntos  (w,  m')  y (w”,  »t’”),  (n,  «’)  y (n”,  n’”) es  una  con- 

secuencia necesaria  del  teorema  demostrado  en  el  núm.  381,  en  virtud 
del  cual  hemos  visto,  que  cuando  la  superficie  es  de  segundo  grado,  la 
curba  de  contacto  de  nn  cilindro  circunscrito  está  toda  ella  en  el  plano 
diametral  conjugado  con  el  diámetro  (Oa,  O’a’);  de  donde  resulta  evi- 
dentemente que  el  centro  (O,  O’)  de  la  superficie  de  segundo  grado, 
debe  ser  también  el  centro  de  la  curba  de  contacto.  Podemos  también 
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obnervar  que  en  el  espacio,  loados  ejes  de  esta  curba  son  los  diámetros 
(kl,  k'V)  y {rt,  r't'),  supuesto  que  las  tanjciites  tiradas  en  los  estreñios 
de  cada  uno  Je  ellos  les  son  perpendiculares  (núni.  339).  Y como  uno 
de  estos  dos  ejes  es  horizontal,  continuarán  siendo  los  diámetro» prtn- 
ripalt»  de  la  curbu  en  la  proyección  horizontal;  ])cro  no  será  lo  mismo 
sobre  el  plano  vertical,  en  el  que  simplemente  son  diámetros  conjuga- 
dos oblicuos. 

391.  Tercer  método,  por  un  inrolucro  esférico.  En  razón  a las  ob- 
.servaciones  hechas  en  el  níim.  365,  podremos  obtener  los  puntos  de  la 
curba  precedente,  que  están  situados  sobre  un  paralelo  dado  E’F’,  sus- 
tituyendo a U superfície  de  revolución  nna  esfera  que  le  esté  cir- 
cunscrita en  toda  la  estension  de  este  paralelo,  y cuyo  radio  sea  la 
normal  F’w  en  el  punto  F’  del  meridiano  principal.  Con  efecto,  conci- 
bamos un  cilindro  ausiliar  circunscrito  a esta  esfera  y paralelo  a (AB, 
A'B’);  la  curba  de  contacto  será,  en  este  cuso,  un  círculo  máximo  per- 
pendicular a esta  recta  (núm.  381,  nota)',  y como  en  loa  puntos  en  que 
este  círculo  máximo  encuentre  ol  paralelo  E’F’,  los  planos  tanjentesde 
la  esfera  serán  comunes  a la  superficie  S,  síguese  de  aquí  que  estos 
puntos  pertenecerán  a la  curba  pedida,  cuyo  carácter  consiste  en  que 
cada  plano  tanjente  de  S sea  paralelo  a (AB,  A’B’).  Pero  si  hacemos 
jirar  al  rededor  de  la  vertical  O,  a la  esfera  y al  cilindro  circunscrito, 
asi  como  también  a la  recta  (Oa,  O’a’)  que  indica  la  dirección  de  las 
aristas  de  este  cilindro,  hasta  que  esta  última  recta  haya  llegado  a la 
posición  O’a”  paralela  al  plano  vertical,  entónces  el  círculo  máximo  de 
contacto  sobre  la  esfera,  estará  proyectado  según  ol  diámetro  yu<^  per- 
pendicular a O’a”;  y en  esta  situación,  este  círculo  máximo  cortará  al 
círculo  E’P  en  dos  puntos  situados  en  los  estremos  de  la  cuerda  hori- 
zontal proyectada  en  e’.  Pero  la  distancia  de  esta  cnerda  no  varía  respecto 
al  eje  vertical  O,  cuando  restituyamos  el  sistema  a su  estado  primitivo; 
por  cononsiguiente,  si  referimos,  por  medio  de  un  arco  de  círculo,  el 
punto  e’  a e sobre  el  meridiano  Oa,  y tiremos  la  cuerda  men  perpendi- 
cular a Oa,  tendremos  que  los  pontos  m y m,  en  que  esta  cuerda  en- 
cuentre al  paralelo  EmF,  serán  loe  pantos  pedidos,  qne  en  seguida  será 
preciso  proyectar  sobre  E’F’  en  m’  y it’. 

Problema  2.  Tirar  un  plano  tanjente  a una  superficie  de  revolu- 
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don,  paralelo  a una  recta  dada,  y cuyo  punto  de  contacto  te  halle  so- 
bre un  paralelo  conocido. 

392.  No  será  necesario  en  este  caso,  como  lo  hemos  indicado  jcnc- 
ralmente  en  el  níim.  38U,  el  construir  laciirba  de  contacto  de  la  aiipcr- 
ñcic  de  revolución  con  nn  cilindro  circuscrito,  cuyas  aristas  sean  para- 
lelas a la  recta  duda;  sino  que  bastará  aplicar  inmediatamente  al  para- 
lelo señalado  por  la  cuestión,  el  método  del  núm.  384  o el  del  núm.  391, 
que  nos  dará  a conocer  el  panto  de  contacto  del  plano  pedido;  becho 
esto,  será  ya  mui  fácil  la  construcción  de  este  plano. 

Fhoblem.a  3.  Tirar  un  plano  tanjente  a una  superficie  de  rerolu- 
rioH,  paralelo  a una  recta  dada,  y cuyo  punto  de  contacto  se  halle  sobre 
un  meridiano  conocido. 

393.  Resolveremos  directamente  este  problema,  aplicando  al  meri- 
diano dado  por  la  cuestión,  el  método  espuesto  núm.  386,  que  no» 
dará  a conocer  inmediatamente  el  punto  de  contacto  del  plano  tanjente 
que  buscamos,  lo  que  será  suficiente  para  construir  este  plano. 

Problema  4.  Construir  la  curba  de  contacto  de  una  superficie  coal- 
(iniERA  de  segundo  grado,  con  un  cilindro  circunscrito  paralelo  a una 
recta  dada. 

394.  Disponiendo  los  datos  de  la  cuestión  como  en  el  depurado  85 
relativo  al  problema  del  núm.  369,  sustituirémos,  en  primer  lugar,  al 
elipsoide  un  cono  circunscrito  a toda  la  estension  de  una  sección  horizon- 
tal Gil’;  en  seguida,  tirarémos  a este  cono  T’G’IP  un  plano  tanjente 
paralelo  a la  recta  dada,  cu  lugar  de  liaceric  pasar  por  el  punto  (V,  V). 
Al  efecto,  sabemos  que  será  preciso  tirar  por  la  cúspide  una  paralela  a 
la  recta  señalada  por  la  cuestión,  inquerir  en  seguida  el  punto  de  en- 
cuentro de  esta  paralela  con  el  plano  A’  D”,  que  también  adoptarémos 
por  base  del  cono;  y por  este  punto  será  por  donde  debrrémos  tirar 
tanjentes  a la  elipse  ABDE.  Prescindiendo  de  esta  modiñcacion,  las 
operaciones  gráñeas  serán  las  mismas  que  en  el  ejemplo  ya  citado;  y 
por  lo  tanto,  dejamos  al  lector  el  cuidado  de  ejecutar  las  construccio- 
nes, que  también  son  aplicables  do  un  modo  análogo,  o cualquiera  otra 
superficie  de  segundo  grado. 
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CAPITULO  III. 


De  lo»  planos  tanjentes  tirado»  por  una  recta  dada. 


395.  Para  resolver  jciioralmcnto  este  problema  respecto  a una  su-  Fic.  83. 
perficie  cualquiera  S,  que  es  preciso  suponer  no  demrroUahle,  porque 

de  otro  modo  sería  la  cuestión  imposible  (núm.  349);  concibamos  un 
cono  circunscrito  a S,  y cuya  cúspide  V esté  colocada  arbitrariamente 
vdtre  la  recta  dada  AB;  determinemos  en  seguida,  por  alguno  de  los 
métodos  espuestoB  anteriormente,  la  curba  de  contacto  X>lY  de  este 
cono  con  la  superficie  S.  Como  esta  curba  es  (núm.  348)  el  lugar  de 
losjmnto»  de  contacto  de  todos  los  planos  tanjentes  de  S que  ran  a ¡ta- 
sar por  el  punto  V,  necesariamente  contendrá  al  punto  de  contacto  ^ 
del  plano  tanjentc  tirado  por  AVB;  y si  construimos  del  mismo  modo 
la  curba  de  contacto  XMY’  de  otro  segundo  cono  circunscrito  también 
a S,  y que  tengi  su  cúspide  V’  sobre  AB,  esta  curba  deberá  así  mismo 
pasar  por  el  punto  pedido  y por  consiguiente  nos  le  dará  a conocer 
la  intersección  de  las  dos  líneas  X.4Y  y X’^Y’. 

Reciprocamente,  todo  punto  A o p que  sea  comnn  a estas  dos  curbas, 
cumplirá  con  las  condiciones  del  problema;  porque  en  el  hecho  mismo 
de  que  p se  halle  sobre  XY,  el  plano  taujente  de  S en  p pasará  por  el 
punto  V;  en  seguida,  con  motivo  de  qnc  también  este  punto  p se  halla 
sobre  X'Y’,  este  mismo  plano  tanjenle  pasará  por  V’;  de  todo  lo  cual 
tfcbemos  concluir  que  este  plano  contendrá  a la  recta  dada  AB. 

396.  Podemos  también  combinar  la  curba  X^lY  con  la  línea  do 
contacto  xAy  de  un  cilindro  circunscrito  a 6,  paralelamente  a la  recta 
.4B.  Con  efecto,  esta  última  línea  es  el  lugar  de  los  puntos  de  contacto 
de  todos  los  planos  tanjentes  a 8 que  son  paralelos  a AB  (núm.  378); 
y como  el  plano  que  buscamos  cumple  con  esta  condición,  deberá  tam- 
bién hallarse  su  punto  de  contacto  sobre  la  curba  xAy.  Reciproca- 
mente, en  todo  punto  común  a las  curbas  xAy  y X,)Y,  el  plano  tanjentc 
a S cumplirá  con  las  dos  condiciones  siguientes  : 1.*  ser  paralelo  á 
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AB;  2.*  pasar  por  el  punto  V;  luego,  este  plano  contendrá  a la  rec- 
ta AVB 

397.  De  aquí  resulta  que,  cuando  loa  curbas  xy,  XY,  X’Y’,,...  no 
se  encuéntran,  será  imposible  el  problema  de  tirar  un  plano  tanjente  a 
la  superficie  S por  la  recta  dada  AB;  y conocemos  a priori  que  esto 
debe  tener  lugar  en  ciertas  posiciones  de  esta  recta. 

398.  Ob8ERV,\cio?í.  Sabemos  que  cuando  la  superficie  propuesta  S 
es  de  segundo  grado  {núm.  353)  todas  lus  curbas  do  contacto  XY,  X’Y', 
X”Y”....  de  los  conos  circunscritos  cuyas  cúspides  se  hallan  sobre  AB, 
son  planat;  por  consiguiente,  los  plonos  de  estas  curbas  tienen  enton- 
ces por  intersección  común  a la  cuerda  /Ifi  que  reúne  los  puntos  de  con- 
tacto de  los  dos  ¡llanos  tanjentes  tirados  por  AB  a la  superficie  S.  Por 
otra  parte,  es  fácil  ver  que  esta  cuerda  es  conjugada  con  el  plano  dia- 
metral que  pase  por  AB. 

399.  Ademas,  cuando  la  recta  AB  esté  situada  en  un  plano  principal 
de  la  superficie  S,  que  para  simplificar  el  lenguaje  llamaremos  horizon- 
tal, los  planos  de  las  curbas  XY,  X’Y’,  X”Y”,....  que  son  (núm.  353) 
respectivamente  paralelos  a la  planos  diametrales  conjugados  con  la» 
rectas  VO,  V’O’,  V”0",  serán  todos  eerticales,  y por  consiguiente  las 
curbas  XY,  X’Y’....  se  proyectarán  según  rectas  que  todas  pasarán  por 
el  punto  en  que  se  proyecta  la  cuerda  como  ademas  los  conos  mis- 
mos circunscritos  a la  superficie  se  proyectarán  según  parca  de  tanjeii- 
tes  a la  sección  principal,  podremos  concluir  de  aquí  este  teorema  nota- 
ble de  jeometría  plana  : m hacemos  mocer  sobre  una  recta  AB  el  vértice 
V de  un  ángulo  variable  XVY  cuyos  lados  permanezcan  tanjentes  a una 
curba  de  segundo  grado,  las  cuerdas  que  unan  de  dos  en  dos  los  puntos 
de  contacto  de  estas  tanjentes  correspondientes,  se  encontrarán  todas  en 
un  punto  solo,  que  estará  situado  sobre  el  diámetro  conjugado  con  la  rec- 
ta AB.  Esta  última  circustancia  resulta  de  que  la  cuerda  áp  se  halla 
en  el  plano  xKy,  que  es  él  mismo  (núm.  381)  plano  diametral  conjuga- 
do con  AB. 

f 

400.  Volviendo  al  problema  jeneral  que  es  el  objeto  de  este  capí- 
tulo, vemos  que  su  solociun  requerirá  ordinariamente  el  trazado  de  las 
curbas  de  contacto  de  los  dos  conos,  o bien  de  un  cono  y de  un  cilindro 
circunscrito  a la  superficie  propuesta  8;  pero  rn  muchos  casos,  podrá 
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•implificarse  esta  marcha  valiéndoaos  de  las  consideraciones  [nurticnia- 
res  que  vamos  a esponer  en  diversos  ejemplos. 

Problema  1.  Tirar  unplanotanjente  a una  esfera,  por  una  recta  dada. 

4ül.  Hagamos  pasar  los  dos  planos  de  proyección  por  el  centra  de 
la  esfera  dada,  en  cuyo  caso  las  secciones  producidas  por  estos  planos,, 
que  formarán  el  contorno  aparente  de  la  superficie,  estarán  at>atidas 
según  uii  solo  círculo  EIÜ'K’F  descrito  desde  el  punto  O con  el  mismo 
radio  de  la  esfera.  Sea  ademas  (AB,  A’B')  la  recta  dada;  si  nos  imaji- 
namos  un  cono  circunscrito  a la  esfera,  y enya  cúspide  esté  en  un  panto 
t cualquiera  de  esta  recta,  será  suficiente  tirar  a este  cono  un  plano  taa- 
jente  que  pase  por  (AB,  A'B'),  para  obtener  la  solución  del  problema 
propuesto;  porque  como  este  plano  contiene  a una  jeneratríz  del  cono 
circunscrito  y a una  tanjente  a su  base,  que  son  dos  rectas  tanjeutes  a 
la  esfeia,  será  él  mismo  tanjente  a esta  última  superficie. 

Elijamos  por  cúspide  de  este  cono  circunscrito,  al  punto  (A,  A’)  en 
que  la  recta  dada  penetra  al  plano  horizontal;  en  seguida,  tiremos  las 
tanjentes  AE  y AF  al  círculo  máximo  horizontal  de  la  esfera,  el  couo 
EAF  tocará  a esta  superficie  según  un  círculo  menor  perpendicular  a 
la  línea  AO  (oúin.  353,  nota);  por  consiguiente,  este  círculo  menor  será 
eertical  y estará  proyectado  sobre  su  diámetro  EF ; en  seguida,  como  ej 
plano  vertical  EF  va  a encontrar  a la  recta  dada  en  el  punto  (R,  R’)^ 
desde  este  punto  es  de  donde  debemos  tirar  (núm.  123)  tanjentes  a la 
base  del  cono.  Al  efecto,  abatirénios  el  círculo  vertical  EB'  sobre  el 
plano  horizontal,  haciéndole  jirar  al  rededor  de  su  diámetro  EF,  este 
círculo  es  el  ETF;  pero  a cansa  de  este  movimiento,  el  punto  (R,  R’  ), 
cuya  menor  distancia  a la  charnela  £1*'  era  la  vertical  (R,  R’G),  se  tras- 
ladará, perpendicularmente  a esta  charnela,  a una  distancia  RR”=K'G; 
cuyas  tanjentes  R’’S  y R”T  nos  darán  a conocer,  en  el  abatimiento,  lo.s 
puntos  de  contacto  S y T de  los  planos  tanjentes  pedidos  con  la  base 
del  cono,  y también  con  la  esfera.  Ahora,  para  restituir  estos  puntos  a su 
verdadera  posición,  levanta rémos  el  sistema  haciéndole  jirar  al  rededor  do 
la  charnela  EF,  y bajando  sobre  esta  línea  las  perpendiculares  Sd  y 
obtendrémos  los  projecciones  horizontales  d y H de  los  puntos  de  con- 
tacto que  bascamos.  En  cuanto  a las  proyecciones  verticales,  observa  - 
rémos  que  ios  pantos  S y T,  cuando  se  levaMen,  tendrán  por  alturiui 
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sobre  el  plano  horiüontal  a las  ordenadas  S/|  y Tju;  luego,  si  tomamos 
sobre  perpendiculnrcs  a la  línea  de  tierra,  los  distancias  y \¡r 

=Tft,  tendremos  por  último  a (,|,  A’)  y por  puntos  do  contacto 

de  la  esfera  con  los  planos  tanjentes  tirados  por  la  recta  (AB,  A’B'). 

402.  Una  vez  hallados  los  pimtos  de  contacto,  será  mui  fácil  obte- 
ner las  trazas  AX  y XB’,  AY  e YB’,  de  cada  plano,  supuesto  que  to- 
das ellas  deben  pasar  por  los  puntos  A y B’,  y ser  respectivamente  per- 
pendiculares a las  proyecciones  de  los  radios  tirados  a los  puntos  de 
contacto.  Sin  embargo,  como  esta  última  condición  no  siempre  presen- 
tará en  la  práctica,  toda  la  exactitud  deseable,  podremos  reemplazarla 
con  nna  recta  que  úna  el  punto  de  contacto  con  un  punto  arbitrario  de  • 
(AB,  A’B’),  o que  sea  paralelo  a esta  última  línea. 

403.  Segundo  método.  Ademas  del  cono  EAF  circunscrito  ya  a la 
esfera,  concibamos  otro  cono  circunscrito  también  a la  misma  esfera, 
y cuya  cúspide  esté  en  (B,  B’).  Este  último  tocará  a la  esfera  según 
un  círculo  menor  perpendicular  a la  línea  B’O  (núm.  353,  fiofa),ypor 
conaignieiite  perpendicular  al  plano  vertical  de  proyección,  que  es  el 
mismo  en  que  está  colocada  esta  línea;  y así,  tirando  las  tanjentes  B’E’ 
y B’F’,  este  círculo  menor  de  contacto  estará  proyectado  verticalmentc 
sobre  E’F’ que  será  su  diámetro.  Pero  según  las  consideraciones  jene- 
ralesespuestas.en  el  núm.  395,  los  círculos  EF  y E’F’  deben  ánibos  pa- 
sar por  los  puntos  de  contacto  de  la  esfera  con  los  planos  tanjentes  tira- 
dos por  (AB,  A’B');  luego,  estos  dos  puntos  se  hallarán  en  las  estremi- 
dades  de  la  cuerda  según  la  cual  se  cortan  estos  dos  círculos,  cuya  cuer- 
da tiene  precisamente  por  proyección  horizontal  a la  recta  indefinida 
EF,  y por  proyección  vertical  a E’P. 

Sentado  esto,  abatamos  esta  cuerda  con  uno  de  los  círculos  que  la 
contiene,  por  ejemplo,  con  el  círculo  vertical  EF  que,  jirando  al  rede- 
dor de  su  diámetro  horizontal,  ha  llegado  a colocarse  en  ETF.  Du- 
rante este  movimiento,  el  punto  (K,K’)en  que  la  cuerda  en  cuestión 
penetra  al  plano  horizontal,  permanecerá  inmóvil,  porque  se  halla  sobre 
la  charnela  EF;  otro  segundo  punto  de  esta  cuerda,  por  ejemplo,  su  tra- 
za vertical  (L,  L’)  describirá  un  arco  de  círculo  enyo  radio  será  la 
vertical  L’L  levantada  desde  este  punto  a la  charnela;  luego,  si  tomamos 
en  una  dirección  perpendicular  a £F’,  la  distancia  LL”=LL’,  el  punto 
L”  será  la  posición  que  tomará  (L,  L’)  después  del  abatimiento  de  la 
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ciiurda,  y cata  última  se  convertirá  en  KL”.  En  este  caso,  los  puntos 
í?  y T en  qne  esta  recta  corte  al  circulo  menor  abatido  según  ETF,  se- 
rán las  dos  estremídades  de  la  cuerda;  y no  habrá  mas  que  referirlos  a 
EF,  por  medio  de  las  perpendiculares  SA  y T/i,  y por  último  proyectar 
los  puntos  A y sobre  E’F’  a A’  y ft’. 

4Ü4.  Tercer  mitodo.  Después  de  haber  determinado  solamente  las  nc.  87. 
rectas  F^F  y E’F’,  por  medio  de  los  pares  de  tanjeiites  tiradas  a la  esfera 
(>or  los  puntos  A y B’,  y de  haber  observado  que  allí  es  donde  se  hallan 
las  proyecciones  de  la  cuerda  que  une  los  dos  puntos  de  contacto  do  Ios- 
planos  tanjentes  pedidos;  podemos  evitar  el  trazar  otra  nueva  circunferen- 
cia, hallando  el  encuentro  de  esta  cuerda  (EF,  E’F")  con  el  cíenlo  máxi- 
me que  la  contiene.  El  plano  de  esta  última  tendrá  por  traza  horizon- 
tal a OK,  y abatiéndolo  al  rededor  de  esta  recta,  este  círculo  má- 
ximo se  confundirá  con  el  contorno  de  la  esfera.  En  cuanto  a la  cuerda 
(EF,  E'F^’)  transportada  por  el  misino  movimiento,  siempre  pasará  por 
el  punto  K,  que  por  hallarse  sobre  la  charnela,  permanece  inmóvil;  en 
tanto  que  el  punto  (L,  L’)  de  esta  curba  describirá  un  arco  de  círculo 
cuyo  radio  será  la  perpendicular  bajada  desde  este  punte  a la  OK.  Pero 
si  tiramos  la  LM  de  moiio  que  forme  ángalo  recto  con  OK,  veremos 
con  láeilidad  que  el  radio  en  cuestión  terminará  en  M,  y será  la  hipo- 
tenusa de  un  triángulo  rectángulo  cuyos  lados  son  LM  y LL’;  si  cons- 
truimos este  triángulo  NLM,  y prolongamos  a LM  una  cantidad  Mr= 

MN,  el  pnnto  V'  será  la  posición  qne  tomará  (L,  L’)  después  del  abati- 
miento de  la  cuerda,  y por  consiguicutn,  esta  recta  so  convertirá  en  K/”. 

En  cuyo  caso  los  puntos  P y Q,  en  que  esta  última  línea  corte  al  con- 
torno de  la  esfera,  serán  los  puntos  que  buscamos,  y que  en  seguida 
será  preciso  referir,  por  medio  de  perpendiculares  a la  charnela  OK,  a á 
y sobre  EF';  y por  último,  proyectarémos  estos  últimos  puntos  sobre 
E’F’  a ,1’  y p’. 

405.  Cuarto  método.  En  este  método,  qne  Ifegaria  a ser  necesario  nc.  88. 
si  las  dos  trazas  de  la  recta  duda  estuviesen  colocadas  a distancias  mui 
considerable,  se  miran  como  construidos  ios  dos  planos  tanjentes  tira- 
dos a la  esfera  por  lá  recta  (AB,  A’B");  y cortándolos  en  seguida  con 
un  plano  dirijido  por  los  radios  que  terminan  en  los  puntos  de  con- 
tacto, es  evidente  que  ballarémos  por  secciones  dos  rectas  tanjentes  al 
círculo  máximo  contenido  en  este  plano  secante,  y que  el  conocimiento 
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de  estas  tanjentes  bastará  para  determinar  los  puntos  de  contacto  f]ue 
buscamos.  Bs  fácil  construir  estas  tanjentes,  porqne  como  el  plano  se- 
cante de  que  hablamos  pasa  por  dos  radios  respuctivamente  perpendicu- 
lares a estos  planos  tanjentes  será  tombien  perpendicular  a su  intersec- 
ción (AB,  A’B’);  síguese  do  aquí  que  sus  trazas  serán  las  rectas  OC  y 
OD’  tiradas  formando  ángnio  recto  con  AB  y A’B’.  Ademas,  este  plano 
( ’Ol)’ cortará  a la  recta  (A B,  A’B’)  en  un  punto  (R,K'),  que  ya  sabemos 
construir  (núm.  30),  desde  el  cual  será  preciso  tirar  tanjentes  al  círcu- 
lo máximo  (*),  según  el  cual  curta  a la  esfera  este  mismo  plano  COD'. 
Para  esto,  abatamos  este  plano  haciéndolo  jirar  al  rededor  de  su  troza 
horizontal  OC:  el  círculo  máximo  de  que  tratamos  vendrá  u confundirse 
con  el  contorno  de  la  esfera;  el  punto  (R.  R’)  describirá,  al  rededor  de 
la  charnela  OC,  un  arco  cuyo  radio  será  la  perpendicular  (RC,  R’C’) 
bajada  sobre  esta  recta : luego,  si  construimos  la  verdadera  magnitud 
CH  de  este  radio,  y le  abatimos  de  C a R”,  este  último  punto  será  la 
nueva  posición  de  (R,  R’),  y las  tanjentes  que  bnscamos  estarán  abati- . 
das  según  R”P  y R”Q. 

Veamos  ahora  lo  que  sucede  a los  puntos  de  contacto  P y Q cuando 
restituimos  estas  tanjentes  al  plano  COD’.  La  primera  R”P  encontraba 
a la  charnela  OC  en  un  punto  V que  permanecerá  inmóvil;  y asi  esta 
recta  estará  proyectada  horizontalmente  sobre  RV,  y por  consiguiente 
su  proyección  vertical  será  R’V’;  luego,  refiriendo,  por  medio  de  una 
perpendicular  a OC,  el  punto  P a X sobre  RV,  y proyectando  en  seguida 
A a X’  sobre  R’V’,  obtendremos  la  verdadera  situación  del  punto  de  con- 
tacto (Al  A’)  del  primer  plano  tanjente  a la  esfera.  • 

En  cuanto  a la  tanjente  abatida  según  R”Q,  vemos  que  en  el  coso  ac- 
tual va  a cortar  a la  charnela  OC  a una  distancia  mui  considerabre,  para 
que  podamos  sacar  partido  de  este  punto  inmóvil.  Para  suplirle,  obser- 
varémos  que  PQ  representa  el  abatimiento  do  la  cuerda  que  nniria  los 
dos  puntos  de  contacto  de  los  planos  tanjentes;  y como  esta  cuerda 


(*)  EtU  ciculo  máximo  no  e»  otra  cota  que  la  curta  de  contacto  de 
la  etfera  con  un  cilindro  dreunterito  y paralelo  a la  recta  (AB,  A’B’); 
de  modo  que  para  todo»  lo»  punto»  de  e»ta  circunferencia,  lo*  plano* 
tanjente»  de  la  etfera  son  paralelo»  a la  recta  dada. 
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cticuciura  a la  díamela  OC  en  el  pnnto  (K,  K’),  tiene  precisamente 
por  proyecciones  a KA  y KU’.  Luego,  refiriendo,  por  medio  de  una 
porpcudiciilar  a OC,  el  punto  Q a sobre  K/{,  y proyectando  ensegui- 
da ¡i  a ¡í'  sobre  obtendrémos  el  punto  de  contacto  Qi,  ¡i')  del  se- 
gundo plano  tanjente  a la  esfera.  Podríamos  también  apoyar  en  esta 
consideración,  que  la  cuerda  (,lp,  A’F’)  ^®be  evidentemente  ser  perpen- 
ilicular  al  plano  AOB’  que  pase  por  el  centro  de  la  esfera  y por  la 
recta  dada  (AB,  A’B’). 

Pkobi.kma  2.  Tirar  un  plano  tanjente  a una  superficie  de  rerolu- 
cio,  cuyo  meridiano  arbitrario  es  dado,  por  una  recta  también  dada. 

40G.  Sea  (O,  I’Z’)  el  eje  de  revolución,  (X’C’Y’D’,  CD)  el  meri-  fio. 89. 
diauo  principal  de  la  superficie,  y (AB,  A’B’)  la  recta  por  donde  es  pre- 
ciso conducir  el  plano  tanjente  pedido.  En  el  caso  presente,  cmplearé- 
inos  el  método  jcncral  indicado  en  los  números  395,  396,  y por  consi- 
guiente indagarémos : 

1.  ° La  curba  de  contacto  (XKYRL,  X’K’Y’R’L’)  de  la  superficie 
propuesta,  con  un  cono  circunscrito  cuya  cúspide  (V,  V’)  se  ba  tomado 
a discreción  sobre  la  recta  (AB,  A’B’);  esta  curba  se  construirá  por  los 
medios  empleados  en  el  problema  del  núm.  356,  y hemos  tenido  cuidado 
de  conservar  aquí  las  mismas  letras  que  sirvieron  en  el  depurado  34, 
relativos  a este  problema  aislado;  de  modo  que  las  esplicaciones  ante- 
riores se  aplicarán  literalmente  al  presente  depurado. 

2.  * La  curba  de  contacto  (xtlyr,  x’tTy'r')  de  la  superficie  propuesta 
con  un  cilindro  circunscrito  paralelamente  a (AB,  A’B’),  esta  curba  se 
construirá  también  por  los  mismos  medios  empicados  para  resolver  el 
problema  del  núm.  333,  en  el  depurado  86,  cuyas  anotaciones  hemos 
conservado  en  el  presente  depurado. 

Examinemos  ahora  si  estas  dos  curbas  de  contacto  se  cortan  en  al- 
guna parte,  y para  hallar  un  punto  de  sección  cuidemos  mucho  no 
combinar,  sobre  el  mismo  plano  de  proyección,  una  rama  de  línea  se- 
guida o visible,  con  oíia  puntuada  o invisible;  porque  como  semejantes 
ramas  no  están  situadas  sobre  la  misma  napa  de  la  superficie,  no  po- 
podrán  tampoco  encontrarse.  Vemos  en  el  caso  presente  que  las  curbas 
se  cortan  en  dos  puntos  (/l,  /!’)  y (p,  p’),  cuyas  proyecciones  horizonta- 
les y verticales  deben,  ademas  estar,  respecto  a cada  uno  de  ellos,  co- 

31 
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locadas  sobre  una  misma  perpendicular  a la  línea  de  tierra;  en  cu}*o 
coso,  según  los  raciocinios  cspucstos  en  los  números  395  y 396,  es  eii 
ellos  donde  se  hallan  los  puntos  de  contacto  de  la  superfície  de  revolu- 
ción con  los  planos  tanjentes  qne  pasen  por  (AB,  A’B');  y una  vez  co- 
nocidos estos  puntos,  será  mui  fácil  construir,  por  varios  medios  conoci- 
dos las  trazas  de  estos  planos.  Solo  haremos  observar  que  las  trazas  ho- 
rizontales deberán  pasar  por  el  pie  A de  la  recta,  y ser  perpendiculares 
a las  proyecciones  0,1  y Ofí  de  las  normales  relativas  a los  dos  puntos 
hallados  de  contacto. 

407.  Cofo particular.  Si  la  recta  dada  fuese  vertical,  manifiesta- 
mente bastaría  tirar  por  su  pie  dos  tanjentes  a la  proyección  horizontal 
del  equador. 

Si  esta  recta  fuese  horizontal,  tiraríamos  un  plano  meridiano  que  le 
fuese  perpendicular,  y desde  el  punto  en  que  la  encontrase,  tiraríamos 
dos  tanjentes  a la  meridiana  contenida  en  este  plano;  cuya  operación 
es  fácil  de  ejecutar,  después  de  haber  abatido  este  punto  y la  meridiana 
en  cuestión  sobre  el  plano  vertical,  según  se  ha  hecho  en  el  núm.  360 
respecto  al  punto  P”  del  depurado  84. 

408.  Segundo  método.  Cuando  la  superficie  de  revolución  es  de  se- 
gtmdo  grado,  habrá  mucha  ventaja  en  emplear,  como  en  el  núm.  395, 
dos  conos  circunscritos  cuyas  cúspides  se  colocarán  en  los  dos  puntos 
en  que  la  recta  dada  encuentre  al  plano  del  equador  y al  del  meridiano 
principal,  porque  entonces,  según  el  teorema  demostrado  núm.  353, 
cada  una  de  las  curbas  de  contacto  estará  proyectada  según  una  recta 
sobre  nno  de  los  dos  planos  de  proyección;  y en  todo  el  depurado  no 
habrá  mas  que  construir  una  tola  recta,  como  lo  espondrémos  en  detalle 
en  el  problema  análogo  y mas  jeneral  del  núm.  417. 

409.  Tercer  método.  Si  aun  suponemos  que  la  superficie  de  revolu- 
ción es  de  segundo  grado,  podremos  no  emplear  sino  uno  solo  de  los 
dos  conos  circunscritos  de  que  acabamos  de  hablar;  porque,  como  la 
curba  de  contacto  está  (núm.  353)  toda  ella  en  un  plano  perpendi- 
cular al  plano  horizontal  (o  al  plano  vertical),  bastará  tirar  a esta  curba 
dos  tanjentes  por  el  punto  en  que  su  plano  encuentra  a la  recta  dada  (•). 


C*J  Esta  marcha  es  análoga  a la  que  ¡temos  seguido  respecto  a la 
esfera,  en  el  núm.  401. 
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.'Vdemos,  hemos  visto  (níim.  374)  cuan  fácil  era  construir  estas  tanjen- 
tcs  con  sus  puntos  de  contacto  sin  trazar  la  curba  de  segundo  grado  de 
que  tratamos,  con  solo  conocer  sus  dos  ejes;  y como  uno  de  estos  lo 
obtendremos  inmediatanientc,  tirando  por  la  cúspide  del  cono  circuns- 
crito dos  tanjentcs  al  cquador  (o  al  meridiano  principal),  de  aquí  se 
deducirá  el  eje  segundo  por  un  medio  mui  fácil  de  concebir  (téase  núm. 

418). 

Aconsejamos  al  lector  que  aplique  este  método  a un  elipsoide  de  re- 
volución; y para  variar  los  ejemplos,  varaos  a aplicarle  ahora  a un 
hiperboloide  gauso  de  revolución,  deñnido  por  su  jeneratriz  rectilínea, 
y no  por  su  meridiana. 

PnonLF.MA  3.  Tirar  un  plano  tanjente  a un  hiperboloide  gamo  de 
revolución,  ytor  una  recta  dada. 

410.  Sea  (O,  O’O”)  el  eje  vertical  de  lasuperHcie,  y (ADB,  A’D’A”)  no.  90 
la  recta  móvil  que,  jirando  al  rededor  de  este  eje,  enjendra  (núm.  140) 

al  hiperboloide  que  suponemos  terminado  en  las  dos  secciones  horizon- 
tales A’B’  y A”B”,  distantes  igualmente  del  círculo  de  la  garganta.  No 
cjccutarémos  la  representación  de  la  superficie  sobre  el  plano  vertical; 
porque  esto  nos  obligaría  a trazar  el  hiperboloide  meridiano  cuyo  uso 
queremos  evitar;  pero  sobre  el  plano  horizontal,  miraremos  a la  superficie 
como  realmente  proyectada;  y en  consecuencia  con  esto,  puntuaremos 
las  partes  de  líneas  ¡irincipalcs  que  estén  debajo  de  la  napa  superior. 

411.  Sea  ahora  (ag,  a’6’)  la  recta  por  donde  se  trata  de  tirar  el  pla- 
no tanjente;  si  desde  el  punto  (V,  V’),  en  que  esta  recta  penetra  al  plano 
horizontal  del  círculo  de  la  garganta,  nos  figuremos  un  cono  circuns- 
crito, dos  de  cuyas  aristas  evidentemente  serán  las  tanjentes  VX  y VY, 
este  cono  tocará  al  hipcrpoloide  según  una  curba  que  toda  ella  estará 
situada  (núm.  353)  en  el  plano  vertical  XY,  yque  por  consiguiente  será 
una  hipérbola  que  tendrá  por  eje  real  a la  cuerda  XY.  Luego,  tirando 
dos  tanjentes  a esta  curba  por  el  punto  (R,  R’)  en  que  su  plano  va  a 
cortar  a la  recta  («Vg,  a’V’g’),  hallarémos  los  puntos  de  contacto  de  los 
planos  tanjentes  al  hiperboloide. 

412.  Para  construir  estas  tanjentes,  es  preciso  primeramente  hacer 
jirar  el  plano  vertical  XY  al  rededor  del  eje  (0, 0’0”J  hasta  que  tome 
la  posición  xy  paralela  al  meridiano  principal,  y en  este  caso,  el  punto 
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(R,  R’)  se  trasladará  a (r,  r).  En  esta  situación,  la  hipérbola  contenidii 
en  el  plano  vertical  yj  es  semejante  a la  meridiana  principal  de  la  su- 
perficie, y tiene  como  ella,  por  proyecciones  de  sus  asíntotas,  a las  rectas 
A’D’  y B’D’;  de  aquí,  y por  medio  del  eje  real  ar’y’,  dedneiinos  fácil- 
mente los  dos  focns  9 y +•  Sentado  esto,  para  tirar  por  el  punto  /•’  (*) 
tanjentes  a esta  hipérbola,  describirémos  un  arco  de  círculo  con  1a  dis- 
tancia r'<f  por  radio,  y otro  arco  cuyo  centro  esté  en  y el  radio  sea 
igual  a x'y’;  tirando  en  seguida  la  recta  rl’  por  la  mitad  del  arco  ' y,  oh- 
tendrémos  una  de  las  tanjentes  que  buscamos,  y su  punto  de  contacto 
r quedará  determinado  por  su  encuentro  con  la  n;ctn  v|>y.  Del  mismo 
modo,  la  otra  lanjente  será  la  recta  r'm’  tirada  por  la  mitad  del  arco 
y la  línea  +d  prolongada  determinará  el  punto  de  contacto  m'  de; 
esta  segunda  tanjente. 

No  queda  ahora  mas  que  hacer  que  proyectar  los  puntos  P y »«’  a / 
y tn  sobre  xy,  y referir  en  seguida  estos  puntos  al  plano  vertical  primi- 
tivo XY  a (á,  á’)  y (/t,  fí’).  Aquí  se  hallan  los  puntos  de  contacto  del 
hiperboloide  con  los  dos  planos  tanjentes  tirados  por  la  recta  (aS,  a’6’); 
y con  estos  solos  datos  son  fáciles  de  construir  sus  trazas  aB,A¡y  aA,Bj. 

413.  Pero  como  sabemos  que  en  el  hiperboloide  ganso,  cada  plano 

tanjente  debe  contener  a dos  jcncratriccs  rectilíneas  de  la  superficie, 
que  se  cortan  en  el  punto  de  contacto,  podremos  tirar  por  los  puntos 
^ y p cuatro  tanjentes  al  círculo  de  la  garganta,  a saber:  .IBj,  pA„ 

pBa,  las  que,  por  medio  de  su  encuentro  con  la  traza  horizontal  de  la 
superficie,  nos  darán  cuatro  puntos  pertenecientes  a las  trazas  de  los 
planos  tanjentes.  Ademas,  como  las  dos  jcncratriccs  y pB,  forman 
■parte,  la  una  del  sistema  (AD,  A’D’)  y la  otrad  el  (BD,  B'D’),  irán  pre- 
cisamente a cortarse  (núm.  144j  en  nn  punto  que  evidentemente  debe- 
rá hallarse  sobro  la  recta  («3,  y este  punto  (e,  e’)  será  precisa- 
mente el  mismo  fii  que  esta  recta  penetra  al  hiperboloide.  Habrá  tam- 
bién otro  segundo  punto  de  sección  que  nos  le  dará  a conocer  el  en- 
cuentro de  las  jcncratriccs  ABj  y pA,. 

414.  OnsERVACto.N.  Si  el  punto  (V,  V’),  en  que  la  recta  dada  (ag. 


(*)  Véase  en  los  tratados  de  secciones  cónicas,  el  Método  de  los  an- 
tiguos para  tirar  tanjentes  a estas  curbas. 
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a'g’)  penetra  al  plano  horizontal  del  círculo  de  la  garganta,  se  hallase 
dentro  de  este  círculo,  no  pudríamos  ya  tirar  las  tanjentes  VX  y VY; 
y esto  indicaría  que  la  curba  de  contacto  del  hiperboloide  con  el  cono 
circunscrito  que  tiene  su  cúspide  en  (V,  V’),  cambia  de  poskion  y se 
convierte  en  una  hipérbola  cuyo  eje  real  es  vertical,  permaneciendo 
sicnipru  sil  plano  perpendicular  a la  horizontal  VO.  En  este  caso,  tira- 
ríamos desde  el  punto  (V,  V)  dos  tanjentes  a la  meridiana  situada  en 
el  plano  VO,  y la  cnerda  comprehendida  entre  sus  puntos  de  contacto 
seria  el  eje  real  que  buscamos;  hecho  esto,  lo  demás  que  queda  de  las 
construccioiius  so  ejecutará  de  uu  modo  análogo  a lo  que  se  a prac- 
ticado eu  el  primer  caso. 

415.  Otra  solución.  Las  observaciones  hechas  en  el  núm.  413  nos  no.  so. 

t 

dan  un  método  mui  simple  y aplicable  a todas  las  posiciones  de  la 
recta  dada.  Con  efecto,  si  después  de  haber  construido  por  el  procedi- 
miente  núm.  284,  los  puntos  de  intersección  de  la  recta  (a§,  «’§’)  con 
el  hiperboloide,  tiramos  por  uno  de  ellos  (e,  e’)  las  tanjentes  eA,y  eB, 
al  círculo  de  la  garganta,  estas  jcncratrices  combinadas  alternativamente 
con  (x3,  a'S’)  determinarán  inmediatamente  los  dos  planos  tanjentes 
pedidos,  que  tendrán  por  trazas  horizontales  a aA,  y aB,.  En  cnanto 
a los  puntos  de  contacto,  nos  los  darán  a conocer  las  otras  dos  jene- 
ratrices  que  salen  de  los  puntos  B,  y A,  (*). 

416.  De  aquí  resulta  que,  si  la  recta  dada  no  cortase  en  alguna 
parte  al  hiperboloide,  sería  imposible  tirar  por  esta  recta  un  plano  tau- 
jentc  a la  supcrfície;  cuya  condición  es  evidente  a priori,  porque  de- 
biendo, en  el  caso  presente,  contener  todo  plano  tanjente  a dos  jenera- 
trices  que  se  corten,  habrá  por  lo  ménos  una  que  encuentre  a la  recta 
(«3,  «’o’)  situada,  por  hipótesis,  en  este  plano  tanjente.  Solo  que 
este  punto  de  encuentro  se  aleja  al  infinito,  en  el  caso  mui  particular 
en  que  estas  dos  jcneratrices  y la  recta  (erS,  a'S’)  sean  las  tres  parale- 
las; pero  entónces,  la  posición  dcl  plano  tanjente  será  roas  fácil  de  asig- 
nar, porque  será  evidentemente  (núm.  280)  tanjente  al  cono  asíntota. 


(*)  Una  solución  umejante  puede  aplicarse  al  hiperboloide  de  una 
napa  que  no  sea  de  reroiuciem,  (Véase  núm,  590.J 
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Problema  4.  Tirar  un  plano  tanjentc  a una  supcrficu  cc.ai.cjieha 
de  segundo  grado,  por  una  recta  dada. 

Fio. 91.  417.  Tomemos  por  ejemplo  un  elipsoide  referido  a dos  planos  de 

proyección  que  cada  uno  de  ellos  sea  paralelo  a un  plano  principal  de 
la  superficie;  esta  tendrá  por  contornos  aparentes  los  elipses  principa- 
les (ABDE,  A’D’)  y (A’C’D’F’,  .\D),  que  cada  una  tiene  dos  ejes  co- 
munes con  el  elipsoide.  Sea  ademas  (RS,  K’S’)  la  recta  dada;  loa  pun- 
tos de  contacto  de  los  planos  tanjentes  lirados  por  esta  recta,  nos  los 
darán  (núm.  39.')^  las  intersecciones  de  las  curbos  de  contacto  de  los 
dos  conos  circunscritos  al  elipsoide,  que  tengan  sus  cúspides  situadas 
donde  se  quiera  sobre  la  recta  dada;  pero  para  simplificar  la  construc- 
ción de  estas  curbas,  coloquemos  las  cúspides  de  estos  conos  en  los 
puutos  (V,  V’J  y (r,  t' ),  en  que  la  recta  (RS,  R S’)  va  a encontrar  a los 
planos  de  las  dos  elipses  principales  que  son  paralelas  a los  planos  de 
proyección. 

418.  Si  entonces  tiramos  las  tanjentes  V’a’y  V’d’  a la  elipse  A’C’D’F', 
los  puntos  «’  y d’  pertenecerán  evidentemente  a la  proyección  vertical 
de  la  curba  de  contacto  del  cono  circunscrito  (V,  V’);  y esta  curba,  que 
es  plana  (núm.  353),  estará  proyectada  verticalmente  sobre  la  recta 
■»  a’í’.  Con  efecto,  como  la  cúspide  (V,  V)  está  situada  en  un  plano  ver- 

tical VAD  que  divide  al  elipsoide  en  dos  partes  exactamente  simétri- 
cas, es  cierto  que  los  puntos  de  la  curba  de  contacto  deben  estar  situa- 
dos de  dos  en  dos  sobre  cuerdas  perpendiculares  a este  plano  princi- 
pal; luego  también  el  plano  de  la  curba  que  buscamos  será  perpendi- 
cular al  plano  vertical  VAD,  y se  proyectará  en  él  según  la  recta  a’d’ 
que  une  los  dos  puntos  hallados  ya. 

Por  la  misma  razón,  la  recta  (ai,  a’i’j  es  un  eje  de  la  curba  en  el  espa- 
cio, y continua  gozando  de  esta  propiedad  en  la  proyección  horizontal, 
en  ¡a  cual  nos  da  los  dos  vértices  de  la  curba  a y i.  De  aquí  se  deduce, 
con  suma  facilidad,  la  dirección  u<í  del  eje  segundo:  pero  para  determi- 
nar su  lonjitud,  observarémos  que  estos  dos  ejes  son  proporcionales  a los 
de  la  sección  dada  al  elipsoide,  con  un  plano  diametral  O’a’  paralelo  a 
la  curba  de  contacto  a’i’.  Luego,  si  se  proyecta  a’  a o,  y tiramos  a6 
paralela  a aB,  obtendremos  la  lonjitud  del  segundo  eje  que  busca- 
mos; y entonces  será  ya  mui  fácil  trazar  la  elipse  aXgiY  que,  ademas. 
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deberá  pasar  por  los  puntos  X e Y que  se  deducen  de  la  sección  X’,  en 
los  cuales  deberá  manifíestamcnte  tocar  al  contorno  ABDE  sobre  el 
plano  horizontal. 

419.  El  segundo  cono  circunscrito  cuya  cúpide  está  en  (c,  t’),  tocará 

ahora  al  elipsoide  según  una  curba  plana  que,  por  razones  análogas  a 
las  que  hemos  citado  mas  arriba,  estará  proyectada  horizontalmente 
sobre  la  recta  xij\  en  seguida,  sin  cambiar  la  proyección  vertical  do  esta 
curba,  que  obtendremos  por  medio  de  procedimientos  semejantes  a los 
que  nos  han  servido  para  el  primer  cono,  podremos  conocer  inmediata- 
mente los  pantos  de  sección  A y H curbas  de  contacto,  sobre 

el  plano  horizontal,  y referir  estos  puntos  a A’  y sobre  a’d’.  Entonces 
tendremos  para  cada  plano  tanjente  pedido,  su  punto  de  contacto  (A.  A’) 
o (p,  ¡i')  y una  recta  (R9,  R’S’)  por  la  que  debe  pasar,  de  modo  que  es 
mui  fácil  hallar  sus  trazas  por  medio  do  construcciones,  de  que  el  pre- 
sente depurado  solo  presenta  los  resultados. 

420.  Otro  método.  Podemos  resolver  el  problema  precedente,  con  no.  91. 
solo  el  cono  circunscrito  cuya  cúspide  está  en  (V,  V’);  porque  todo 
plano  tanjente  a este  cono,  tirado  por  la  recta  (RV,  R’V’)  cumplirá  evi- 
dentemente con  la  cuestión.  Por  consiguiente,  indagarémos  el  punto 

(R’i  R)  en  que  corta  a esta  recta  el  plano  de  la  base  a’d’;  y en  scguida> 
desde  el  punto  R se  tirarán  dos  tanjentes  a la  curba  «YdX : debemos 
aun  observar  que,  es  inútil  trazar  la  elipse  aYdX,  y que  con  los  dos 
semi-cjes  a>a  y w3>  sabremos  construir  los  puntos  de  contacto  p y A de 
las  tanjentes  Rp  y RAt  según  lo  hemos  hecho  en  los  números  374  y 
412.  Así  es  que  los  puntos  (A>  A’)  y (í^  p’)  serán  los  mismos  en  que  los 
planos  tanjentes  dirijidos  por  la  recta  (RV,  R’V’)  tocarán  al  elipsoide, 
y por  consiguiente,  estos  dos  planos  quedarán  determinados  por  un 
método  que  tendrá  la  ventaja  de  no-  emplear  sino  ia  línea  recta  y el 
circulo. 
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CAPITULO  IV. 


De  loa  planos  tanjentea  paralelos  a un  plano  dado. 


421.  Sea  8 la  superficie  a que  nos  proponemos  tirar  nn  plano  taiijuii- 
te  que  sea  paralelo  a un  plano  dado  P.  Figurémonos  que  en  este  último, 
se  trazan  dos  rectas  arbitrarias  A y B,  y que  en  seguida  se  dctcriniiioii, 
por  los  procedimientos  indicados  en  el  capítulo  II,  las  curbns  do  con- 
tacto X e Y de  la  superficie  S con  dos  cilindros  circunscritos,  uno  de 
ellos  paralelo  a A y otro  a B.  En  este  caso,  sabemos  (núm.  íI78)  que 
respecto  a todos  los  puntos  de  la  enrba  X,  los  planos  tanjentea  de  8 se- 
rán paralelos  a A;  que  respecto  a todos  los  de  la  curbo  Y,  los  planos 
tanjentea  son  paralelos  a B;  luego,  si  las  curbas  X e Y se  cortan,  cada 
intersección  nos  dará  un  punto  en  el  qne  el  plano  tanjentede  la  superfi- 
cie 8,  será  paralelo  a un  mismo  tiempo  a los  dos  rectas  A y fi,  y por  con- 
siguiente, será  paralelo  al  plano  dado  P. 

422.  Está  bien  observemos,  que  el  problema  procedente  viene  cu 
sustancia  a convertirse  en  este  : tirar  una  normal  a una  superficie  8, 
que  sea  paralela  a una  recta  dada  I).  Con  efecto,  si  construimos  un 
plano  P perpendicular  a la  recta  1),  será  suficiente  hallar  un  plano  tau- 
jente  paralelo  a P,  y la  normal  relativa  al  punto  de  contacto  de  este 
plano  tanjente,  será  evidentemente  paralela  a la  línea  D.  Esta  investi- 
gación es  necesaria  para  hallar  el  punto  brillante  de  una  superficie, 
iluminada  por  rayos  de  luz  que  se  miran  como  paralelos  entre  sí. 

423.  Cuando  la  superficie  S sea  desarrollable,  el  problema  en  jene- 
ral  será  imposible,  en  virtud  de  que  la  condición  de  ser  paralelo  a una 
recta  dada,  es  suficiente  (núm.  379)  para  determinar  completamente  el 
plano  tanjente  de  una  superficie  de  esta  especie,  y así  no  podría  exi- 
jirse  que  este  plano  fuese  a un  mismo  tiempo  paralelo  a dos  rectas  A 
y B,  o al  plano  P que  las  contiene. 

424.  El  método  de  solución  que  hemos  indicado  en  el  núm.  421  es 
jeneral;  pero  de  ordinario  nos  empeñará  en  operaciones  gráficas  mui 
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complicadas;  por  esta  razón,  es  preciso  tratar  de  aprovechar,  en  cada 
superíicie,  las  propiedades  particulares  de  olla  que  puedan  simpliñear 
la  solución,  según  vamos  a indicar  en  algunos  ejemplos. 

1.  ^ Si  la  superficie  propuesta  es  de  revolución,  en  cuyo  caso  cada 
plano  tanjentc  es  perpendicular  al  plano  meridiano  correspondiente, 
priucipiarémos  por  tirar  un  plan  meridiano  perpendicular  al  plano  dado 
1’,  y que  corte  a este  último  según  una  recta  que  llamarérnos  i;  en  este 
caso,  tirando  a la  sección  meridiana  obtenida  de  este  modo,  una  tan- 
jente  paralela  u d,  su  punto  de  contento  será  evidentemente  el  de  un 
plano  tanjentc  que  será  paraleló  a P.  Esta  marcha  scrú  de  una  fácil 
aplicación  respecto  a la  esfera,  al  eli|)soide,  al  turo,  &.a, 

2.  ^ Si  se  trata  de  un  hiperboloide  de  revolución  de  nna  sola  napa, 
que  admite  (iiúin.  146)  dos  sistemas  de  jeneratriccs  rectilíneas  respec- 
tivamente paralelas  a las  aristas  del  cono  asintótico,  cortarémus  este 
cono  con  nn  plano  tirado  por  la  cúspide,  paralelamente  a P.  Este  pla- 
no secante  nos  dará  dos  aristas  aya’  paralelas  a P,  y de  aquí  deduci- 
remos con  suma  facilidad  las  cuatro  jeneratriccs  correspoudient3s  del 
hiperboloide,  a saber  A y B paralelas  a a,  y en  Seguida  A’  y B'  parale- 
las a a’.  Si  en  esto  estado,  combinamos  las  jeneratriccs  A y B’,  hnllaré- 
mos  un  plano  que  evidentemente  será  paralelo  a P,  y que  tocará  al  hi- 
perboloide en  el  punto  en  que  se  cortan  estas  dos  rectas;  en  seguida, 
hallarénios  otro  segundo  plano  que  llenará  las  mismas  condiciones, 
combinando  entre  si  a las  jeneratiices  A’  y B que  también  su  cortan. 

El  mismo  método  se  aplicará  a un  hiperboloide  de  una  napa  y que 
no  sea  de  revolución,  ca  \'írtud  de  que  esta  superñcie  admite  también, 
según  lo  veremos  cu  el  libro  Vil,  dos  sistemas  de  jeneratriccs  rectilíneas 
paralelas  a las  aristas  de  un  cuno  asintótico  (rctiEe  núm.  581). 


(SO 
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CAPITULO  V. 


De  lot  planos  tanjentes  a varias  superficies  a un  tiempo. 


425.  Hallar  un  plano  que  toque  a un  mismo  tiempo  a dos  superficie» 

dadas  S y T.  Para  resolver  este  |troblema  de  un  modo  jencral,  y cua- 
lesquiera que  sean  los  planos  de  proyección  adoptados,  tiremos  en  el 
espacio  un  plano  arbitrario;  y en  seguida,  determinemos  la  curba  de 
contacto  X de  la  superficie  S con  un  cilindro  circunscrito  y paralelo 
al  plano  P,  cuya  cuestión  está  comprehendida  en  el  núm.  377,  puesto 
que  las  aristas  de  este  cilindro  deberán  ser  paralelas  a una  recta  cono- 
cida, a saber,  a la  perpendicular  al  plano  P.  Así  mismo,  determinemos 
la  curba  análoga  Y correspondiente  a la  superficie  T,  y construyamos 
las  proyecciones  x e y de  estas  dos  líneas  sobre  el  plano  P;  echo  esto, 
si  tiramos  una  tanjente  común  a las  dos  curbas  x e y,  esta  será  la  traza 
de  un  plano  jr  perpendicular  a P,  que  evidentemente  tocará  a los  dos 
cilindros,  y será  precisamente  tanjente  a las  superficies  S y T.  De  este 
modo  obtondrémus  una  solución  del  problema  propuesto;  pero  habrá 
otras  infinitas  tt’,  tt” que  hallarémos  repitiendo  construcciones  análo- 
gas con  diferentes  planos  P’,  P” cicjidos  en  otras  varias  direcciones. 

426.  Podemos  enlazar  entre  sí  todas  estas  soluciones,  construyendo 
la  superficie  desarrollnhle  que  esté  a un  mismo  tiempo  circunscrita  a las 
dos  superficies  Sy  T.  Para  esto  ímajinémonos  que  los  puntos  de  contacto 
m y n de  las  curbas  x e y con  su  tanjente  común  sobre  el  plano  P,  se 
han  proyectado  sobre  las  curbas  X e Y a M y N,  aquí  es  donde  se 
hallarán  los  puntos  en  que  el  plano  n toca  a las  dos  superficies  S y T ; 
y si  del  mismo  modo  construimos  los  puntos  de  contacto  M’  y N’,  M” 

y N”,....  de  los  planos  a’,  n” la  serie  de  rectas  MN,  M’N’,  M”N”,.... 

formará  una  superficie  E,  que  evidentemente  tocará  a S y T al  largo 
de  las  curbas  MM’M”..-.  y NN’N”....;  pero  agregamos  que  esta  su- 
perficie S será  desarrollable.  Con  efecto,  si  se  han  tomado  los  puntos 
M y M’  infinitamente  próximos,  el  plaootanjente  n contendrá  a los  ele- 
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mentos  lineales  MM’  y NN’,  en  virtud  de  esto,  las  dos  jenaratríces  MN 
y M’N’  estarán  situadas  en  un  mismo  plano,  que  es  el  carácter  distintivo 
de  las  superficies  desarrollables  (núm.  179).  Ademas,  podemos  mirar 
a las  rectas  infinitamente  próximas  MN,  M'N*,  como  las  in- 

tersecciones consecutivas  de  los  planos  n,  n',  n”,....  (núm.  182),  o sino 
como  el  involucro  del  espacio  recorrido  por  el  plano  n cuando  rueda 
sobre  la^  superficies  S y T,  permaneciendo  siempre  tanjente  a ámbas 
(núm.  184). 

Sentado  esto,  y después  de  liabcr  construido  la  superficie  S,  lendré- 
mos  que  todos  los  planos  tanjentes  que  se  le  tiren,  tocarán  asi  mismo  a 
S y T,  }'  nos  darán  las  diversas  soluciones  del  problema  primitivo. 

427.  Es  indispensable  atender  en  la  teoría  de  las  sombras,  a la  su- 
perficie desarrollable  S circunscrita  a las  superficies  S y T;  que  de  or- 
dinario presenta  dos  napas  distintas,  procedentes  de  que  las  curbas  x e 
y del  núm.  425  pueden  tener  una  tanjente  común  estertor  y otra  interior. 
Sobre  todo,  estas  jeneralidades  las,  aclararémos  por  medio  del  sen- 
cillo ejemplo  de  las  dos  esferas  que  tomarémos  en  consideración  en  el 
núm.  437. 

428.  Cuando  una  de  las  dos  superficies  propuestas,  por  ejemplo,  la  S, 
es  desarrollable,  no  es  en  jeneral  imposible,  el  problema  de  tirarles  un 
plano  tanjente  común;  pero  no  admite  ya  en  este  caso  una  infinidad  de  so- 
luciones, como  podemos  persuadirnos  haciendo  rodar  un  plano  tanjente 
sobre  la  superficie  S hasta  que  encuentre  a T.  Ademas,  en  la  hipótesis 
actual,  la  curba  x relativa  al  plano  P (núm.  425)  se  reducirá  a una  o 
roas  líneas  rectas,  a quienes  no  sería  posible  tirar  una  tanjente  común 
con  la  curba  y,  a no  ser  que  una  de  ellas  mismas  fuese  tanjente  a 
esta  curba  y,  lo  que  no  podría  suceder,  sino  respecto  a algunos  de  los 

planos  P,  P’,  P” de  modo  que  el  problema  sería  determinado,  y la 

superficie  S se  reduciría  entónces  a uno  o mas  planos.  Veremos  un  ejem- 
plo de  esto  en  el  núm.  434. 

429.  Finalmente,  el  problema  no  admitirá,  en  jeneral,  ninguna  solu- 
ción, cuando  las  superficies  dadas  S y T sean  ámbas  desarrollables,  por- 
que siendo  en  este  caso  Ieis  dos  curbas  x e'y  del  núm.  425  líneas  rectas 
sobre  todos  ios  planos  P,  P’,  P”,....  no  sería  posible  tirarles  una  tan- 
jente común. 

430.  Coando  ninguna  de  las  dos  superficies  dadas  S y T es  desa- 


Digitized  by  Google 


252  LiBBo  V.  rLAno«  takjeictis  coro  ponto no  es  dado. 

rrollablo,  podremos  hacer  que  el  problema  da  tirarles  un  plano  tanjcn- 
te  coinnn  sea  determinado,  señalando  un  punto  csterior  V por  el  que 
deba  pasar  el  plano  pedido.  Con  efecto,  esto  vendrá  a reducirse  a diri- 
jir  por  este  ponto  V,  un  plano  tanjeiite  a la  siiperhcio  desarrolluble  Y,  que 
está  circunscrita  (iiíim.  42G)  a las  snpcrfícins  S y T,  y esta  última  cues- 
tión no  es  susceptible  sino  de  un  número  limitado  de  soluciones,  segnn 
lo  hemos  visto  en  los  números  349  y 350.  Para  obtenerlas,  es  preciso, 
en  jcncnil,  construir  ¡a  sección  cansada  en  la  superficie  y,  con  nn  plano 
cualquiera,  tirado  desde  el  punto  V;  y tirar  en  seguida  por  esto  punto 
taujontes  a esta  sección:  en  cuyo  caso,  cada  una  de  estas  tanjentes  uni- 
da a la  jeneratriz  rectilínea  que  pasa  por  su  punto  de  contacto,  deter- 
minará un  plano  taiijcntc  a la  superficie  £,  y por  consiguiente,  a las 
dos  superficies  primitivas  S y T.  Ilallarcinos  un  ejcm|ilo  de  este  jéne- 
ro  en  el  número  437. 

431.  Hallar  un  plano  que  toque  al  mitmo  tiempo  a tres  superficies 
dadas  S,  T,  y U. 

La  marcha  jenerni  para  resolver  este  problema,  consiste  en  conce- 
bir una  snpcrficio  desnrrollnble  circunscrita  n 8 y a T,  y en  seguida 
otra  Sj  circunscrita  a S y a U.  Y construyendo  después  (núm.  426)  las 
curbas  de  contacto  MM’....  y MjM’,....  de  estas  dos  superficies  X y S,  con 
8,  cada  punto  p,  en  que  se  enenentran  estas  curbas,  será  de  tal  natu- 
raleza, que  el  plano  tnnjentc  cu  t-1  a S maniñestumente  tocará  a un 
mismo  tieinjio  n las  superficies  ^ y y por  lo  tanto,  este  mismo 
plano  tocará  también  n la  superficies  T y U.  Por  consiguiente,  esta 
será  una  solución  del  problema;  pero  como  las  operaciones  gráficas  son 
por  lo  común  mui  rom|>licndns,  nos  liinitnrémos  n citar  un  ejemplo  en 
que  estas  construcciones  son  mui  sencillas  (ccase  núm.  441). 

Observemos  que  aun  cuando  hemos  dicho  (núm.  429)  que  en  jcnc- 
ral  nn  se  pedia  tirar  un  plano  taiijentc  común  a dos  superficies  dcsa- 
rrollnbles,  en  el  caso  presente  llega  esto  a ser  po.sible,  porque  las  dos 
superficies  2 y presentan  la  particularidad,  do  estar  circunscritas  a 
la  misma  superficies. 

432.  Si  una  o inns  de  las  tres  superficies  dadas  fuesen  desarrolla- 
hles,  el  problema  sería  en  jeneral  imposible.  Con  efecto,  si  S es  desa- 
rrollable,  las  superficies  2 y del  número  precedente,  se  reducirán 
a superficies  planas  (núm.  423)  a las  que  no  será  posible  tirar  un  plano 


Digitized  by  Google 


cAriTDLO  V.  riAROS  TANJBirrES  A rAKiAA'aDriRriciu.  S59 

tanjente  común;  a uo  ser  que  por  circunstancias  particulares,  lleguen  a 
coiiiciilircomplctnmniito  dos  de  estas  superficies  planas. 

433.  No  pmlria  proponérsenos  el  problema  de  bailar  un  plano  que 
tocase  n un  mismo  tiempo  a cuatro  superficies  8,  T,  Uy  V,  o a un  níime- 
ro  mayor  He  ellas.  Porque  si  nos  imnjinnmos  lastres  superfíciesdesarro- 
llables  2,  Ej  y Sj  circunscritas  a los  grupos  8 y T,  S y U y S y V,  no  su- 
cederá, en  jeiinrnl,  que  las  tres  curbns  según  las  que  E,  y Ej  focan  a 
la  siipnrlicio  S,  so  corten  to  las  en  un  mismo  punto  ft,  cuya  circunstancia 
os  necesaria  para  que  el  plano  tanjente  de  8 en  /t,  toque  ni  mismo  tiem- 
po n S,  "j  y Ej,  y por  consiguiente,  a las  demas  superñcics  propuestas 
T,  U y V. 

Paoni.EMA  1.  Construir  un  plano  que  toque  a un  mismo  tiempo  a 
una  esfera  y a un  cono  recto  (•). 

434.  Hagamos  pasar  los  dos  planos  de  proyección,  por  el  centro  O 
de  la  esfera  dada  que  tiene  por  radio  a OA,  y dirijamos  el  plano  hori- 
zontal perpendicnlarmente  ni  eje  del  cono  que  tiene  por  cúspide  a 
(8,  8’),  y por  baso  al  circulo  del  radio  81í.  K1  problema  de  tirar  un 
plano  tanjente  común -n  estos  dos  superficies,  será  determinado  (núm. 
428),  porque  nnn  de  ellas  es  en  el  caso  actual  desarrullnblc;  y para 
resolverlo  con  mas  sencillez  por  el  método  jenerni,  supongamos  que 
PQR'  es  el  plano  que  buscamos.  Este  toca  ni  cono  según  nna  arista 
situada  en  el  plano  meridiano  8.M  perpendicular  a PQ;  de  modo  que 
la  distancia  de  este  plano  tanjente  al  pie  (8,  1')  del  eje,  es  una  recta 
igual  n I’G,  y está  situada  en  el  plano  meridiano  8M;  pero  si  trans- 
portamos el  plano  PQR’  paralelamente  así  misino,  hasta  que  pase  por 
el  centro  O de  la  esfimn,  se  habrá  aproximado  al  punto  (8,  P)  una  can- 
tidad igual  al  radio  OA;  y en  este  caso  será  tanjente  a otro  cono  recto 
cuya  jeueratriz  T’F',  paralela  a S’B’,  se  habrá  alejado  de  ella  la  distan- 
cia O V.  Y como  este  último  cono,  así  como  también  sn  plano  tanjente 
tirado  por  el  punto  O,  son  fáciles  de  construir;  no  habrá,  en  seguida. 


{*J  Este  proMema  está  sacado  de  la  Jeometria  descriptiva  de  M, 
Lefibure  de  Fourey. 


■.  Dig'ilized  by  Google 


t54  Lltno  T.  rtlNOI  TlIfJtnTEI  CDTO  PÜHTO NO  ES  DEDO. 

mas  que  hacer  que  tirar  un  plano  tanjente  al  cono  primitivo,  paralelo 
a este. 

£n  virtud  de  estas  consideraciones,  tomaremos  sobre  la  perpendicu- 
lar I’G  un  intervalo  GH=OA;  y tirando  en  seguida  por  el  punto  H la 
recta  T’F’  paralela  a S’B’,  determinarémos  el  círculo  SF,  al  que  tira- 
remos, desde  el  punto  O,  las  dos  tanjentes  ON  y OL.  Hecho  esto,  tira- 
rémos  también  al  círculo  SB  otras  dos  tanjentes  PQ  y XY  paralelas  a 
las  precedentes,  y tendremos  las  trazas  horizontales  de  los  dos  planos 
PQR’  y XYZ’,  que  tocarán  enterwrmente  a las  dos  superficies  dadas; 
las  trazas  verticales  de  estos  planos  son  mui  fóciics  do  hallar. 

435.  Hai  también  planos  que  tocan  a estas  superficies  interiormente, 
es  decir,  dejando  una  de  ellas  a un  lado  y la  otra  al  opuesto.  Para 
hallarlos,  veremos  sin  mucho  trabajo  que  es  preciso  aumentar  la  dis- 
tancia PG  una  cantidad  G/i=OA;  tirar  en  seguida,  paralelamente 
a S’B’,  la  recta  t'f  que  determinará  al  círculo  S/,  y tirarémos  a este  las 
tanjentes  On  y OI.  Conduciendo  en  seguida  dos  tanjentes  pq  y xij  al 
círculo  SB  paralelas  a las  precedentes,  estas  serán  las  trazas  horizonta- 
les de  los  dos  planos  tanjentes  interiores. 

436.  Si  respecto  a uno  de  estos  cuatro  planos,  al  PQR’,  por  ejem- 
plo, queremos  hallar  sii  punto  de  contacto  con  la  esfera,  cortaremos  n 
esta  superficie  con  un  plano  OD  perpendicular  a PQ:  y después  de 
haber  abatido  la  sección  sobre  el  círculo  máximo  horizontal,  tirarémos 
la  tanjente  D9,  cuyo  punto  de  contacto  6 referido  a p nos  dará  la  pro- 
yección horizontal  del  punto  en  que  el  plano  PQR’  toca  a la  esfera. 
De  aquí  deduciremos  fácilmente  la  proyección  vertical  ft’  de  este 
punto. 

Probleh.í  2.  Tirar  un  plano  tanjente  a dos  exfera»  por  un  punto 
dado, 

vig.93.  437.  Adoptemos  por  plano  horizontal  al  que  pasa  por  los  centros 

O y O’  de  las  dos  esferas  y por  el  punto  dado  A”.  Echo  esto,  y sin 
recarrir  al  segundo  plano  de  proyección,  podremos  tirar  a los  dos  cír- 
culos máximos  horizontales  la  tanjente  común  MNA  que,  jirando  al 
rededor  de  OO’A,  enjendrará  una  superficie  cónica,  evidentemente  cir- 
cunscrita a las  dos  esferas  dadas.  Este  cono  AMP  es,  en  el  caso  pre- 
sente, el  que  ocupa  el  lugar  de  la  superficie  desarrollable  S del  núm. 
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426,  porque  es  el  involvcro  de  todas  las  posiciones  que  tomaria  el  pla- 
no vertical  MNA  tanjeiite  a las  dos  esferas,  rodando  a un  mismo  tiempo 
sobre  las  dos  superficies.  Y así,  como  todo  plano  tonjente  a este  cono 
tocará  a las  dos  esferas,  y que  la  recíproca  es  también  cierta,  el  problema 
primitivo  se  rnánce  a.  tirar  desde  el  punto  dado  A”  un  plano  tanjente 
al  cono  AMP.  Para  esto,  sabemos  que  es  preciso  tirar  la  recta  AA",  y 
desdo  el  punto  en  que  esta  penetra  al  plano  del  círculo  vertical  MP,  base 
del  cono,  tirar  a este  círculo  dos  tanjentes;  cuya  operación  se  ejecutará 
fácilmente,  abatiendo  el  círculo  MP  al  rededor  de  su  diámetro,  como 
lo  hemos  visto  en  el  núm.  401. 

438.  Es  mas  sencillo  notar  que  el  problema  primitivo  se  reduce  a 
tirar  un  plano  tanjente  a la  esfera  O por  la  recta  AA";  porque  este 
plano  evidentemente  tocará  al  cono  AMP,  y por  consiguiente  a la  es- 
fera O’  circunscrita  por  este  cono.  Pero  según  lo  que  se  ha  dicho  en  el 
núm.  403,  es  suficiente  trazar  el  nuevo  cono  A”M”P”  circunscrito  tam- 
bién a la  esfera  O,  y la  intersección  de  los  dos  círculos  verticales  MPy 
M”P”  nos  dará  a conocer  inmediatamente  la  proyección  horizontal  p 
dcl  punto  de  contacto  de  la  esfera  con  el  plano  tanjente  pedido.  La 
segunda  proyección  de  este  punto,  sobre  un  plano  vertical  tomado  a 
discreción,  se  hallará  fácilmente  abatiendo  el  círculo  MP  ol  rededor  de 
su  diámetro,  y de  este  modo  quedará  enteramente  determinada  la  po- 
sición del  plano  tanjente;  pero  dejamos  al  lector  el  cuidado  de  efectuar 
estas  operaciones  sencillas,  que  nos  darán  inanifíestamente  dos  planos 
tanjentes  esteriures. 

439.  Podemos  hallar  otros  dos  planos  tanjentes  interiores,  tomando 
en  consideración  al  cono  atiip  descrito  por  la  tanjente  man  común  a 
los  círculos  horizontales,  pero  colocada  entre  estas  circunferencias.  En 
este  caso,  empleando  consideraciones  análogas  a los  precedentes,  ve- 
remos que  es  suficiente  tirar  por  el  punto  A”  un  plano  tanjente  al  cono 
amp;  o sino  tirar  por  la  recta  a A”  un  plano  tanjente  a la  esfera  O; 
de  modo  que  conocerémos  el  punto  de  contacto  /{por  la  intersección  de 
los  dos  círculos  M”P”y  mp. 

440.  No  hai  necesidad  do  advertir  que  las  cuatro  soluciones  prece- 
dentes se  reducirán  a dos,  o no  existirán  absolutamente,  segnn  sea  la 
posición  que  tenga  el  punto  dado  A"  con  respecto  a las  dos  esferas,  o 
a los  conos  circunscritos  esteriores  e interiores.  Ademas,  uno  de  estos 
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conos  O los  dos  desaparecerán,  si  se  cortan  las  esferas  dadas,  o simia 
envuelve  a la  otra. 

Probi.ema  3.  Hallar  un  ¡ilanoque  sea  íanjentea  tres  esjeras  dadas. 

no.  93.  441.  .Adoptemos  también  por  plano  horizontal  al  que  pasa  por  los 

centros  O,  O’,  y ()"’  de  los  tros  esferas  dados;  y observemos  en  se^nida, 
que  la.s  supcrfirics  desnrrollables  5;  y (iiúm.  431)  que  deben  estar  cir- 
cunscritas a las  esferas  O y O’,  O y O”,  son  en  e.ste  caso  los  dos  conos 
AMP  y A’’M”P”.  Trazindo  ahora  sus  enrbas  de  contacto  con  la  esfera  O, 
que  se  reducen  a losdos  círculos  verticales  MP  y .M”P’’,  los  dos  puntos 
de  sección  ()iic  están  proyectados  en  p serán  los  mismos  en  que  los 
planos  taiijcntca  de  la  esfera  í)  tocan  a la  vez  al  cono  AMP  y al  A’'M”P’’; 
por  cüiisigniento,  estos  dos  planos  serán  también  tanjentes  a los  esferas 
O'  y O",  y la.s  tocarán  esierlormente. 

442.  Pero  como  c.visten  también  otros  dos  conos  circunscritos  inte- 
riormente a los  grupos  de  las  esferas  O y O’,  O y O",  los  cuales  se 
pueden  combinar  de  un  modo  análogo,  ya  sea  entre  sí,  o ya  con  los 
conos  esteriores,  resultarán  jcueralnieutc  ocho  soluciones  del  problema 
propuesto,  a saber: 

Dos  planos  tanjentes  estertores,  dados  por  los  conos  AMP  y A”M”P”, 
cuyos  puntos  de  contacto  con  la  esfera  O,  están  proyectados  en  p; 

Dos  planos  tanjentes  interiores  producidos  por  los  conos  AMP  y 
a''m"p":  los  puntos  de  contacto  con  la  esfera  O están  proyectados  cu  v\ 
^ Dos  planos  tanjentes  irteriores  dados  por  los  conos  amp  y A”M”P”: 
sus  puntos  de  contacto  están  proyectados  en  /{; 

Por  último,  dos  planos  tanjentes  interiores  dados  por  los  conos  amp 
ti'in"p",  y cuyos  puntos  de  contacto  están  proyectados  en  tr. 

443.  Es  fiicil  conocer  que  estos  ocho  planes  tanjentes  se  reducirán 
a cuatro  cuando  se  curten  dos  de  las  esferas;  cuando  una  de  ellas  en- 
cuentre a las  otras  dos,  habrá  a lo  mas  dos  planos  tanjentes  comunes; 
y no  habrá  ninguno,  cuando  una  de  las  tres  esferas  esté  envuelta  por 
otra.  Pero  fuera  de  estos  casos  particulares,  será  imposible  la  cues- 
tión, siempre  que  no  so  corten  los  cuatro  círculos  de  contacto  MP, 
M”P”,  rnp  y m''p",y  el  número  do  sus  puntos  do  sección,  indicará  siem- 
pre la  cantidad  de  soluciones  que  admitirá  el  problema  propuesto. 

444.  No  hemos  hablado  de  los  conos  N’A’Q’  y n'a'q',  cada  uno  de 
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log  cuales  está  circunscrito  a las  dos  esteras  ü’  y O”.  Sin  embargo,  es 
evidente  que  todo  plano  tanjcntca  los  tres  esteras,  deberá  también  tocar 
al  cono  A’  o al  cono  a;  de  modo  que  hubiéramos  podido  combinar  el 
sistema  de  estas  dos  superficies  cónicas,  ya  sea  con  el  sistema  A y a,  o 
ya  con  el  A”  y a",  para  resolver  el  problema  propuesto.  Ademas  de  esto, 
como  cada  plano  tanjente  a las  tres  esteras  tocará  al  mismo  tiempo  a 
tres  de  estos  conos  circunscritos,  y |>asará  por  sus  cúspides,  las  que 
se  hallan  también  a un  mismo  tiempo  en  el  plano  tanjente  y en  el  que 
pasa  por  los  tres  centros  de  las  esferas;  debemos  concluir  de  aqui  que 
las  cúspides  de  los  tres  conos  a quienes  toca  un  mismo  plano,  estarán 
siempre  en  línea  reeta.  Y así  vemos,  en  el  depurado  que  presentamos, 
que  las  cúspides  de  los  seis  conos  circunscritos  a las  esferas  están  dis- 
tribuidas de  tres  en  tres  sobre  cuatro  rectas  .VA”A’,  Aa'a”,  A”a'a  y 
A'a"a,  la  primera  de  (jstas  contiene  a laa  tres  cúspides  esícriores,  y cada 
una  de  las  otras  unei  cúspide  esterior  con  otras  dos  interiores. 

445.  De  aquí  podemos  deducir  un  teorema  notable  do  la  Jeometría 
plana,  con  solo  limiiarngs  a considerar  las  jcnerntrices  de  los  conos  y los 
círculos  máximos  de  las  esferas,  que  están  situados  en  el  plano  de  los 
tres  centros  O,  O’  y O”.  En  efecto,  como  las  cúspides  de  estos  conos} 
son  manifiestamente  los  puntos  de  encuentro  de  los  pares  de  tanjentes 
comunes  a dos  de  los  círculos  máximos,  concluirémos  de  aquí  que  si 
después  de  haber  trazado  tres  círculos  cualquiera  en  un  mismo  plano, 
tiramos  todas  las  tanjentes  que  a un  mismo  tiempo  pueden  tocar  a dos 
de  estos  cíenlos,  los  seis  puntos  de  encuentro  A y a,  A’  y a',  A"  y «” 
determinados  por  cada  par  de  tanjentes,  estarán  colocados  de  tres  en  tres 
sobre  cuatro  rectas,  una  de  las  cuales  contendrá  los  tres  puntos  esterio- 
res,  y cada  una  de  las  otras  un  punto  esterior  con  dos  interiores. 

Citaremos  también,  como  ejemplo  de  un  plano  tanjente  común  a 
varias  superficies,  el  problema  resuelto  en  el  núm.  68,  en  el  cual  so  tra- 
taba de  hallar  un  plano  que  fuese  tanjente  a dos  conos  que  tuviesen  la 
misma  cúspide. 
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CAPITULO  PRIMERO. 


De  la  hélice  y del  helizoide  desarrollable. 


FiG.  95.  446.  Lá  Heüjce  ea  una  curba  AMNCD....  trazada  sobre  un  cilin- 

dro cualquiera,  de  tal  naturaleza  que  lat  ordenadas  (diríjidas  según 
las  jeneratrices)  son  proporcionales  a las  abscisas  curbilíneas  contadas 
sóbrela  SKae  partiendo  desde  un  punto  Jijo  A;  entendiendo  por  base 
del  cilindro,  la  sección  ortogonal  dada  por  el  punto  A.  Els  decir,  que 
debemos  tener  las  relaciones 


MP  NQ  CB 
AP~AQ~AB~ 


k,  o jeneralmentc  z = ks. 


representando  por  s un  arco  cualquiera  de  la  base,  y por  z la  ordenada 
que  termina  en  su  estremo  (*).  El  número  k que  espresa  la  razón  cons- 
tante de  la  ordenada  a la  abscisa  en  todos  los  pantos  de  una  misma 
hélice,  varia  de  una  hélice  a otra,  porque  podemos  trazar  uua  infinidad 


(*J  Precedentemente  hemos  dado  (núm.  163^  otra  dejinicion  de  la 
hélice;  pero  ramos  a hacer  rer  dentro  de  poco  que  está  en  perfecta  armo- 
nía con  la  presente  dejinicion. 
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de  ellas  sobre  el  mismo  cilindro;  pero  cada  una  de  estas  queda  completa- 
mente determinada,  desde  que  se  fijan  la  razón  ky  c\  punto  A elejido 
por  oríjen 'de  las  abscisas.  Es  ademas  evidente  que,  la  hélice  cortará 
precisamente  a la  base  del  cilindro  en  este  punto  A,  puesto  que  en  la 
equacion  z=ks,  la  hipótesis  *=0  da  también  i=0. 

447.  Cuando  la  baso  del  cilindro  es  una  curba  cerrada  APBA,  pue- 

de la  abscisa  variable  AP=*  llegar  a ser  igual  al  perímetro  p de  esta 
base;  y entonces  obtendremos  un  punto  D en  el  cual  la  hélice  cortará 
otra  vez  a la  arista  AF.  Y como  esta  circnnstancia  se  repetirá  indefini- 
damente en  todas  las  abscisas  2p,  habrá  sobre  la  jeneratriz  AF 

una  infinidad  de  puntos  en  que  la  hélice  la  encontrará,  que  estarán  a 
las  alturas 

AD=/t=/^A:,  h'=2pk,  h”=‘Spk ; 

por  consiguiente,  todos  estos  puntos  distarán  unos  de  otros  una  canti- 
dad h que  llamarémos  paso  de  la  hélice.  Cuando  este  paso  se  señala 
directamente,  y se  conoce  también  el  perímetro  de  la  base,  se  deducirá 
inmediatamente  la  constante  k,  porque  según  la  definición  misma  de  la 
hélice  (núm.  446)  este  número  espresa  la  razón  de  la  ordenada  k con 
la  abscisa  correspondiente  p-,  y así,  en  caso  de  ser  la  base  del  cilindro 
un  círculo  cuyo  radio  es  R,  tendremos  que 

k~± 

~2nR‘ 

448.  De  la  tatijente  ala  hélice.  Como  no  se  nos  da  aquí  esta  curba  rio.  93. 
por  la  intersección  de  dos  superficies,  es  preciso  recurrir  a considera- 
ciones particulares  para  hallar  su  tanjentc  en  un  punto  cualquiera  M. 
Concibamos  desarrollado  el  cilidro  sobre  el  plano  que  toca  a esta  super- 
ficie en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  PML;  esta  línea  permanecerá 
inmóvil,  y la  base  ortogonal  APB  se  convertirá  (núm.  161)  en  una  rec- 
ta A’PB’  perpendicular  a PL,  miéntras  que  las  posiciones  de  las  otras 
jeneratrices  conservarán  su  misma  lonjitud  y su  paralelismo.  Por  con- 
siguiente, si  tomamos  sobre  la  transformada  de  la  base,  las  distancias 

PA’=PA,  PQ’=PQ,  PB’=PB,.,.. 
y levantamos  las  perpendiculares 
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U’N’=QN,  H’C’=BC 


los  diversos  puntos  A’,  M,  N’,  C’....,  darán  la  transformada  de  la  hélice 
sobre  el  desarrollo  dol  cilindro.  Pero  es  fíicil  preveer  que  esta  transfor- 
mada A’MN’C’ .será  una  linca  recta',  porque  teniendo  las  ordenadas 

y las  abscisas  rectilíneas  de  esta  nueva  línea,  la  misma  magnitud  abso- 
luta que  las  ordenadas  y abscisas  curhitlneas  de  la  hélice,  estarán,  como 
estas  últimas  en  una  razan  constante;  que  es  el  carácter  csclusivo  de 
la  línea  recta. 

Sentado  esto,  decimos  que  la  recta  A’MC’  es  precisamente  tanjente 
en  el  punto  M de  la  hélice  primitiva  AMC.  Con  efecto,  esta  recta  se 
halla  desde  luego  situada  en  el  plano  tanjente  del  cilindro,  que  contie- 
ne un  elemento  superficial  LPpl  de  la  superficie;  y como  este  elemento 
permanece  inmóvil  durante  el  desarrollo  de  la  superficie,  resulta  de 
aquí  que  el  elemento  lineal  M;n,  es  común  a la  enrba  AMC  y a la  recta 
A’MC’;  luego  estas  dos  líneas  son  tanjentcs  una  a otra. 

449.  En  virtud  de  esto,  para  obtener  cu  adelante  la  tanjente  a la 
hélice,  seríi  preciso  construir,  cu  el  plano  tanjente  del  cilindro,  un  trián- 
gulo rectángulo  MP.A’  (pie  tenga  por  altura  a la  ordenada  MP  del  pun- 
to de  contacto,  y por  base  a una  recta  A’P  igual  a la  abscisa  AP  rectifi- 
cada; la  hipotenusa  de  este  triángulo  será  la  tanjente  pedida.  Esto  lo 
podemos  espresar  do  un  modo  abreviado,  diciendo  que  la  subtanjente 

c»  igual  a la  abscisa  curbil i nca  AP  dcl  punto  de  contacto;  porque 
esta  regla  nos  dará  a conocer  el  pie  A’  do  la  tanjente,  y como  el  punto 
de  contacto  .^I  es  conocido,  quedará  completamente , fija  la  posición  de 
la  tanjente. 

’V’cmos  ademas  que  la  tanjente  A’M  así  determinada,  tendrá  la  tnis- 
7ua  lanjitiid  que  el  arco  de  hélice  AM;  supuesto  que  la  una  es  la  trans- 
formada do  la  otra,  cu  virtud  do  lo  que  hemos  dicho  en  el  número 
¡•recedente. 

450.  Observemos  ahora  que  conocerémos  el  ángulo  M A’P  de  la  tan- 
jentc  con  el  planodc  la  baso  dcl  cilindro  por  medio  de  la  fórmula 


tanj.  A’ 


MP  MP_ 
A’P“AP“  ’ 


y como  esta  última  razón  es  constante  en  todos  los  puntos  de  una  mis- 
ma hélice  (núm.  440),  coucluirémos  de  aquí  que  las  diversas  tanjentcs 
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a tísth  cathsi  están  todas  i^ualtnente  inclinadas  lobre  la  bascad  el  cilin- 
dro, y por  consigiiiente,  cada  una  de  estas  tanjentes  corta  a la  jenera- 
trh  del  cilindro  bajo  un  ángulo  constante  A’MP;  cuyo  resultado  nos 
dice  que  la  dcñnicioii  dada  en  el  núm.  1G3,  está  contenida  en  ladél 
núin.  446. 

451.  Constniyamos  ahora  las  proyecciones  de  una  hélice,  tomando  Fie. 94. 
por  ba.se  del  cilindro  recto  sobro  que  ha  debido  trazarse  esta  curba, 
un  círculo  ABCD  cuyo  plano  adoptaremos  por  plano  horizontal  de 
proyección.  Sean  ademas  (A,  A’)  el  oríjen,  y A’A”c/  pasoáe  la  hélice; 
dividiendo  este  intervalo  A’ A”  u O’O”  en  cierto  número  de  partes  igua- 
les, en  diez  y seis,  por  ejemplo,  y dividiendo  también  la  circunferencia 

ABCD  en  diez  y seis  partes  iguales  AL,  LM,'MIV bastará  levantar 

por  estos  puntos  de  división,  las  ordenadas  verticales  P’L’,  Q’M’,  R’N’,.... 

respectivamente  iguales  a «i  5i, del  intervalo  O’O”,  para  obtener 

los  diversos  puntos  de  la  proyección  vertical  A’L’M’N’C’A” de  la 

hélice  pedida  (*).  Ln  cuanto  a la  proyección  horizontal  de  esta  curba, 
es  evidcntcmonto  la  base  ABCD  del  cilindro  recto. 


(*)  ICsta  proyección  es  ana  sinusoide;  porque  si  la  referimos  a dos 
•jes  B'X  y B'Z,  cuyo  oríjen  esté  en  el  punto  B',  y contamos  las  abscisas 
curbilineas  de  la  hélice,  sobre  la  sección  circular  dada  al  cilindro  con  el 
plano  horizontal  B’X,  tendremos  respecto  a un  punto  cualquiera  (E,  E’)s 
las  relaciones 

F’K 

B’F  = wn  BE,  ^ =X-; 


o bien  contando  los  senos  en  el  circulo  cuyo  radio  es  la  unidad. 


X = R sen 


h 

2nR’ 


> y por  la  eliminación  del  arco  s,  obtendremos  que 

X =Rstn  ^2it 

será  la  equacion  de  la  proyección  de  la  hélice  sobre  el  ptaiw  de  los  dos 
ejes  B’X  y B’Z.  Uniéndole  la  equacion  del  cilindro 
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452.  La  tniijente  de  la  hélice  en  un  punto  cualquiera  (M,  M'),  la 
hallaremos  tomando  sobre  la  taiijente  en  un  punto  M de  la  base,  una 
lonjilud  MT  igual  al  arco  MA  rcctifícedo  (miro.  449);  hecho  esto,  el 
punto  (T,  T’)  será  el  pie  de  la  tanjciitc  que  buscamos,  la  que  tendrá 
por  proyecciones  a MT  y M’T’. 

453.  En  virtud  de  esto,  vemos  que  si  de  este  mismo  modo  cons- 
truimos varias  tanjentes  a la  hélice,  los  pies  de  todas  estas  rectas  esta- 
rán situados  sobre  una  curba  ATGII,....  en  la  cual  tendremos  que  MT 
=MA,  BG=BA,  EH=EA....;  por  consiguiente,  esta  curba  no  es  otra 
cosa  que  la  rotula  del  círculo  ABCD  (números  199,  201)  y esta  es 
también  la  traza  horizontal  de  la  Biiperficic  lugar  de  las  tanjentes  a la 
hélice  a cuya  superficie  se  le  da  el  nombre  de  Iielhoide  desarrollablc, 
de  la  cual  trataremos  mui  pronto. 

riG.  94.  454.  Dada  una  /tc/rVí  (AíIBCDA,  A’M’C'.\”C”....),  tiraruna  tan- 

jnite  a esta  curba  t¡uc  sea  paralela  a un  plano  dado  L’VS. 

Recordemos  primeramente  que,  todas  las  tanjentes  a la  hélice  for- 
man un  ángulo  constante  con  la  vertical  (núm.  450),  y según  esto  son 
respectivamente  paralelas  a las  jeneratriccs  de  un  cono  de  revolución, 
cuyo  eje  sea  vertical,  y el  semi-ángulo  en  el  centro  iguale  a la  inclina- 
ción común  de  estas  tanjentes  con  las  aristas  del  cilindro.  Para  cono- 
nocer  esta  inclinación,  construiremos  la  tanjentc  particular  al  punto 
(B,  B’),  porque  esta  evidentemente  será  paralela  al  plano  vertical,  y 
así  nos  dará  la  verdadera  magnitud  del  ángulo  que  buscamos;  por  con- 
siguiente, tomarémoB,  sobre  la  tanjente  al  círculo,  una  lonjitud  BG 
igual  al  arco  rectificado  AB,  y proyectando  el  punto  G a G’  sobre  la 
línea  de  tierra,  obtendrémos  la  tanjente  (BG,  B’G’)  relativa  al  punto 
(B,  B').  Tirándole  ahora  por  el  punto  (O,  B’)  una  paralela  (Og, 


X»  -I- 

que,  combinada  con  la  precedente,  nos  dará 
y=K  eos 

tendremos  las  tres  proyecciones  de  la  hélice  sobre  planos  rectangulares 
cuyo  oríjen  esté  en  ti  punto  (O,  B’). 
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B’G’),  y haciendo  jirar  esta  recta  al  rededor  de  la  vertical  O,  formaré- 
iiius  el  cono  recto  de  que  se  trata,  que  tendrá  por  base  al  circulo  cuyo 
radio  es  O^.  Si  ahora  cortamos  este  cono  con  un  plano  paralelo  a U’VS, 
tirado  por  la  cúspide  (O,  B’};  ya  sabemos  como  hemos  de  hallar  (núin. 
23)  la  traza  horizontal  alS  de  un  plano  como  este,  que  nos  da,  por  sus. 
intersecciones  con  el  cono,  las  dos  jeneratrices  Oo  y 0§  ¡taralelas  al 
plano  SV^U’;  por  consiguiente,  las  tanjentes  a la  hélice  que  gozan  de 
esta  última  propiedad,  se  obtendrán  sobre  el  plano  horizontal,  tirando 
al  círculo  la  tanjente  MT  paralela  a Oa,  y la  tanjeiite  BH  paralela  a 
03.  De  aquí  coucliiircmcs  sus  proyecciones  verticales,  tomando  a MT 
=MA  yaEH=EBA,  lo  cual  nos  dará  a conocerlos  pies  (T,  T’)y  (If, 
H’)  de  las  tanjentes  pedidas,  que  por  último  serán  (MT,  M’T’)  y (EH, 
E’H’).  Habrá  ademas  otra  inñnidad  de  paralelas  a aquellas,  re- 
lativas a los  puntos  M”  y E”,  M”'  y E’”....  de  las  varias  espiras  de 
la  hélice  indefinida. 

Observemos  también  que  podríamos  tirar,  sobre  el  plano  horizontal, 
otra  segunda  tanjente  (lO  paralela  a Qa;  pero  esta  recta,  considerada 
como  la  proyección  de  una  tanjente  a la  hélice,  tendria  su  punto  de 
contacto  en  (ft,  p’);  y vemos  claramente  que  su  proyección  vertical 
no  sería  paralela  a la  de  la  jeneratriz  del  cono  proyectada  sobre  Oa;  y 
así  es  pcciso  desechar  la  tanjente  pO.  Una  ambigüedad  semejante  nos 
presentará  también  la  jeneratriz  O0;  pero  siempre  se  salvará,  con  e.vijir 
que  la  tanjente  y la  jeneratriz  del  cono,  sean  a un  mismo  tiempo  para- 
lelos a los  dos  planos  de  proyección. 

455.  Si  se  nos  pidiese  tirar  a la  hélice  una  tanjente  que  fuese /xrru- 
lela  a una  recta  dada,  el  problema  sería  en  jeneral,  imposible,  a no  ser 
que  esta  recta  misma  formase  con  la  vertical  un  ángulo  igual  a la 
inclinación  común  de  todas  las  tanjentes  de  la  hélice,  con  las  aristas  del 
cilindro;  pero  si  esta  condición  fuese  satisfecha,  no  tendríamos  eutúnccs 
mas  que  hacer  que  tirar  una  tanjente  al  círculo  ABCD  paralela  a 
a la  proyección  horizontal  de  la  recta  dada,  y de  aquí  deduciríamos, 
como  lo  hemos  hecho  arriba,  la  proyección  vertical  de  la  tanjente  a la 
hélice. 

45G.  El  ELI701DE  desarrollable  es  la  superficie  enjendrada  por  una 
recta  móvil  e indefinida,  que  resbala  sobre  una  hélice,  permaneciendo 
constantemente  tanjente  a esta.  Llamamos  desarrollable  a este  helizoide. 
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tanto  para  distinguirle  de  otro  helizoide  que  es  gau»o,  y del  (jiie  liabla- 
réoios  mas  adelante,  cuanto  porque  la  presente  supcrHciu  cumple  evi- 
dentemente (núm.  181)  con  la  condición  de  que  dos  jcneratrices  infinitn- 
mentc  próximas  se  hallan  en  el  mismo  plano.  Para  representar  gráfi- 
camente esta  superficie,  podríamos  desde  luego  trazar  la  hélice 

(AgyJe,ínA,  A’g’y’ÍV-lVA”) , 

y en  seguida,  construir  sus  tanjeiites  a los  diversos  puntos  (A,  A’},  (g, 
€')>  (y.  ■/’)•—!  cómodo  y mas  exacto  determiimr  estas 

rectas,  indagando  inmediatamente  sus  trazas  sobre  el  plano  horizontal 
de  proyección,  y sobre  otro  plano  horizontal  a’A’V’  elevado  sobre  el 
primero,  una  cantidad  A’ A”  igual  al  paso  de  la  hélice;  porque  entónces 
la  proyección  vertical  de  esta  hélice  estará  directamente  formada  por 
las  intersecciones  subcesivas  de  estas  diversas  jeneratrices,  con  tal  que 
sean  en  bastante  número.  Pero  sabemos  ya  (núm.  453)  que  las  tra- 
zas horizontales  de  estas  rectas  están  situadas  sobre  la  voluta  del  cír- 
culo ABCDEF,....  que  se  construye  tomando  sobre  las  tanjentes  a 
la  base  del  cilindro,  las  distancias 


gB=Ag,  yC=Ay,  dD=Ad 

En  seguida,  para  tener  sus  trazos  sobre  el  plano  superior  a’ A’’,  obser- 
varémos  que  la  recta  incógnita  (Aa  A’a’)  que  será  tanjente  a la  hélice 
en  el  punto  (A,  A’),  debe  formar  con  la  vertical  un  ángulo  determinado 
(núm.  450)  por  la  relación 


tanj.  A”A’a’ 


= r,  o bien 
k 


X"a'  2nR 
A A’~  h ' 


y como  hemos  tomado  a A”A’=/i,  resulta  de  aquí  que  A’’«’=2nR,  es 
decir,  que  el  intervalo  desconocido  A'V  o Aa  debe  ser  igual  a la  cir- 
cunferencia cuyo  radio  es  OA,  lo  cual  nosproporciona  el  construir  inme- 
diatamente la  primera  jeneratriz  (Aa,  A’a’)  del  helizoide.  Por  otra 
parte,  en  las  diversas  posiciones  que  tomará  esta  recta  móvil,  la  porción 
comprehendida  entro  los  planos  horizontales  L’A’  y a’ A”,  conservará 
una  lonjitud  intariable,  puesto  que  siempre  tendrá  una  inclinación 
constante  (núm.  450)  con  estos  planos  paralelos;  será  asi  mismo  evi- 
dente, respecto  a las  proyecciones  horizontales  de  estas  porciones  de 
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jcncratrices,  que  permanecerán  iguales  en  lonjitud  a Aa.  Por  consi- 
guiente, si  partiendo  de  la  voluta  inferior  ABCDEF,....  tomamos  sobre 
los  tanjentes  del  círculo,  las  lonjitudes 

Aa,  B6,  Ce,  Dd,  E«,  F/, 

iguales  todas  a la  circunferencia  O A rectificada;  y si  en  seguida  proyec- 
tamos los  diversos  puntos  a,  h,  c,  d,  e....  al  plano  horizontal  superior 
a’ A”,  al  propio  tiempo  que  las  estremidades  inferiores  A,  B,  C,  D,  E..:. 
a la  linea  de  tierra,  podremos  construir  inmediatamente  las  proyeccio- 
nes verticales 


AV,  B’A’,  CV,  D’íT,  EV,  F'f, 

de  las  jeneratrices  del  helizoide;  y estas  rectas,  por  medio  de  sus  inter- 
secciones consecutivas,  espresarán  la  misma  hélice  A’S'y’JV>lVA”  a 
que  debian  ser  tanjentes. 

457.  La  curbo  ahedef,....  que  es  la  proyección  horizontal  do  la  traza  fie.  su. 
del  helizoide  sobre  el  plano  superior  a’A”,  es  necesariamente  una  voluta 

del  círculo  OA,  simétrica  con  la  primera  ABCDE....  Con  efecto,  ya  que 
la  recta  Díd,  par  ejemplo,  es  igual  a la  circunferencia  total,  y que  la 
parte  iguala  al  arco  Ad,  es  preciso  que  el  resto  di  sea  también 
igual  al  arco  d<lnA;  y así  es  que  esta  espiral,  situada  en  el  plano  supe- 
rior tt’A”,  vendrá  a terminarse  en  el  punto  (A,  A”),  si  nos  limitamos, 
como  en  el  precedente  depurado,  a considerar  una  sola  revolución  de 
la  jencratriz  móvil. 

458.  Según  esto,  podremos  con  facilidad  construir  en  reitere  la  su- 
perficie que  acabamos  de  describir;  porque,  tomando  dos  planchas  y 
trazando  sobre  ellas  las  dos  espirales  ABCDEF,....  abedef,.,..  y colo- 
cándolas en  una  situación  paralela  y simétrica,  por  medio  de  varillas 
verticales,  será  suficiente  tender  hilos  que  reúnan  los  puntos  corres- 
pondientes Ay  a,  B y 6,  C y c,  D y d,....  y el  conjuntos  de  estos 
hilos  rectilíneos  representará  el  helizoide  desarrollablc,  cuya  arista  de 
retroceso  (núm.  178)  será  la  hélice  figurada  también  por  las  interseccio- 
nes consecutivas  de  estos  miamos  hilos.  Si  ademas,  sustraemos  de  la 
plancha  superior,  el  interior  de  la  circunferencia  OA,  percibirémos  mui 
sensiblemente  esta  hélice  en  forma  de  arista  saliente;  lo  cual  justificará 

34 
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u los  ojos  dcl  espectador,  la  dcnominacioD  dada  en  todas  las  sn- 
perñcics  desarrollables,  a la  curba  formada  por  las  intersecciones  de 
las  jcneratriccs,  que  es  la  que  divide  a la  superñcic  en  do»  napa» 
distintas,  pero  reunidas  por  un  retroceso  en  todo  el  largo  de  esta 
curba. 

iG.%.  459.  Para  manifestar  ahora  esta  importante  circunstancia  del  retro- 

ceso, construyamos  la  sección  dada  al  helizoide  con  un  plano  horizontal 
cualquiera  X’Y’.  Proyectando  sobre  el  plano  inferior  los  puntos  de  en- 
cuentro de  X’Y’  con  las  proyecciones  verticales  de  las  jeneratrices,  ol>- 
tendrémos  una  espiral  compuesta  de  dos  ramas  XWd  y AZY,  coloca- 
das una  sobre  la  napa  superior,  formada  por  las  porciones  de  jeneratri- 
ces  situadas  encima  de  sus  puntos  de  contacto  con  la  hélice,  y la  otra 
sobre  la  napa  inferior;  decimos  que  esta  esjúral  es  también  una  voluta 
del  círculo  OA.  Con  efecto,  sí  el  plano  X’Y’  se  ha  tirado,  por  ejemplo, 
por  el  medio  A’  de  la  altura  A’A”,  dicho  plano  cortarft  a todas  lasjene- 
ratrices  en  dos  partes  iguales;  de  modo  que  su  punto  de  sección  con 
la  recta  (Dd,  D’<f ) estará  situado  de  tal  modo  que  DW  será  igual  a la 
semi-circnnferencia  AdA:  pero  supuesto  que  ya  es  la  parte  Dd=Ad,  se 
seguirá  de  aquí  que  el  reato  dW  igualará  al  arco  dA;  así  mismo  halla- 
remos que  AX=AdA  y pZ=pA....  Luego  la  sección  XWAZY  es  una 
voluta  dcl  círculo  OA,  que  tiene  por  oríjen  al  punto  A;  y la  forma  de 
esta  espiral  en  este  punto,  nos  manifiesta  bien  claramente  el  retroceso 
que  presentan  las  dos  napas  de  la  superficie,  cuando  se  aproximan  a 
la  hélice. 

4G0.  Veamos  ahora  cuales  serán  las  secciones  producidas  en  el 
helizoide,  por  un  cilindro  FVVZ^j  concéntrico  con  el  que  contiene  a la 
hélice  primitiva.  Para  esto,  tomemos  en  consideración,  en  primer  lugar, 

los  puntos  F,  a,  0 en  que  el  círculo  FWZ/?  corta  a las  porciones 

inferiores  de  las  jeneratrices  sobre  el  plano  horizontal,  y refiramos  estos 
puntos  a las  proyecciones  verticales  de  las  mismas  rectos;  hagamos  en 
seguida  la  misma  operación  respecto  a los  puntos  ]<],  W,.,.,  en  que 
las  porciones  superiores  de  las  jeneratrices  son  encontradas  por  el  ci- 
lindro propuesto,  y hallaremos  las  dos  curbas 

(FaOZw,  F’a’ÍTZ’w’)  y UjjW?/;,  4’vi’\V?’p’) , 
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situadas  una  sobre  la  napa  inferior  del  hclizoide,  y otra  sobre  la  napa 
superior,  que  también  serán  hélices  del  mismo que  la  hélice  (ASyd, 
A’S’yí’).  Con  efecto,  los  porciones  de  jeneratrices  (ifF,  t’F’),  (,!«,  A’a’), 
(n6,  n’0’),....  son  todas  de  la  misma  lonjitud,  supuesto  que  están  proyec- 
tadas sobre  rectas  evidentemente  iguales  9F=,la=n9 y que  su  in- 

clinación sobre  el  plano  horizontal  es  constante.  Luego,  cuando  la 
recta  indefinida  {^F,  <(>’F’)  recorra  la  hélice  dada,  permaneciéndole 
tánjante  en  su  estremidad  móvil  (¡p,  ^’),  la  otra  estremidad  (F,  F’)  so 
elevará  cantidades  iguales  a las  diferencias  de  nivel  de  los  puntos 
i’f’  (')>  't’)>  ?(’)—■>  P^''°  estas  diferencias  son  proporcionales  a los 

arcos  cp/|,  ipAir,....  que  nianifíestamcnte  tienen  entre  si  la  misma  razón 
que  los  arcos  Fa,  FaO....;  por  consiguiente,  estos  últimos,  serán  también 

proporcionales  a las  ordenadas  de  los  puntos  («,  a’),  (9,  S*) y la  curba 

(Fa9,  F’a’0’)  será  asimismo  una  hélice  enyo  paso  será  igual  al  de  la  héli- 
ce (ASy,  A’S’y’);  supuesto  que  al  fin  de  una  revolución,  habrán  subido 
una  misma  cantidad  h los  dos  puntos (F,  F’)  y (?.  <r’)- 

Esta  misma  proposición  la  demostraremos  de  un  modo  análogo,  res- 
pecto a la  sección  (5^W,  5’'v]”VV’). 

461.  Será  bueno  observemos  aquí,  como  una  consecuencia  inme- 
diata de  lo  que  precede,  que  cuando  una  recta  móvil  indefinida  (F<p/, 
F'f'f)  reshala  sobre  una  hélice  (ASyí....,  A’S’y’í’....),  siéndole  siempre 
tanjente  en  un  mismo  punto  que  permanece  invariable  en  la  recta  móvil, 
cualquiera  otro  punto  (F,  F’)  de  esta  última  línea  describe  también 
(uúm.  460)  una  hélice  del  mismo  paso  que  la  primera.  Pero  si  la  tan- 
jeiite  rodase  sobre  la  hélice,  sin  resbalar,  de  modo  que  cada  elemento 
de  la  recta  viniese  a aplicarse  subcesivamente  sobre  los  elementos  de 
la  curba,  en  tal  caso  un  punto  cualquiera  (F,  F’)  de  la  recta  móvil,  per- 
manecerá constantemente  en  un  mismo  plano  horizontal,  y en  él  des- 
cribirá (núm.  453)  una  voluta  del  círculo  que  sirve  de  base  a la  hélice 
primitiva. 

462,  El  plano  tanjente  tirado  por  un  punto  cualquiera  (0, 6’)  del 
helizoide  es  el  mismo  que  en  cualquiera  otro  punto  de  la  jeneratriz 
(P.'p,  P’9’p’),  según  lo  hemos  demostrado  (núm.  177)  respecto  a toda 
superficie  desarrollable : luego  el  plano  pedido  contendrá  a la  tanjente 
PV  de  la  espiral  ABCLP,  y esta  recta  será  precisamente  la  traza  hori- 
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zontal  de  este  plano  tanjente,  qne  de  este  modo  quedará  auficiente- 
inente  determinado.  Observemos,  .ademas,  que  como  la  línea  Pn  tan- 
jcute  a la  involuta  Ag/ln,  es  siempre  normal  (núra.  197}  a la  voluta 
ABCLP;  síguese  de  aquí  que  la  traza  PV  del  plano  tanjente  será 
perpendicular  a la  jenerutriz  (Prt,  PV),  y que  según  esto  este  plano 
contendrá  al  radio  (Ort,  OV)  del  cilindro.  De  aquí  podemos  concluir 
que  el  plano  tanjente  del  helizoide  queda  determinado  por  la  jeneratriz 
sobre  que  está  colocado  el  punto  dado,  y por  el  radio  del  cilindro 
que  termina  en  el  punto  de  contacto  de  esta  jeneratriz  con  la  arista  de 
retroceso. 

463.  De  aquí  resulta  evidentemente,  que  los  planos  tanjentes  del 
helizoide  forman,  con  el  plano  horizontal,  un  ángulo  constanU  que  es 
igual  a la  inclinación  de  la  tanjente  a la  hélice  primitiva.  Ademas,  como 
cada  plano  tanjente,  tal  como  el  nPV,  contiene  a dos  jeneratices  infini- 
tamente próximas,  que  son  tanjentes  a la  hélice,  este  plano  no  es  otra 
cosa  qne-el  plano  otculador  (núro.  177)  de  esta  curba;  y por  consiguien- 
te, el  helizoide  es  la  enrohentc  de  todos  los  planos  osculadures  de 
su  arista  de  retroceso,  como  sucede  en  toda  superficie  desarrollable 
(núm.  181). 

464.  En  virtud  de  esto,  el  contorno  aparente  del  helizoide  sobre  el 
plano  vertical,  está  formado  por  las  rectas  (L/,  LT),  (Aa,  AV),  (AU, 
A”U’)  porque  el  plano  tanjente  al  largo  de  estas  jeneratriccs,  es  perpen- 
dicular al  plano  vertical:  solo  que  una  parte  de  las  dos  últimas  jenera- 
trices  está  cubierta  por  la  primera,  y por  esta  circunstancia  es  invisible. 
En  cuanto  al  contorno  aparente  sobre  el  plano  horizontal,  está  mani- 
fiestamente formado  por  la  hélice  (A5yíA,  A'S’y’*^’'^’)»  cuando  los 
planos  tanjentes  del  helizoide  al  largo  de  esta  curba  no  sean  teriicales, 
como  lo  exijiria  la  regla  jencral  del  núm.  106;  pero  esto  es  porque  aquí 
presenta  la  superficie,  por  límite  de  las  partes  visibles,  la  circunstancia 
particular  de  un  retroceso.  A este  contorno  debemos  agregar  las  espira- 
les ABCGQRS  y ahclpqrX,  que  terminan  la  porción  de  superficie  que 
nos  hemos  limitado  a considerar  aquí,  conlamiiade  omitir  la  parto  de  la 
primera  que  está  cubierta  por  la  segunda;  y en  atención  a estas  adver- 
tencias, fácil  le  será  al  lector  adquirir  un  conocimiento  perfecto  de  las 
partes  de  los  trazos  seguidos  o puntuados  que  presenta  el  actual 
depurado. 


Digitized  by  Google 


CAFITCLO  V.  FLAMOS  TAHJENTCS  A VARIAS  ■rPIRFlCIES.  369 

4C5.  Detarrollo  dd  hditoide.  Podríamos  ejecutarlo  en  el  caso  pre-  rio.  96. 
seiite,  lo  mismo  que  en  toda  superfície  desarrollable,  dividiendo  una 
curba  plana  ABCDGL  situada  sobre  la  superficie,  en  arcos  pequeños 
que  sensiblemente  se  confundan  con  sus  cuerdas;  hecho  esto,  podre- 
mos mirar  a los  sectores  elementales  proyectados  sobre  DdyC,  Ee^D, 

F;pcE como  triángulos  cuyos  lados,  conocidos  por  sus  proyecciones, 

serán  fáciles  de  valuar,  de  modo  que  si  construimos  estos  triángulos 
sobre  un  mismo  plano  y a continuación  unos  de  otros,  su  conjunto 
representará  el  desarrollo  de  la  superficie  en  cuestión.  Con  todo,  es 
preciso  confesar  que  este  sistema  de  operaciones  daría  lugar  a errores 
acumulados,  que  desaparecerían  si  con  anticipación  conociésemos  la 
forma  que  debe  tomar  en  el  desarrallo,  una  determinada  curba  dada 
sobre  la  superficie  primitiva;  que  así  es  como  lo  hemos  practicado  res- 
pecto a los  cilindros  y conos  en  los  números 243  y 251. 

466.  Pero  en  el  helizoide  dcsarrollable,  sucede  que  todas  las  hélices 
tienen  por  transformadas,  sobre  el  desarrollo,  cíenlos  concéntricos.  Con 
efecto,  si  concebimos  la  hélice  arista  de  retroceso  (A§  yí....  A’g’y’d’....), 
como  dividida  en  elementos  iguales  proyectados  sobre  Ag,6y,  yd,....  es 
fácil  notar  que  todos  los  ángulos  de  continjencia  son  iguales  entre  sí, 
en  esta  línea  de  doble  curbatura;  porque  el  que  está  proyectado  sobre 
DdC,  combinado  que  sea  con  la  vertical  d,  formará  un  ángulo  triedro, 
en  el  cual  permanecerán  las  mismas,  en  todos  los  puntos  de  la  hélice,  dos 
caras  y el  ángulo  diedro.  Pero  estos  ángulos  de  contiiijeucin,  que  jeueral- 
mente  varían  de  magnitud  en  una  curba  cualquiera  trazada  sobre  una 
superñcio  que  se  desarrolla,  permanecerán  inrariahles  cuando  se  trate 
de  la  arista  de  retroceso  (iiúm.  279,  nota);  luego  la  hélice  (Agyd.... 
A'S’y'd’....)  se  transformará  en  una  curba  plana,  cuyos  ángulos  de  con- 
tinjencia, respecto  a arcos  de  la  misma  lonjitud,  serán  iguales  entre  sí; 
por  consiguiente,  esta  transformada  tendrá  una  curbatura  uniforme  (núm. 

198},  y según  esto  será  un  círculo. 

Respecto  a otra  hélice  (FaOZw,  F’a’O’Z’u’)  situada  sobre  el  mismo 
helizoide,  obtendremos  también  su  transformada  trazando  en  el  desa- 
rrollo, tanjentes  al  cíenlo  en  que  se  habrá  cambiado  la  hélice  (Agy...., 
A'g’y'....),  y tomando  estas  tanjentes  ignales  a las  porciones  de  jenera- 
trices  (tiíF,  ^F’),  (á«,  áV)>  (<^>  tt  9’)> I*ero  como  estas  últimas  rectas 
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tienen  todas  la  misma  lonjitad  (núm.  460),  evidentemente  sucederá  que 
sns  estremidades  terminarán  en  una  circunferencia  concéntrica  con  la 
precedente;  luego  &a. 

pig.96.  467.  Para  hacer  que  esta  propiedad  de  las  hélices  sirva  para  el 

desarrollo  del  helizoide  sobre  uuo  de  sus  planos  tanjentes,  elejirémos 
el  plano  LL’A’  que  es  perpendicular  al  plano  vertical,  y que  contiene  a 
las  dos  rectas  (LA,  L’A’)  y (4'ai>  L’a’)  que  son  tanjentes  \ las  dos  hélices 
proyectadas  sobre  AgA  y Fo9.  Y como  estas  rectas  deberán  ser  tanjen- 
tes a los  dos  círculos  en  que  se  transformarán  las  dos  hélices,  no  habrá 
mas  que  abatir  este  plano  al  rededor  LL',  con  las  dos  tanjentes  de  que 
se  trata,  que  se  convertirán  evidentemente  en  LA”  y 4^”;  levantar  en  se- 
guida sobre  estas  últimas  líneas  las  perpendiculares  A”0”  y a”0”,  que 
determinarán  el  centro  O”  y los  radios  de  estas  dos  transformadas 
circulares. 

PIO.  96  Sentado  esto,  describamos  en  la  Jig-  97  con  un  radio  O, As  igual  a 
* la  recta  0”A”  de  la  96,  una  circunferencia,  sobre  la  cual  será  pre- 
ciso señalar  arcos  que  tengan  la  misma  loiijitud  que  los  arcos  de  hélice 
proyectados  sobre  Ag,  gy,  yí....  Y como  laBcmi-hélice{AgyX,  A’g’y’A’) 
es  de  lonjitud  igual  (núm.  449)  a su  tanjente  (LA,  L’A’),  trazaremos  la 
tanjente  As^s  igual  a A’L’;  y después  de  haber  dividido  a esta  recta 
AsLs,  en  ocho  partes  iguales,  las  referirémoe  a la  circunferencia,  desde 
As  hasta  A,  y A,;  y hecho  esto,  el  arco  de  círculo  A¡\¡A„  será  la  trans- 
Jormadade  toda  la  espira  (AgyAA,  A’g’y’A’ A”).  Tirarémos  en  seguida 
las  tanjentes  ggB,,  ysC,,  dsDj,....  que  haremos  iguales  a 1,  2, 3,....  de  las 
divisiones  de  AsLf,  y estas  serán  las  verdaderas  lonjitudes  de  las  jene- 
ratriccs  del  helizoide,  comprchendidas  desde  la  arista  do  retroceso  hasta 
el  plano  horizontal;  de  modo  que  la  najm  inferior  de  esta  supcrñcic 
estará  desarrollada  según  la  forma 

t 

■AjgjyjAíAsUjTjLjCjBjAj, 

cuyo  contorno  esteriores  evidentemente  la  voluta  del  cíenlo  A^AjA,,  en 
tanto  que  la  circnnferencia  será  la  tranformada  de  la  otra 

hélice  (FaOiii,  F’a’G’ai’).  En  cuanto  al  desarrollo  de  la  napa  superior  del 
helizoide,  le  obtendrémos  prolongando  cada  jeneratriz  F,(p„  do  modo 
que  su  lonjitud  total  F,f¡  iguale  ol  duplo  de  LjA,. 
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468.  Hubiéramos  podido  evitar  el  recurrir  a la  segunda  hélice 
(FíxO,  F’a'O'),  para  hallar  el  radio  del  círculo  en  que  se  trans- 

forma la  hélice  primitiva  (A§y/l,  A’o’yU’).  teniendo  presente  que  este 
radio  debe  precisamente  set  c\  radio  de  curbatura  ('núm.  198)  de  esta 
última  hélice;  porque  en  el  desarrollo  do  una  superficie  dcsarrollable, 
sabemos  (nota  del  núm.  179)  que  la  arista  de  retroceso  conserva  los 
mismos  ángulos  de  continjencia  que  anteriormente,  asi  como  también 
los  arcos  de  la  misma  lonjitud;de  modo  que  será  la  misma  su  curbatura, 
y solamente  pierdo  su  torsión,  según  mas  detalladamente  lo  esplicaré- 
mos  en  el  núm.  654.  Veremos  ademas  en  el  núm.  676  que  la  fórmula 
siguiente  nos  da  a conocer  el  radio  de  curbatura  de  nna  hélice 

p=R(l  -I-  tanj.’ai) 

en  la  que  w espresa  el  ángulo  de  la  tanjente  a la  hélice  con  el  plano  de 
la  base  ortogonal  del  cilindro,  y R el  radio  de  esta  superficie  (*).  Esta 
espresion  es  susceptible  de  una  construcción  mui  sencilla;  purque  si  por 
el  punto  E’  de  la  fig.  96,  y paralelamente  a la  tanjente  L’,t’  tiramos  la 


(* ) Si  querenw»  hallar  directamente  estafórmula,  podremoi  epiplear 
el  medio  siguiente  que  nos  ha  comunicado  M.  Catalan,  repetidor  en  la 
Escuela  Politécnica^  Sean  MP  y PQ,  (fig.  98)  las  proyecciones  de  dos 
elementos  iguales  de  la  hélice,  correspondientes  al  punto  (V , P')  en  el 
cual  el  plano  osculador  contiene  (núm.  463)  al  radio  (PO,  P’)  del  cilin- 
dro, y proyecta  estos  dos  elementos,  sobre  la  recta  M’P’Q,’  que  forma  el 
ángulo  u con  la  base  del  cilindra.  Si  hacemos  jirar  este  plano  osculador 
al  rededor  déla  recta  (PO,  P’),  hasta  que  llegue  a ser  horizontal,  los 
dos  elementos  se  habrán  abatido  según  P;n  y Pj;  levantando  en  seguida 
perpendiculares  en  sus  medios,  el  radio  de  curbatura  de  la  hélice  estará 
representado  por  Ptu  o i PF.  Pero  tenemos  evidentemente  que 


2p  = PF  = 


(Pm/ 

TfT’ 


2R==PG  = 


(PM)« 

PH 


de  donde  deducimos,  observando  que  PM  es  la  proyección  de  la  recta 
P’M’=P«,  que 
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recta  E’l’  y sobre  ella  levantamos  la  perpendicular  I’K’,  la  coiiipora- 
cion  de  los  triángulos  rectángulos  nos  conducirá  fácilmente  a la  relación 

A’K’=A’E’  tanj,’íii=R  tanj.*u; 

de  donde  se  sigue  que  el  radio  de  curbatura  de  la  hélice  es  p=E’K’. 

Por  consiguiente,  con  esta  lonjitud,  que  debe  ser  igual  a es 

con  la  que  deberemos'  describir  el  círculo  de  la  fig.  97;  y cu  seguida,  las 
otras  operaciones  gráficas  se  efectuarán  como  anteriormente. 


CAPITULO  II. 


De  las  epicicloides. 


Lam.  45.  469.  Se  dice  que  una  curba  móvil  xaij  rueda  sobre  una  curba  fija 
Fio.  I.  cuando  se  aplican  respectivamente  unos  sobre  otros  los  elemen- 


PL_ 

K “ \^PAÍ 


Y=-J_  = 


1 -|-  tanj.^tn. 


d» 

Podríamos  tambienrelacionar  estemetodo  con  la fórmula  jeneral  p=  — 

hallada  en  el  núm.  198,  ohserrando  que  aquí  el  ángulo  de  cmtinjencia 
tiene  por  verdedera  magnitud  al  suplemento  de  wiP^;  y asi  resultará 
evidentemente  que 

Pm  /180“— e\  , , (PM)*  ds^cos.‘u, 

PU  - j = *««  4 e = J y PH  = 

de  donde  concluiremos  que 

dscos.\s  R r»  /I  , 1 -3  \ 

• “ -TT-  o >= 

lo  f/ue  justifica  la  construcción  empleada  en  el  testo. 
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tos  iguales  ai=AB,  bc=hC,  cd—CD,....  de  modo  que  el  punto  b lleffue 
a coincidir  con  B,  en  seguida  c con  C,  d con  1),  y así  de  los  demas. 

Esto  equivale  a decir  que  el  lugar  de  contacto  que  cu  la  actualidad  se 
halla  en  A y a,  debe  recorrer,  en  el  mismo  tiempo,  espacios  iguales 
sobre  la.sdos  curbas  a la  vez;  en  tanto  que  si  estos  espacios  fuesen  desi- 
guales, y el  punto  ¿viniese  n coincidir  con  C,  Imbria  a un  mismo  tiempo 
ruedo  y desliz  de  una  ctirba  sobre  otra;  en  fin,  no  Imbria  sino  un  simple 
desliz,  sin  ninguna  rotación,  si  solo  el  mismo  punto  a de  la  curba  móvil 
fuese  el  que  coincidiese  subccsivamentc  con  B,  C,  D....  Estas  distin- 
ciones se  ajilican  tanto  u las  curbas  gaiisas  como  a las  que  están 
situadas  sobre  un  mismo  plano  o en  planos  diferentes,  con  tal  que  la 
curba  móvil  tenga  siempre  una  tanjente  común  con  la  curba  fija. 

470.  Durante  la  rotación  de  la  curba  xeuj,  un  punto  cualquiera  m 
fijo  sobre  esta  línea  móvil  y arrastrado  por  ella,  describirá  en  el  espacio 
otra  curba  mz  que  vamos  a enseñar  a construir  en  varios  ejemplos; 
pero  en  todos  casos,  la  tanjente  vit  relativa  a una  posición  cualquiera, 
será  perpendicular  a la  recta  Am  que  une  ul  punto  jenerador 

con  el  punto  de  contacto  correspondiente.  Con  efecto,  cuando  las  dos 
curbas  xt/  y XY  se  tocan  en  A,  tienen  en  este  sitio  un  elemento  común 
AA’¡  pero  mientras  que  los  dos  elementos  confundidos  de  esto  modo 
se  separan,  y hasta  que  los  elementos  vecinos  ah  y AB  hayan  llegado 
a coincidir,  permanece  inmóeil  el  vértice  A,  y el  punto  jenerador  m 
describe  un  arco  mm'  iiifinitumente  pequeño  y patentemente  situado 
sobre  la  esfera  del  radio  Am.  Luego  la  tanjente  mt,  que  debe  ser  la 
prolongación  de  este  elemento  mm',  será  perpendicular  a la  recta  Am, 
y esta  será  también  normal  a la  curba  mm'z.  Por  otra  [>arte,  vemos  <]uc 
este  mismo  raciocinio  se  aplicaría  a cualquier  punto  n que,  sin  estar  si- 
tuado sobre  el  perímetro  de  la  curba  rodadura  xy,  estuviese  unido  fija- 
mente con  ella  y describiese  otra  curba  nn',  cuya  normal  sería  también 
An:  luego,  en  todos  casos,  la  recta  que  une  el  punto  de  contacto  dt  la 
curba  rodadora  con  el  punto  Jenerador,  es  una  ríOR.MAL  a la  curba  que 
describe  este  último  punto. 

Si  quisiéramos  conservar  a la  demostración  precedente  todo  el  rigor  no.  ■->. 
de  forma  de  que  es  susceptible,  sería  preciso,  en  primer  lugar,  substi- 
tuir a las  dos  curbas  xy  y XY  dos  polígonos  (fig.  2)  de  lados  respucti- 
vameute  iguales;  y haciéndolos  en  seguida  rodar  uno  sobre  otro,  de 

35 
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modo  qiio  sus  planos  formasen  entre  sí  un  ángulo  constante  o variable, 
el  punto  m describiría  una  línea  discontinua  minm”....  compuesta  de 
arcos  esféricos,  que  tendrían  sus  centros  subcesivos  en  A,  B,  C....  de 
tal  mudo,  que  la  taujentc  mt  en  el  punto  wi  sería  [lerpcndicular  n Am. 
Tero  es  evidente  que  esta  última  propiedad  subsistirá  siempre,  sea  cual 
lucre  la  magnitud  de  los  lados  y de  los  ángulos  de  los  dos  polígonos; 
solamente  que  a medida  que  aumenten  los  ángulos  y disminuyan  los  lados, 
los  arcos  mm',  disminuirán  de  loiijitud.y  dos  radios  consecutivos 

estarán  mas  próximos  a ser  iguales,  lo  que  hace  que  la  líne.a  mm'm".... 
se  aproxime  cada  vez  mas  a una  curba  continua.  Luego,  supuesto  que  en 
todas  estas  variaciones,  el  ángulo  Amt  permanece  coiistantemeiite  recto, 
sucederá  también  lo  mismo  cuando  los  dos  polígonos  se  hayan  convertido 
en  dos  curbas  cualesquiera,  por  ejemplo  en  dos  círculos;  y así,  en  este 
último  estado,  la  curba  continua  descrita  por  el  punto  m,  tendrá  por 
taiijcute  en  ni,  a una  recta  perpendicular  a Am. 

Epicicloides  planos. 

,,iM.  45.  471.  Privifr  CASO.  Considerénios  un  círciilomóvil  O’  que  ruede 

e.steriormciitc  sobro  un  círculo  fijo  O,  permauccicudo  siempre  en  el 
mismo  plano  que  este  último,  y adoptemos  por  punto  jenerador  el 
punto  actual  do  contacto  D de  estas  dos  circunferencias.  Cuando 
el  círculo  O’  haya  rodado  hosta  tocar  al  otro  en  un  punto  cualquiera 
A„  liallarémos  la  posición  correspondiente  M del  punto  jenerador 
T),  describiendo  desde  el  punto  0\,  como  centro  y con  el  radio  O’D, 
una  circunferencia  sobre  la  que  tomaremos  un  arco  A,M  de  la  misma 
loiijitud  absoluta  que  el  orco  AjD,  lo  que  se  efectuará  midiendo  este  úl- 
timo por  medio  de  una  abertura  mui  pequeña  de  compás.  Pero  estas 
operaciones  se  ejecutan  con  mas  rapidez,  si  se  ha  tenido  cuidado  prime- 
ramente de  dividir  la  circunferencia  móvil  en  partes  iguales,  y repe- 
tirlas sobre  la  circunferencia  fija  segnn  DA„  A,Aj,  A,A,....;  porque  en- 
tónces  bastará  describir  dos  arcos  de  círculo,  uno  de.sdc  el  cetitro  0\ 
con  un  radio  0’.M=0'D,  y el  otro  desde  el  centro  A.M  igual  a la  curba 
D4  del  círculo  primitivo  O’.  Efectuando  otras  construcciones  semejan- 
tes en  los  demás  puntos  de  contacto  A„  A,,....  nos  permitirán  trazar 
fácilmente  la  curba  D.MGF  llamada  EPiciCLOtDF.  esterior,  que  compre- 
hende  una  infinidad  de  ramas  idénticas  a la  que  acabamos  de  citar. 
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y qiic  8C  unen  unas  con  otras  por  medio  de  puntos  de  retroceso  como 
los  D y P'. 

472.  La  tanjentc  en  el  punto  M de  esta  curba,  será  precisamente  la 

recta  MT  cuerda  suplementaria  de  MA„  pues  sabemos  (núm.  470)  que 
esta  última  es  normal  a la  epicicloide.  Esta  propiedad  nos  da  un  me- 
dio mucho  mas  sencillo  para  el  trazado  del  engargante  de  las  ruedas,  y 
bastante  exacto  para  este  objeto,  porque  si  describimos  diversos  arcos  do 
círculo  que  tengan  por  centros  a A¡,  A,,....  y por  radios  a las  cnerdas 

DI,  D2,  Dd....  del  círculo  primitivo  O’;  y si  en  seguida  trazamos  una 
curba  envolvente  de  todos  estos  arcos,  esta  envolvente  será  precisamente 
la  epicicloide DMGF,  en  virtud  deque  sus  cuerdas,  maniñcstaniente  in- 
dican (nútn.  470)  las  lonjitudesde  las  nor/nn/cs  tales  como  MA,quc  ter- 
minan en  los  puntos  subcesivos  de  contacto  A„  A„  A,....  del  círculo 
móvil.  Esto  es  el  método  propuesto  por  M.  Voncelct. 

473.  Podriamos  adoptar  un  pnnto  jenerador  D’  situado  fuera  del 
círculo  móvil,  pero  unido  con  él  de  un  modo  invariable.  En  este  caso, 
el  pnnto  D'  describiria  una  curba  de  nudo  D'M'G’,.-<  que  se  llama 
epicicloide  dilatada,  y se  construye  tomando  sobre  cada  radio  O’, M,  de- 
terminado como  cu  el  núm.  471,  una  distancia  MM’=DD'.  La  recta 
A4M’  será  aun  (núm.  470)  normal  a esta  curba;  y así  la  tanjentc 
M’T’  deberá  tirarse  pcrpendiculartueute  a A,M‘. 

Si  el  punto  jenerador  D”  estuviese  dentro  del  círculo  móvil,  la  curba 
descrita  en  este  caso  sería  una  epicicloide  acortada  D’'M”G”,  que  ten- 
drá puntos  de  inflexión  en  lugar  de  un  nudo.  Un  punto  cualquiera  M” 
de  esta  curba  se  obtendrá  también  tomando,  sobre  el  radio  0\M,  cons- 
truido como  en  el  núm.  471,  una  distancia  MM”=DD”;  y en  seguida 
la  recta  A,M”  será  (núm.  470)  normal  a esta  epicicloide,  de  aquí 
deducirémos  inmediatamente  la  tanjente  M”T”. 

474.  SkíU'.ndo  caso.  Cuando  el  círculo  móvil  O’  rueda  en  la  conca-L,„.  45, 
vidad  del  círculo  fijo  O,  y el  primero  tiene  un  radio  R’  < J R,  el  punto 
jenerador  D describe  una  epicicloide  interior  que  presenta  la  forma 
DGF,  y que  en  lo  demas  se  construye  como  anteriormente.  Si  elijiésc- 

mos  el  radio  R’=^R,  como  en  la  Jig.  5,  la  curba  DMFD’F’  tendrá  una 
forma  y cquacion  enteramente  semejante  a la  de  la  cvoluta  de  la  elipse 
{Jig.  76),  con  solo  la  diferencia  de  qtie  los  cuatro  puntos  do  retroceso 
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ostariai)  aquí  colocndoB  a igual  distancia  del  contro  (véase  la  nota  dcl 
. m'iin.  492). 

475.  Epicicloide  rtctUinca.  Esto  caso  mui  particular  y útil  para  los 
engargantes  de  ruedas,  ocurre  cuando  se  dije  el  radio  dcl  círculo  móvil 
Il”=4R;  porque  entúnces  la  epicicloide  descrita  por  un  punto  del  cír- 
culo O”  se  halla  amfundidu  con  el  diámetro  D”OD  que  pasa  por  la 
posición  inicial  D"  <lel  punto  jcncrador.  Con  efecto,  si  consideramos  al 
círculo  móvil  en  una  época  cualquiera  de  su  rotación,  en  que  toque  al 
círculo  O en  A y que  corte  al  diámetro  D”0  en  M,  bastará  probar 
qnc  los  arcos  AM  y AD”  son  iguales  en  magnitud  absoluta,  puesto 
que  entonces  será  cierto  que  el  punto  jeucrador  colocado  primeramente 
en  D”,  habrá  llegado  a M sobre  el  diámetro  D”0.  Pero  el  ángulo  AO”M 
es  evidentemente  duplo  de  AOü”;  luego  los  arcos  AM  y AD”  serán 
también  duplos  uno  de  otro,  respecto  ul  número  de  grados  que  contie- 
nen; pero  el  primero  de  estos  arcos  pertenece  n una  circunferencia  que 
es  la  mitad  de  la  otra;  luego  la  lonjitiid  absoluta  de  AM  iguala  a la 
de  AD.  ^ 

Lam.  45.  476.  Tercer  caso.  Supongamos  ahora  que  el  círculo  móvil  O’  que 
KiG.  1,  ,.„eda  en  |a  concavidad  del  círculo  O,  tenga  un  radio  R’  > ¿R;  decimos 
que  la  epicicloide  DGE,  que  describe  entónces  el  punto  jeuerador  D, 
coincidirá  con  la  que  doscribiria  otro  tercer  círculo  O”  que  tuviese  un 
radio  R”=R=R’,  y que  rodase  en  sentido  contraria  de  O'.  Para  pro- 
barlo, considerarémos  que  el  círculo  móvil  O’  ha  llegado  auua  situación 
cualquiera  0’„  en  la  que  el  punto  jencrador  ocupe  una  posición  M, 
de  suerte  que  sea  el  arco  AM=AD;  tirarémos  la  recta  MO’,  y su  pa- 
ralela OB;  concluyamos  en  seguida,  ul  paralclógramo  00’,MO”,  que 
nos  dará  0”B=0”3I=R — R’,  y por  último  trazemos  el  círculo  O”. 
Hecho  esto,  no  resta  mas  que  demostrar  que  los  arcos  BM  y BD  tienen 
la  misma  lonjitud  absoluta;  ahora  bien,  loa  tres  arcos  BA,  AM  y MB,  que 
miden  ángulos  que  evidentemente  son  iguales,  deben  ser  proporciona- 
les a sus  radios,  y esto  nos  da 

BA  AM  BM 
R ~ TT  ~ R ■ ’ 

y supuesto  que  hemos  tomado  a B”  H-  R’=R,  resulta  do  aquí  que 
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BM  -|-  MA=BA;  pero  sabemos  ya  qne  el  arco  AM=AD;  luego  nos 
queda  que  BM=BD. 

477.  Cuarto  caso.  En  fin,  supongamos  qne  el  círculo  móvil  O’  tenga 
iin  radio -R’;,  II,  y entóneos  envolverá  al  círculo  fijo.  En  este  caso,  la 
epicicloide  descrita  por  el  punto  jenerador  D será  esterior,  y cada  rama 
DGE  ocupará  sobre  el  círculo  fijo,  un  arco  DEF  igual  al  csceso  de  la 
circunferencia  O’  sobre  la  circunferencia  O.  Ademas,  demostráremos 
fácilmente,  como  lo  hicimos  en  el  núm.  476,  que  esta  epicicloide  DGF 
coincide  con  la  que  describiria  un  círculo  O”  tanjente  esturiorniente  al 
círculo  ü,  y cuyo  radio  fuese  R”=R’ — R. 

478.  Cu.Tiido  suponemos  infinito  el  radio  R del  círculo  fijo,  este  no.  8. 
círculo  80  convierte  en  una  recta  DAF,  sobre  la  que  rueda  el  círculo 

O’;  y un  punto  cualquiera  M de  la  circunferencia  de  este  último,  des- 
cribe en  este  caso  la  cicloide  DMGF,  cuya  normal  es  también  MA  y la 
tanjente  MT.  La  construcción  de  esta  curba  se  efectuará  fácilmento 
por  los  medios  indicados  en  el  núm.  471;  ademas,  la  cicloide  será  dila- 
tada o acortada,  como  en  el  núm.  473,  cuando  el  punto  jenerador  esté 
colocado  fuera  o dentro  del  circulo  móvil. 

479.  Por  el  contrario,  si  es  el  círculo  móvil  el  que  adquiere  el  radio  vio.  9. 
infinito,  este  círculo  se  convertirá  en  una  recta  indefinida  D.X  que,  ro- 
dando sobre  la  circunferencia  O,  describirá  con  cada  uno  de  sus  punto  D, 

una  espiral  que  no  es  otra  cosaque  \a.rioluta  del  circulo 

O (núm.  197).^Como  ademas,  las  normales  M’A’,  M”A”....  son  precisa- 
mente ios  radios  de  curbatnra  (núm.  198)  de  esta  espiral,  si  desde  los 
puntos  A',  A”,  A’"....  describimos  con  radios  iguales  a Da’,  Da”,  Da’”.... 
orcos  de  círculo,  estos  arcos  se  confundirán  en  una  eslensiou  bastante 
considerable  con  la  misma  espira,  y nos  darán  un  medio  mui  exacto  y 
cómodo  de  trazar  esta  curba.  • . 

■r  . , ! f _ r 

^ . 5 hlpicicloides  e^ricas.  , 

480.  Consideremos  ahora  dos  círcnlos  OA  y CA,  y supongamos  rio.  99. 
que  el  segando  do  estos  ruede  sobre  el  primero,  permaneciendo 
siempre  tanjente  a él,  poro  de  modo  que  sus  planos  formen  un  án- 
gulo constante  entre  sí  CAX=u;  dorante  esta  rotación,  un  punto  cnal- 
qoieraM,  fijo  sobre  la  circunferencia  móvil  y arrastrado  con  ella,  des- 
cribirá en  el  espacio  una  curba  DM,....qne  se  llama  epicicloide  etferica, 
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]ionjue  toda  olla  csiú  cntnramontc  situada  sobro  lasiipcrfirie  de  iiim  esfe- 
ra constante.  Con  efecto,  si  por  los  centros  de  los  dos  círculos  levantamos 
a sus  planos  las  perpendiculares  OS  y CS,  estos  dos  lyV*  irán  precisa- 
mente a encontrarse  en  cada  una  de  las  posiciones  del  círculo  móvil; 
porque  respecto  a cada  punto, do  contacto,  tal  como  A,  los  planos  .\0,S 
y ACS  serán  evidentemente  perpendiculares  a la  taiijeiite  común  AV, 
y en  virtud  de  t.sto  coincidirán.  Ademas,  como  el  ángulo  OAC  es  suple- 
mento de  CAX=<ii  que  permanece  constante  miéntras  dura  la  rotación, 
síguese  de  aquí  ipie  el  cuadrilátero  0.\CS  tendrá  dos  lados  y tres  ángu- 
los cuya  magnitud  permanecerá  invariable,}'  consiguientemente  sucederá 
lo  mismo  con  los  lados  OS  y CS  cuyo  punto  do  encuentro  S permane- 
cerá inmoril;  de  aquí  resulta  que  la  distancia  de  este  punto  S al  punto 
móvil  M,  será  constantemente  igual  a S.\,  y que  en  virtud  de  esto, 
toda  la  epicicloide  estará  situada  sobre  la  esfera  que  tenga  a por 
radio. 

481.  Ademas,  si  nos  imajinamos  dos  conos  de  revolución,  que  ten- 
gan por  cúspide  común  al  punto  S y por  bases  a los  círcidos  OAy  CA, 
es  evidente  que  estos  conos  tendrán  nn  plano  tanjente  É5AV;  y por 
consiguiento  la  jeneracion  de  la  epicicloide  puede  enunciarse  del  modo 
siguiente:  si  dos  conos  de  revolución,  que  constantemente  timen  la  misma 
cúspide  y jenerat rices  de  la  misma  lonjitud,  ruedan  uno  seibre  otro,  sin 
resbalar,  y permaneciendo  tanjentes  al  largo  de  una  jeneratriz  variable, 
iin  punto  cualquiera.  Jijo  sobre  la  base  del  cono  móril,  describirá  la  curba 
llamada  epicicloide  esférica.  Con  efecto,  en  esto  debemos  ver  que  las 
circunferencias  de  las  dos  bases  serán  siempre  tanjentes,  y que  sus 
planos  conservarán  una  inclinación  constante-,  este  es  el  medio  mas 
cómodo  para  realizar  mecánicamente  estas  dos  condiciones,  miéntras 
rueda  el  círculo  móvil  sobre  el  fijo. 

ri«.  190.  482.  Construyamos  la  proyección  de  la  epicicloide  sobre  el  plano  de 
la  base  del  cono  fijo,  mirando  a este  último  como  horizontal,  y 
adoptemos  por  plano  vertical  al  que  pasa  por  el  eje  S'O  de  este  cono 
y por  el  punto  de  contacto  A de  las  dos  bases,  en  la  posición  actual 
i|ue  se  refiere  a una  época  cualquiera  del  movimiento.  En  confor- 
midad con  esto,  los  dos  conos  estarán  proyectados  vcrticolmcntc  so- 
bre los  triángulos  iguales  S’AE  y S’AB',  y la  recta  Ali’  representa- 
rá la  proyección  vertical  del  círculo  móvil  que,  abatido  al  rededor 
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de  la  tanjentc  común  AV,  so  convertirá  en  el  círculo  Awb.  Sentado 
esto,  sea  D el  oríjen  de  la  epicicloide,  e«  decir,  la  posición  que  oen- 
paria  el  punto  jetierador,  cuando  estuviese  en  contacto  con  el  círculo 
fijo  ; ahora  que  el  círculo  móvil  ha  recorrido,  rodando  sohre  el  otro, 
el  arco  DA,  el  punto  jonerndor  se  hallará  colocado  sohre  el  abati- 
miento, a una  distancia  curbilínua  Xm  igual  en  lonjitud  absoluta  al 
arco  AD  (•).  Luego,  levantando  el  círculo  A»i¿,  moviéndolo  al  rededor 
de  AV,  y observando  que  el  punto  (m,  m'),  va  ontónces  a describir  un 
arco  m’M’  que  por  ser  perpendicular  a la  charnela  AV,  estará  proyecta- 
do sobre  la  recta  in.^I  paralela  a la  línea  do  tierra,  obtendrémus  un 
punto  (M,  M’)  (lela  C)>icicloide  pedida. 

483.  Pura  hallar  otro  segundo  ponto,  será  prtíciso  que  nos  figure- 
mos que  el  círculo  móvil  ha  rodado  hasta  llegar  a tocar  al  círculo  fijo  en 
A„  por  ejemplo;  entúnces  podremos  volver  a empezar  a ejecutar  sobre 
el  plano  vertical  OA^  abatido,  operaciones  semejantes  a las  que  hemos 
ejecutado  sobre  el  |)lano  vertical  OA;  pero  será  mucho  mas  sencillo  re- 
ducir todas  las  construcciones  a que  se  efectúen  sobre  este  último. 
Para  esto,  figurémonos  que  habiendo  llegado  los  dos  conos  a tocarse  al 
largo  do  la  arista  que  termina  en  A„  jiren  simultánoaincnte  y sin  va- 
riar sus  posiciones  relativas,  a\  rededor  do  la  vertical  OS’,  hasta  que  el 
radio  0.\,  llegue  a coincidir  con  la  antigua  línea  de  tierra  OAX.  Entún- (*) 


(*)  Para  trazar  el  depurado  es  huno  jmneipiar  por  diridir  al  cír- 
culo móvil  en  partes  iguales,  medir  una  de  estas  partes  por  medio  de 
cuerdas  pequeñas;  y transportar  en  seguida  estas  sobre  el  círculo  Jijo, 
lo  que  nos  dará  un  arco  igual  a una  de  las  divisiones  del  círculo  mó- 
til. En  seguida,  repetiremos  este  arco  del  círculo  mayor  tantas  teces 
cuantas  divisiones  hnhiese  en  el  circulo  mótil,  y hallarémos  la  estension 
DAF,  que.  ocupa  una  rama  déla  epicicloide  sobre  el  circulo  Jijo.  Sin 
embargo,  ñ la  razón  de  los  dos  radios  0.\  y C’A  estuviese  espresada 
por  un  número  bastante  sencillo,  sería  mas  exacto  tomar  desde  luego, 
sobre  el  circulo  Jijo,  un  arco  D.4F  igual  a una  fracción  de  esta  circun- 
ferencia, espresada  por  esta  razón;  y en  seguida  dividiríamos  al  arco 
DAF  en  tantas  partes  iguales  cuantas  hubiésemos  señalado  en  el  círculo 
móvil. 
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CCS,  el  punto  jcncrador  estará  situado  sobre  el  círculo  móvil  abatido,  no 
yn  en  m,  sino  a una  distancia  An  igual  al  intervalo  DA^  comprehciididu 
entro  el  oríjen  D y el  punto  de  contacto  en  su  verdadera  posición  que 
es  Aj.  De  modo  que  si  construimos,  como  arriba,  las  proyecciones  IS  y N’ 
del  punto  abatido  n,  no  habrá  mas  que  hacer,  que  referir  OA  n OA^,  y 
hallar  en  seguida  un  punto  N"  colocado  relativamente  a esta  íiltima 
línea,  en  una  situación  enteramente  semejante  a la  de  N con  respecto  a 
OA;  lo  que  ejcciitarémo»  por  medio  del  círculo  dcsarito  con  la  distan- 
cia ON,  sobre  el  cual  tomaremos  clareo  I”N”  igual  a IN. 

484.  Lo  mismo  se  practicará  en  cualquiera  otra  jKisicion  del  punto 
de  contacto  de  los  dos  circuios;  y cuando  este  contacto  tenga  lugar  cu  el 
medio  K del  arco  DKF  igual  a la  circunferencia  del  círculo  móvil,  ve- 
mos claramente  que  el  punto  jcncrador  estará  abatido  en  h que  se  pro- 
yecta a B'  y B;  luego  si  referimos  esto  último  punto  a OK,  por  medio  de 
un  orco  do  círculo  BG,  obtendremos  el  artice  Gen  que  la  proyección 
horizontal  de  la  epicicloide  se  desvia  mas  del  círculo  lijo. 

Finolmente  observemos  que  loa  puntos  D,  M,  y N”,  trasladados  simé- 
tricamente al  otro  lado  deOG,  por  medio  de  arcos  do  círculo,  nos  darán 
puntos  como  F,  M’”,  N'”,  que  pertenecerán  también  a la  epicicloide, 
que  tiene  por  eje  a ,1a  recta  OG,  y admitirá  una  infinidad  de  ramas 
idénticas  con  DGF. 

485.  Las  construcciones  precedentes  nos  dan  también  medios  para 
trazar  la  proyección  vertical  de  la  epicicloide,  puesto  que  M’  pertenece 
a esta  proyección;  y en  cuanto  al  punto  (N,  N’),  que  se  ba  trasladado  a 
N'',  sin  cambiar  de  altura,  hallarémos  mui  fácilmente  su  proyección  ver- 
tical en  esta  última  situación.  Pero  no  hemos  querido  efectuar  este  tra- 
zado, temerosos  de  hacer  algo  confuso  el  depurado,  y sobre  todo  porque 
miramos  aquí  al  plano  vertical  de  proyección,  solo  como  un  medio  de 
ejecutar  las  operaciones  gráficas,  y no  como  si  realmente  existiese,  en 
virtud  de  que  su  presencia  hubiera  hecho  que  fuesen  invisibles  nna 
gran  parte  do  las  líneas  del  depurado.  Ademas,  la  epicicloide  está  sufi- 
cientemente determinada  por  la  intersección  del  cilindro  vertical  D.MGF, 
con  la  esfera  del  radio  3’.\  que  es  fácil  representar  sobre  el  plano  hori- 
zontal. 

riu.ioo.  48C.  De  la  taujenU  a la  epicicloide.  Ya  qneesta  curba  se  halla  toda 
entera  (núni.  480)  sobre  la  superficie  de  una  esfera  fija  que  tie- 
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ne  por  centro  la  cÚBpide  S’  y por  radio  el  apotema  S'A,  ol  plano  tan- 
jente  a esta  esfera  en  (M,  M’}  contendrá  a la  tanjente  pedida.  En  se- 
guida, como  hemos  demostrado  en  el  uúm.  470  que  la  recta  (AM,  AM’) 
que  une  el  punto  jenerador  con  el  punto  de  contacto  correspondiente 
A,  es  una  normal  a la  epicicloide, podemos  concluir  de  aquí  que  la  tan- 
jentc  que  buscamos  se  halla  también  en  un  plano  perpendicular  a esta 
recta,  que  puede  ser  mirado  como  el  plano  tanjente  de  una  esfera  que 
tuviese  su  ccntio  en  A,  y por  radio  a tu  recta  (AM,  AM’);  pero  esta 
segunda  esfera  es  variable  de  posición  y de  magnitud,  al  pasar  de  un 
punto  a otro  de  la  epicicloide,  y no  hace  mas  que  tocar  a esta  curba, 
con  la  cual  no  tiene  de  común  sino  un  elemento  lineal.  En  virtud  de 
esto,  el  problema  se  reduce  a indagarla  intersección  del  plano  tanjente 
a la  superficie  fija,  con  el  plano  tanjente  a la  esfera  rariable. 

487.  Para  conseguir  lo  que  acabamos  de  decir,  cortemos  a estas  dos 
esferas  con  el  plano  B’AV  que  contiene  a la  base  del  cono  móvil.  La 
sección  causada  de  este  modo  en  la  esfera  S’A,  será  evidentemente  el 
mismo  círculo  AB’;  abatámosle  según  Arnb,  y tirárnosle  la  tanjente  mP 
que,  después  de  levantada,  encontrará  al  plano  horizontal  en  P sobre  la 
chamela  .W;  y entonces  este  punto  P pertenecerá  a la  traza  horizontal 
del  plano  tanjente  de  la  esfera  S’A.  y esta  traza  será  la  recta  PT  tirada 
perpeiidicularmento  a la  proyección  OM  del  radio  que  termina  en  el 
punto  propuesto  (M,  M’}.  En  cuanto  a la  esfera  variable  cuyo  radio  es 
(AM,  AM’),  se  halla  cortada  por  el  plano  B’AV  según  un  círculo  máxi- 
mo que,  abatido  sobre  el  plano  horizontal  jirando  al  rededor  de  AV, 
se  convertirá  en  el  círculo  descrito  con  Am  por  radio.  Tirémosle  la  tan- 
jente otQ.  (que  debe  terminar  en  el  punto  b),  y en  seguida  levantemos 
esta  recta  con  su  círculo,  para  hallar  su  traza  horizontal  d sobre  la 
charnela  AV;  este  punto  Ci  pertenecerá  entónccs  a la  traza  del  plano 
tanjente  do  la  esfera  variable,  y esta  traza  se  obtendrá  tirando  QX 
perpendicular  a la  proyección  AM  del  radio  correspondiente,  dentado 
esto,  como  las  trazas  QX  y PT  de  los  dos  pianos  tanjentes  van  a cor- 
tarse en  el  punto  T,  la  recta  TM  será  la  proyección  horizontal  de  la 
tanjente  de  la  epicicloide;  y la  proyección  vertical  T’M’  se  deducirá 
de  esta,  proyectando  el  punto  T a la  línea  do  tierra. 

488.  Otro  método.  Podemos  obtener  esta  tanjente  de  un  modo  mu-  ns.  IWJ. 
cho  mas  sencillo,  empleando  el  procedimiento  del  jilano  normal  (núm: 

3C 
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214),  porque  ahora  conocemos  inmediatamente  dos  normales  a la  epi- 
cicloide; una  de  ellas  es  el  radio  de  la  esfera  constante,  tirado  desde  la 
cúspide  S’  al  punto  (M,  M’)¡  y la  otra  la  recta  (MA,  M’A),  en  virtud  de 
lo  que  liemos  probado  en  el  núm.  470.  Por  consiguiente,  si  hacemos 
pasar  un  plano  por  estas  dos  normales,  latanjentc  que  buscamos  deberá 
serle  perpendicular,  y así  quedarán  determinadas  sus  proyecciones. 
Puro  la  primera  de  estas  normales  va  evidentemente  a penetrar  al  plano 
vertical  en  8’,  y la  segunda  en  A;  luego  S’A  es  la  traza  vertical  del 
plano  normal.  En  cuanto  a la  otra  traza,  supongamos  en  el  plano  nor- 
mal una  recta  ausiliar  paralela  a S’A;  sus  proyecciones  M’R’,  y MR,  nos 
darán  el  punto  R en  que  penetra  al  plano  horizontal,  y poi  consiguiente 
AR  será  la  traza  horizontal  del  plano  normal.  Hecho  esto,  se  obtendrá 
la  tanjente  a la  epicicloide  tirando  MT  perpendicular  a AR,  y M'T’ 
perpendicular  a AS. 

489.  Es  importante  observar  que,  en  los  puntos  de  retroceso  D y F, 
tiene  por  tanjuntes  la  proyección  horizontal  de  la  epicicloide  a los  ra- 
dios OD  y OF.  Con  efecto,  la  recta  variable  (AM,  AM’)  a que  la  tan- 
jente  en  el  espacio  es  siempre  perpendicular,  prolongada  indefinidamen- 
te, es  una  secante  respecto  al  círculo  móvil,  según  se  ve  en  su  abati- 
miento Am.  Pero  sus  dos  puntos  de  sección  A y m se  hallan  reunidos 
cuando  el  punto  de  contacto  A ha  llegado  a ü,  la  recta  indeñnida  abati- 
da según  Am  esciitónccs  tanjente  al  círculo  móvil  en  el  punto  m,  y por 
consiguiente,  al  círculo  fijo  que,  a esta  ápoca  del  movimiento,  toca  al 
otro  en  D;  luego  la  tanjente  en  el  punto  D al  círculo  ñjo  DA,  se  halla 
que  precisamente  es  la  traza  horizontal  del  plano  normal,  y por  consi- 
guiente, la  tanjente  de  la  epicicloide  estará  proyectada  horizoiitalmcnto 
sobre  el  radio  OD.X’. 

En  cuanto  a la  proyección  vertical  de  esta  misma  tanjente,  bastará 
proyectar  su  pie  D a D’ sobre  la  línea  de  tierra,  y Iwjar  desde  este  último 
punto  una  perpendicular  a la  traza  vertical  del  plano  normal  relativo  al 
punto  D.  Esta  traza  se  obtendrá  mui  fácilmente,  supuesto  que  evidente- 
mente pasa  por  el  punto  S’,  y por  el  punto  en  que  la  línea  de  tierra  en- 
cuentra a la  segunda  normal,  que  según  lo  acabamos  de  probar,  se  con- 
funde con  la  tanjente  del  arco  DA. 

Para  hallar  las  proyecciones  de  la  tanjente  al  otro  cstrcuio  F de  la 
epicicloide,  operarémos  de  un  modo  enteramente  igual;  y debemos  per- 
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cibir  que  cada  una  de  estas  tanjentesen  D o en  F,  precisamente  coin- 
cide con  la  tanjente  del  círculo  máximo  vertical  de  la  esfera  constante 
cuyo  radio  es  S’A. 

490.  En  el  vértice  de  la  epicicloide  que  se  proyecta  en  G,  la  lan- 
jcnte  será  horizontal  y perpendicular  al  plano  vertical  OKG;  porque 
este  plano  contendrá  manifiustanientc  a las  dos  normales  del  núni.  48R, 
cuando  el  punto  jenerador  haya  llegado  a la  estremidad  superior  13’,  del 
diámetro  tirado  por  el  punto  de  contacto  del  círculo  móvil. 

409.  Cuando  hemos  indagado  (núni.  487)  la  traza  QX  del  plano  nc.  lOo. 
tanjente  a la  esfera  variable  cuyo  radio  es  (AM,  AM’),  nos  hemos  apo- 
yado en  que  este  plano  debia  contener  a la  tanjente  abatida  según  Q,mb. 

Pero  cuando  esté  levantada  en  el  plano  B’A  V del  círculo  móvil,  irá  a pe- 
netrar al  plano  vertical  en  IV;  luego  B’X  es  la  traza  vertical  del  plano 
tanjente  a la  esfera  variable;  ademas,  esta  traza  debe  ser  perpendicular 
a B’A,  porque  en  esta  última  recta  es  donde  se  proyecta  el  radio  (AM, 

AM')  tirado  al  punto  de  contacto  do  este  plano  tanjente. 

492.  Observemos  ademas,  que  en  las  diversas  posiciones  A, 

que  toma  el  punto  de  contacto  del  círculo  móvil,  la  proyección  AB’  de 
este  círculo,  sobre  los  planos  verticales  correspondientes  OA,  OA,.... 
tendrá  siempre  la  misma  magnitud  y la  misma  inclinación  : de  modo 
que  para  todos  estos  planos,  el  triángulo  rectángulo  AB’X  permanecerá 
de  magnitud  invariable,  y por  consiguiente,  las  trazas  XB’  de  los  diver- 
sos planos  tanjentes  a las  esferas  variables,  irán  todos  a encontrar  a la 
vertical  OS’  en  el  mismo  punto  Z’.  De  aquí  resulta  que  si  tuviésemos 
que  considerar  un  cono  cuya  cúspide  se  hallase  en  Z’,  y que  tuviese 
por  base  a la  epicicloide  esférica,  todos  los  planos,  como  el  Z’XQ,  le  se- 
rian tanjentes,  porque  cada  uno  de  ellos  contendría  a la  cúsjiide  y a una 
tanjente  de  la  base.  Ademas,  todos  estos  planos  tanjentes  vendrían  a 
pasar  subcesivamente  por  la  recta  ñja  Z’X,  cuando  el  cono  epictcloidal, 
jirando  al  rededor  de  OZ’,  condujese  a M los  diversos  puntos  N,G,  N’”,... 

Do  esta  propiedod  se  hace  uso  en  los  engargantes  cónicos  que  sirven 
para  hacer  mover  las  ruedas  que  forman  ángulo-,  véase  el  núm.  883  (*). 


(*)  Indaguemos  las  equaciones  que  determinan  a la  epicicloide  esjé- 
rica  (6g.  100),  refiriendo  esta  curba  a los  tres  ejes  rectangulares  OX’, 
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Pie.  101.  493.  Voluta  esférica.  Cuando  el  cono  móvil  tiene  tal  abertura 

que  el  ángulo  del  centro  ASB  {fig.  99)  llega  a ser  igual  a 180”,  esto  co- 
no se  reduce  a un  círculo  cuyo  radio  es  igual  al  apotema  SA  dcl  cono 


O Y’  ¡/  07,',  de  los  cuales  el  primero  ¡jasa  por  el  punto  de  retroceso.  Si 
haremos  a 

OS’=h,  OA=R,  C’A=R’  y ángulo  B’AÓ=a), 
munifiestamenic  tendranos  que 

(1) x’“4-y’*q.z' — 9zh=R- 


será  la  rquacion  de  la  esfera  constante,  sóbrela  cual  está  situada  toda  la 
epicicloide,  de  modo  que  esta  curha  estará  completamente  definida,  unien- 
do a la  equacion  precedente  la  de  su  proyección  horizontal  DMGF.  Pero 
si  llajnamos  a al  ángulo  DOA,  concluirimios  de  aqui  que 

Ra=AD=Aw;  y de.  a^uí,  ángulo  Xcm= 


y entonces  tendremos  por  valor  de  las  coordenadas  dcl  jrunto  .M  referidas 
a los  ejes.  OX  y OY 

x=0.\+AII=R-)-^R' — R’fos^^^^  ros  a, 
y=_MII=_R’ 

Pero  para  pasar  de  estos  ejes,  que  serian  mórilcs  a una  con  el  punto  de 
contacto  A,  a los  ejes  fijos  OX’  y O Y’,  es  preciso  emplear  las  jormulas 
conocidas 


\ eos  a — y sen  a,  e y =x  *<■«  a-t-y  eos  a; 
luego,  sustituyendo  aqui  los  valores  precedentes  de  x c y,  nos  resultará 

(2)  x'=(R-|-R’  eos  (tí)  eos  a — R’  cos^^  eos  íd  eos  a-f-R’  sen  ^ sen  a, 

ilcE  Rce 

(3)  y’=(R-f-R' coí  (tí)  sfu  « — R’coSj^,  cosusen  a — R’sí'«.j^  cosa, 


solo  quedaría  ahora  e/ue  eliminar  al  arco  a entre  estas  dos  cquaciones, 
para  hallar  la  de  la  curba  DMGF  sobre  el  plano  horizontal-,  pero  como 
esta  eliminación  no  podría  efectuarse  sino  cuando  se  hubiese  fijado  nú- 
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üjo,  SU  plano  es  tanjcnte  a este  último  cono;  en  este  caso  particular,  la 
epicicloide  que  entúnces  describe  un  punto  M del  círculo  móvil,  recibe 
el  nombre  de  voluta  esjtrica,  en  virtud  de  que  cntónces  la  cuestión  vie- 


vtericameníc  la  razón  délos  radios  Ry  R’,  y esta  razón  fuese  un  número 
comensurable',  consercarémos  las  cijuaciones  (2)  y (3),  que  serán  suficien- 
tes })ara  ealeular  las  coordonadas  x e y de  los  diversos  puntos,  atribu- 
yendo subcesivamente  a a.  diferentes  valares. 

Para  pasar  de  aqui  a la  epicicloide  plana,  bastará  hacer  a eos  lo  = 
t:  1,  se"un  ruede  el  círculo  móvil  dentro  o fuera  del  circulo  Jijo;  y si 
cont rayéndonos  a este  último  caso,  suponemos  ademas  que  R’  es  la  cuarta 
parte  de  R,  como  en  la  fig.  5 de  la  lámina  45,  las  equaciones  (2)  y (3) 
se  convertirán  en 

(4)  x’=  ^ R eos  a + J R eos  o eos  4a  + J R sen  a sen  4a 

(5)  y’=  3 R sen  a K sen  a eos  4a  — J R eos  a sen  4a ; 

si  en  seguida  sustituimos  en  estas  últimas,  los  valores  conocidos 

eos  4a  = 1 — 8 seida  cora  y sen  4a  ~ 4 sen  a eos  a (eos“a — sen‘a), 
hallaremos,  suprimiendo  los  acentos  que  ahora  san  inútiles, 
x=  R eos’a  c y = R setda. 

Ahora  es  fácil  la  eliminación  de  a;  porque  sumando  estas  equaciones 
después  de  haberlas  elevado  a la  potencia  §,  resultará  para  la  epicicloi- 
de representada  en  la  figv  5 de  la  lámina  45, 

**  4-  y’  = R’. 

Por  consiguiente,  este  es  un  caso  ¡mrticalar  de  la  croluta  de  la  elipse  que 
tiene  por  equaciem  a 


estas  dos  curbas pertenecen  a la  familia  de  las  estoroides,  que  en  jeneral 
están  representadas  por 
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ne  a decir  sencillamente  que  se  hace  rodar  sobre  un  cono  fijo  S'AO  n 
uno  de  sus  planos  tanjcntcs  S’AV,  como  en  la  fig.  9 de  la  lámina  43, 
hemos  obtenido  la  espiral  voluta  del  circulo  haciendo  rodar  sobre  esta 
circunferencia  a una  de  sus  taiijentcs. 

riG.  loi.  494.  Como  la  curba  de  que  tratamos  está  toda  ella  sobre  la  esfera 
del  radio  S’A,  será  suficiente  con.struir  su  proyección  horizontal.  AI 
efecto,  abatamos  el  círculo  móvil  cuyo  centro  está  en  la  cúspide  (S’, 
al  rededor  de  la  tanjente  AV  que  le  es  común  con  el  círculo  fijo;  y so- 
bre este  abatimiento  S”  tomemos  un  arco  \m  igual  al  arco  AI),  si  adop- 
tamos a I)  por  oríjen  de  la  voluta,  es  decir,  por  la  posición  que  ocupa- 
rá el  punto  jcncrador  cuando  se  halle  eii  contacto  con  el  cono  fijo. 
En  este  caso,  el  punto  m será  el  abatimiento  de  este  punto  jcncrador 
cuando  el  contacto  ha  llegado  a A,  y su  verdadera  posición  (M,  M’)  se 
deducirá  fácilmente  de  aquí,  levantando  el  círculo  S’’  al  plano  tanjeii- 
te  S’.VV,  moviéndolo  al  rededor  de  la  chamela  AV. 

Cuando  el  círculo  móvil  haya  rodado  hasta  tocar  al  círculo  fijo  en  A, 
concebiremos  que  todo  el  sistema  jira  siniultáneanicnte,  sin  rodar,  al  re- 
dedor de  la  vertical  S’O,  para  traer  al  radio  OAja  la  línea  de  tierra  OA; 
tomando  entónces  el  arco  An=DAs,  el  punto  jenerudor  estará  abatido 
en  n,  y proyectado  en  N y N’:  pero  cu  seguida,  para  referir  el  círculo 
móvil  a su  verdadera  posición,  describiremos  con  el  radio  ON  una  cir- 
cunferencia sobre  la  que  tomarémos  el  arco  NNj=lIj.  Y así  hallaremos 
la  curba  DMN5....  por  proyección  horizontal  de  la  voluta  esférico. 

495.  La  tanjente  a un  punto  cualquiera  (M,  M’)  deberá  tirarse  per- 
pendicular al  plano  de  las  dos  normales  de  que  hemos  hablado  en  el  núm. 
4811,  que  son  las  rectas  que  unen  al  punto  jcncrador  (M,  M’)  con  el 
centro  (ü,  S’)  y con  el  punto  actual  de  contacto  A.  Pero  este  plano 
normal,  coincide  manifiestamente  con  el  plano  S’AV  en  que  está  situa- 
do el  círculo  tnóvil  que  es  tanjente  al  cono  fijo;  luego  bastará  tirar  MT 
perpendicular  a AV,  y M’T’  también  perpendicular  a SA. 

49G.  Debemos  conocer  que  la  rama  DMPGQF,  que  quedará  des- 
crita al  cabo  de  una  revolución  entera  del  círculo  móvil,  ocupará  en  la 
base  del  cono  un  arco  DAGF  igual  al  exeso  de  la  circunferencia  S” 
sobre  la  circunferencia  O;  pero,  ademas,  es  preciso  observar  que  esta 
rama  se  compondrá  de  dos  partea  reunidas  por  un  retroceso  en  el  pun- 
to G medio  de  DGF,  que  es  la  proyección  de  la  posición  mas  elevada 
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dcl  punto  jcnerador.  Para  csplicar  los  motivos  de  esta  circunstancia, 
es  suficiente  nos  figuremos,  que  se  ha  prolongado  la  napa  superior  del 
cono  S’AE,  hasta  que  esté  terminada  por  un  círculo  igual  al  dcl  radio 
OA,  y observemos  que  el  círculo  móvil  S”  se  halla  en  un  plano  variable 
que  a un  mismo  tiempo  toca  a las  dos  napas  del  cono,  según  una  jenc- 
ratriz  igual  al  diámetro  de  este  círculo  S”;  de  donde  resulta,  que  miéii- 
tras  un  arco  determinado  A»i  de  la  circunferencia  móvil,  rueda  sobre  la 
base  inferior  del  cono,  el  arco  diametralmente  opuesto  rueda  al  mismo 
tiempo  sobre  la  base  superior;  y por  consiguiente,  cuando  el  punto  jene- 
rador  m ha  llegado  al  medio  de  su  curso,  se  halla  en  contacto  con  esta 
base  superior,  y produce  allí  un  retroceso  enteramente  idéntico  con  el 
que  habia  tenido  lugar  en  el  punto  de  partida  D de  la  base  inferior  del 
cono.  En  cuanto  a las  otras  líneas  que  contiene  este  depurado,  hablare- 
mos en  el  núin-  6G9. 


CAPITULO  III. 


Sobre  las  esferas  y las  pirámides. 


4!)7.  Hallar  la  intersección  de  dos  esfera»  dadas.  Adoptemos  pornc.  lOJ. 
plano  horizontal  al  que  contiene  los  centros  A,  B,  C,  de  las  esferas  pro- 
puestas, y describamos  los  círculos  má.ximos  que  son  las  trazas  horizon- 
tales de  estas  superficies.  En  cuyo  caso,  el  círculo  vertical  proyectado 
sobre  DE,  será  evidentemente  la  inlerscccion  de  las  dos  esferas  A y B, 
en  tanto  que  Ins  esferas  A y ('  se  cortarán  según  otro  círculo  vertical 
FG;  por  consiguiente,  estas  dos  circunferencias  tendrán  por  intersección 
a los  dos  puntos  proyectados  horizontalmeiitu  en  M,  y aquí  también  se 
hallarán  los  únicos  puntos  comunes  a las  tres  esferas  de  que  tratamos. 

Para  acabar  de  fijar  la  posición  de  estos  puntos  en  el  espacio,  los  pro- 
yectarémos  sobre  un  plano  vertical  cualquiera  XY;  abatiendo  al  círculo 
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DE  al  rededor  de  su  diámetro  horizontal,  y tirando  la  ordenada  M»i,  es- 
ta recta  medirá  evidentemente  la  altura  de  uno  de  los  puntos  que  bus- 
camos sobre  el  plano  horiontol;  luego,  tomando  en  cima  y debajo  de 
XY,  las  distancias  IM’  e IM”  iguales  a Mm,  hallarémos  las  proyeccio- 
nes (M,  M’)  y (M,  M”)de  los  dos  puntos  pedidos. 

498.  Si  hubiésemos  indagado  la  intersección  de  las  dos  esferas  B y C 
hubiéramos  obtenido  un  círculo  vertical  cuya  proyección  IIK  necesaria- 
mente hubiera  debido  pasar  también  por  el  punto  M;  y de  aquí  pode- 
mos concluir  este  teorema  de  jeometria  plana : <-mando  tres  circunferen- 
cias trazadas  sobre  un  mismo  ¡daño,  se  cortan  de  dos  en  dos,  los  puntos 
de  sección  correspondientes  están  situados  sobre  cuerdas  que  las  tres  pa- 
san por  un  mismo  punto  del  plano, 

riii.  102.  499.  Construir  una  pirámide  triangular  cuando  se  conoce  la  mag- 

nitud de  sus  seis  aristas.  Trazarémos,  en  primer  lugar,  sobre  el  plano 
horizontal,  una  de  las  caras  ABC  de  la  pirámide,  empleando  parii  ejecu- 
tarlo las  tres  aristas  dadas  que  componen  esta  cara;  en  seguida,  deter- 
niinarémos  la  cuarta  cúspide  (M,  M’)  indagando,  como  en  el  problema 
precedente,  la  intersección  de  tres  esferas  que  tengan  por  centros  a 
los  puntos  A,  B y C,y  por  radios  las  lunjitudes  de  las  otras  tres  aristas 
señaladas  por  la  cuestión.  Evidentemente  habrán  dos  pirámides  simétri- 
cas una  de  otra,  porque  la  última  cúspide  puede  estar  colocada  en 
(M,  M’)  o en  (M,  M’’);  y ademas,  hallarémos  por  los  métodos  del  libro  I 
todo  cnanto  puede  interesarnos  conocer  respecto  a los  ángulos  planos,  a 
los  ángulos  diedros  &a.  de  cada  una  de  estas  pirámides. 

VIO.  103.  500.  Circunscribir  una  esfera  a una  pirámide  triangular  dada. 

Sean  (A,  A’),  (B,  B’),  (C,  C’)  y (S,  S’)  las  proyecciones  de  las  cuatro 
cúspides,  sobre  dos  planos  rectangulares,  uno  de  los  cuales  contiene  a la 
cara  ABC;  si  estas  proyecciones  no  se  nos  diesen  inmediatamente,  las 
determinaríamos  como  en  el  problema  precedente.  Y como  el  centro  de  la 
esfera  que  buscamos  debe  hallarse  a igual  distancia  de  las  cuatro  cúspi- 
des, se  hallará  a la  vez  en  dos  de  los  planos  verticales  FO  y GO,  tirados 
pcrpcudicularmente  por  medio  de  las  aristas  AB  y AC;  luego  este  centro 
se  hallará  en  algún  punto  de  la  vertical  (O,  l'O’)  que  es  la  intersección 
de  estos  planos.  Asi  mismo,  debe  estar  contenido  en  el  plano  tirado  per- 
pendicularinentc  por  el  medio  de  otra  tercer  arista  perteneciente  a otra 
cara,  tal  como  (SA,  S’.A’);  luego,  si  nos  tomamos  el  trabajo  de  construir 
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las  trazas  de  este  plañe,  así  como  también  el  punto  en  que  va  a cortar 
a In  vertical  (O,  I’O'),  obtendremos  el  centro  pedido;  pero  couio  estas 
últimas  operaciones  son  un  poco  largas,  a no  ser  que  búyainos  tenido 
cuidado  de  clejir  el  plano  vertical  parólelo  ¡i  la  arista  (SA,  S'A’),  po- 
dremos reemplazarlas  con  In  coiistruccion  siguiente. 

Trazando  con  el  radio  OB,  el  círcvdo  circunscrito  al  triángulo  ABC, 
esta  circunlerencia,  que  pertenecerá  a la  esfera  pedida,  estará  corlada 
por  el  plano  vertical  SI)  paralelo  a la  linca  do  tierra,  en  un  punto  (I), 

D );  luego  la  recta  (SD,  S’I)’)  será  una  cuerdade  la  esfora, paralela  al 
plano  vertical,  y en  virtud  de  e.sto,  el  centro  de  esta  esfera  deberá  estar 
situado  en  el  pJauo  KL’  levantado  perpendiculurmentc  en  medio  de 
esta  cuerda.  Y como  este  plquo  va  a cortar  a la  vertical  (O,  I’O’)  cu  el 
punto  (O,  O’),  síguese  que  aquí  es  donde  se  halla  el  centro  de  |a  esfera 
de  que  tratamos. 

lili  cuanto  al  radio  de  esta  esfera,  que  mauificstanicntc  es  (OB,  O'B'). 
hnllaréiuos  su  verdadera  loiijitud,  abatiénduJe  paralelamente  al  plano 
vertical  según  (ü¿,  0’6’);  luego,  si  desde  los  puntos  O y O’,  y con  iin 
radio  igual  a O'b',  describimos  dos  círculos,  estos  serán  los  contornos 
«parentes  de  la  efern  pedida,  que  de  este  modo  (¡ueda  com|)leiamcnte 
determinada  en  magnitud  y posición. 

fiül.  Inscribir  una  es  fera  en  una  pirámide  triangular  dada,  Tonic-ui«.  itii. 
nios  también  el  plano  de  una  de  las  caras  ABC  por  plano  liorizontal,  y 
sea  (S,  S’)  la  cúspide  situada  fuera  de  esto  plano.  Si  tiramos  por  la 
arista  AB  un  plano  que  divida  en  do.s  partes  iguales  ni  ángulo  diedro 
formado  por  los  caras  SAB  y CAB,  este  plano  biscctor  evidcntcincnto 
contendrá  n todos  los  punios  del  espacio  que  se  hallan  a igual  distancia 
de  c.stas  dos  caras;  luego  la  esfera  pedida  qtie  ilebc  tocar  a endn  uiiu 
de. estas,  tendrá  su  centro  situado  precisamente  en  este  plano  biscctor. 

Así  mismo,  otros  dos  planos  bisectores  tirados  según  las  aristas  .\C  y 
B(.',  de  modo  que  dividan  en  dos  partes  iguales  a los  ángulos  diedros 
ipie  tienen  a estas  rectas  por  aristas,  contendrán  también  ul  ceptro  que 
buscamos;  por  consiguiente,  esto  centro  se  halla  en  la  intersección  tic 
estos  tres  planos  bisectores,  es  decir,  en  la  cúspide  de  lu  pirámide  iuic- 
riur  que  forman  con  la  báse  primitiva  ABC;  así  es  que  la  cuestión  está 
reducida  a hallar  In  cúspide  de  esta  nueva  pirámide,  o sino  las  trc.s 
aristas  que  terminan  en  ella. 

:i7 
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I’ara  esto,  midamos  primeramente  el  ángulo  diedro  SABC,  cortán- 
dole con  un  plano  vertical  SD  perpendicular  a AB,  y apliquemos  sobre 
el  plano  vertical  la  sección  dada  do  este  modo,  que  evidentemente  será 
el  ángulo  S’D”H;  constniyainos  del  mismo  modo  loa  ángulos  S’E"H  y 
yp'’!!  que  miden  a los  ángulos  diedros  AC  y BC;  en  seguida,  divida- 
mos a cada  uno  de  estos  tres  ángulos  planos  por  mitad,  por  medio  de 
las  rectas  D”I,  E”L  y P’’K;  estas  tres  rectas,  referidas  a los  ¡llanos 
verticales  SD,  SE,  y SF,  pertenecerán  a las  caras  de  la  pirámide  interior 
que  tiene  también  por  base  ul  triángulo  ABC.  Por  consiguiente,  si  cor- 
tamos a estas  rectas  con  un  plano  horizontal  cualquiera  X’Y’,  oblcn- 
drémos  tres  punios  d”,  e”,  y”-  que  referidos  a d,  e,  y,  pertenecerán  a la 
sección  triangular  abe  duda  por  el  ¡daño  X’Y’  a la  pirámide  interior; 
este  triángulo  abe  es  fácil  de  trazar,  ¡lorqiie  sus  tres  lados  evidentemen- 
te deben  ser  paralelos  a los  de  ABC.  Si  hecho  esto  tiramos  las  rec- 
tas Aa,  B¿  y Cr,  estas  serán  las  aristas  laterales  de  la  pirámide  inte- 
rior, y deberán  ir  a cortarse  en  un  solo  punto  O,  que  será  la  proyección 
horizontal  del  centro  de  la  esfera  pedida. 

En  cuanto  a la  proyección  vertical  O'  de  este  mismo  centro,  la  ob- 
tcndréinos  proyectando  el  punto  O sobre  la  arista  Ce  de  la  pirámide 
interior;  y el  radio  de  la  esfera  será  la  perpendicular  O’R’  bajada  desde 
el  centro  a la  cara  inferior.  Luego,  trazando  con  esta  recta  O'R'  dos 
círculos  cuyos  centros  estén  en  O y O’,  tendremos  las  proyecciones  de 
la  esfera  que  buscamos. 

502.  Si  deseamos  conocer  los  puntos  de  contacto  de  esta  esfera  con 
los  caras  laterales,  podremos  construir  con  facilidad  las  trazas  del  plano 
indefinido  que  contiene  a la  cara  SAC,  por  ejemplo;  en  seguida,  baja- 
remos desde  el  punto  (O,  O’)  una  perpendicular  a este  plano,  por  el 
método  jeneral  del  núm.  85.  Pero  será  mucho  mas  corto  observar  que 
un  plano  perpendiculor  a AC,  y tirado  por  el  punto  O,  cortará  a la  es- 
fera y a la  superficie  SAC,  según  un  círculo  máximo  y una  recta  que 
será  tanjente  a este;  ademas,  aplicada  esta  recta  al  plano  vertical,  mo- 
viéndola al  redenor  do  (O,  O’R’),  evidentemente  será  paralela  S’E’% 
Luego,  si  sin  trazar  esta  paralela,  bajamos  desde  el  punto  O’  un  radio 
perpendicular  a S’E”,  este  radio  irá  a cortar  al  contorno  vertical  de  la 
esfera,  en  un  punto  que  será  el  abatimiento  del  punto  de  contacto  que 
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bnscamoa;  y on  seguida  será  fácil  el  traer  este  punto  a su  verdadera 
posición. 

503.  Las  consideraciones  qne  hemos  empleado  en  el  núra.  501  nosne.  104. 
pueden  servir  para  resolver  este  problema  jcneral : hallar  una  esfera 
que  sea  tanjente  a cuatro  planos  dados.  Con  efecto,  después  do  haber 
prolongado  indefinidamente  las  cuatro  caras  de  la  pirámide  8ABC, 
formarán  al  rededor  de  Ins  aristas  AB,  AC  y BC,  tros  ángulos  diedros 
esterinres  suplemciKarios  de  loa  que  hemos  empleado  arriba,  y estos 
nuevos  ángulos  tendrán  por  medida  a S’D”B’,  S’E”C’  y a 8’F”C’. 

Luego,  si  dividimos  a estos  últimos  en  dos  partes  iguales,  por  medio 
(le  rectas  que  corten  al  plano  X’Y’  en  puntos  análogos  a d”,  y <?”, 
podremos  combinar  de  tres  en  tres  estos  varios  puntos,  para  formar 
ron  ellos  varios  triángulos,  como  el  abe-,  y estos  nos  darán  a conocer 
diversos  centros,  como  el  (O,  O').  Por  ejemplo,  adoptemos  la  recta  D”¿” 
que  divide  por  medio  al  ángulo  esterior  S’D”B’,  y que  encuentra  al  plano 
X’Y’  en  el  punto  r/”  que  referirémos  a d sobre  el  plano  horizontal;  con- 
servemos en  seguida  los  dos  puntos  antiguos  e y 7,  y hallaremos  el  trián- 
gulo c«”í>”,  cuyos  vértices  unidos  con  .4,  B y C,  nos  darán  a (O”,  O’”) 
por  centro  de  una  esfera  que  tocará  a la  cara  SAB  fuera  de  la  ]ii- 
rámide  primitiva,  y qne  será  siempre  tanjente  a las  otras  tres  caras  pro- 
longadas n la  derecha  de  SAB.  Por  este  mismo  medio  hallarémos  jc- 
neralmentc  ocho  esferas  tanjentes  a los  cuatro  planos  indefinidos  que 
contienen  a los  caros  de  la  pirámide  8ABC;  porque  representando  por 
a,  a’,  a"  los  tres  ángulos  diedros  interiores,  y por  <u,  íd’  y tu”  los  tres  án- 
gulos diedros  estertores,  que  tienen  por  aristas  a los  lados  AB,  AC  y 
BC,  podremos  evidentemente  adoptar  por  centro  de  la  esfera  pedida, 
al  punto  de  intersección  de  los  tres  planos  bisectores  que  dividan  a 
los  ángulos  diedros  comprchendidos  en  cada  una  de  las  combinaciones 
siguientes. 


a,  a,  at” 

«,  a’,  <u” 

w’,  tü” 

a,  a’,  tu’ 

ÍIÍ,  ?ü’* 

1 a',  a”,  tu 

<i)f  tú' 

Con  mucha  facilidad  pcrcibirémos  la  razón,  porque  es  preciso  excluir 
toda  combinación  en  que  entren  dos  ángulos  adyacentes  a la  misma 
arista,  como  x y (a;  el  número  de  estas  soluciones  podrá  ser  menor. 
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segnii  sean  las  inclinaciones  <le  los  enntro  planos  dados.  Esta  cucsiioi* 
es  anídoga  ni  ¡¡roblenm  de  jcoinetría  plana,  en  que  nos  projíonemos 
hallar  iin  círculo  que  sea  tanjenle  a tres  rectas  conocidas. 

¡’iOi.  Constrvir  un  2>uiito  cuan  Jo  *í  conocen  tus  dintancias  a otros 
tres  jutr.tos  dados,  o ti  tres  planos  conocidos,  o fmtlmcnte  a tres  rectas 
dadas. 

1. "  Keprcscntcnios  por  .K,  H y í'  los  puntos  dados,  y sus  distnucia.s 
l•espocIivas,  ni  i)Uuto  do.scouocido  r,  por  «,  § y Y-  nhora  concchiinos 
una  esfera  que  tenga  su  centro  cu  A,  y por  radio  la  distancia  ot,  el  punto 
’jr  deberá  bailarse  evidentemente  en  alguno  «le  los  puntos  de  la  snperfi* 
cié  de  esta  esfera;  así  ini.smo  se  bailará  tnndiien  sobre  la  su¡)erficie  de 
otras  dos  esferas  que  tengan  sus  centros  cu  B y C,y  ctiyos  radios  sean 
ln.s  loiijitiides  P>  y y;  por  consiguiente  la  cuestión  viene  a reducirse  a ba- 
ilar la  intersección  de  tres  esferas  dadas,  cuyo  problema  hemos  re.suelto 
en  el  iiúm.  497. 

2. "  >Si  ahora  represcutamo.«  por  P,  P’  y P''  los  planos  dados,  y por  d, 
d’  y d”  sus  distancias  al  punto  desconocido  x,  este  deberá  hallarse  a un 
mismo  tiempo  en  tros  planos  p,  p'  y //’  respectivamente  j)nrnlelos  a 
P,  P’  y P”  y distantes  de  estos  las  cantidades  iguales  a d,  d’  y d”.  I-ne- 
gó, construyendo  los  planos  p,j)'  y p"  según  los  métodos  del  libro  VI, 
se  reducirá  la  cuestión  aballar  la  intersección  de  trc.s  planos  conocidos, 
cuyo  problema  sabrá  el  lector  resolver  fácilmente.  Solo  observemos  que, 
como  el  |)lano  p,  por  ejemplo,  puede  tirarse  a la  distancia  d,  ya  sea  en- 
cima o ya  debajo  del  P,  habrá  también  ocho  soluciones  para  la  posición 
fiel  punto  pedido  x, 

;í.“  Emalmentc  sean  A,  B y C tres  rectas  dadas,  de  las  que  cl  punto 
incógnito  X diste  las  cantidades  a,  6»  y '/•  Si  nos  figuramos  un  cilindro 
de  revolución  que  tenga  por  eje  a la  línea  A,  y por  sección  recta  a un 
círculo  cuyo  radio  sea  a,  esta  superficie  cilindrica  contendrá  prccisa- 
lucntcal  punto  x.  Este  punto  se  hallará  así  mismo  sobre  otros  dos  cilin- 
dros do  revolución,  cpie  tengan  jior  ejes  y por  radios  a B y g,  ya  C 
y y;  por  consiguiente,  la  cuestión  queda  reducida  a hallar  lodos  los 
|)untos  comunes  a estos  tres  cilindros.  Y suponiendo  que  las  trazas  ho- 
liorizontales  de  estas  tres  superficies  se  han  construido  según  vamos  a 
csplicar  aipií  abajo,  no  habrá  mas  que  buscar,  por  el  método  dcl  níiin. 
28!*.,  la  enrba  de  intersección  del  cilindro  A con  el  B,  y en  seguida  la 
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il(!  loá  cilindros  A y C;  y estos  dos  enrbas  qne  podrán  cortarse  a lo  mas 
en  (kJio  puntos,  en  razón  a que  las  tres  superdeies  son  evideutemente 
(lo  segundo  grndo,  nos  darán  a conocer  por  sus  encuentros  las  diversas 
posiciones  que  puede  tener  el  punto  pedido  *.  Con  todo,  observemos 
(pie  para  obtener  los  puntos  veidaderninente  comunes  en  el  espacio  a 
las  dos  curbns,  no  deberemos  tomar,  entre  las  secciones  de  las  dos  pro- 
yecciones horizontales,  sino  los  puntos  que  cxnctnmcnte  correspondan 
a secciones  sobre  el  plano  vertical;  es  decir,  que  estos  pontos  deberán 
estar  situados  de  dos  en  dos  sobre  perpendiculares  a la  línea  de  tierra, 
rodremos  ademas  construir,  como  pura  comprobación,  la  curba  de  in- 
tersección de  los  cilindros  B y C,  que  deberá  también  pasar  por  los 
puntos  comiincs  á las  dos  primeras  enrbas. 

.')Ü5.  En  cuanto  al  modo  de  hallar  la  traza  horizontal  de  cada  ci-  n 
iindro,  representemos  sobre  dos  planos  de  proyección  el  eje  de  uno  de 
ellos  por  (AF,  .VF’),  Haciendo  jirar  esta  recta  al  rededor  de  la  vertical 
A,  para  abatirla  paralelamente  a este  mismo  plano,  se  convertirá  en  (A^) 
A’/“):  y entonces  la  sección  circular  del  cilindro  se  proyectará  según 
una  recta  Ci’H’  igual  a y perpendicular  a Luego  el  contorno 
njiarente  del  cilindro  nos  le  darán  las  rectas  G’K’  y H'L’,  paralelas  a 
A'f’’,  y la  traza  horizontal  de  esta  superficie,  en  la  actual  posición,  será 
una  elipse  que  tendrá  ovidcntcmente  por  eje  maj’or  a la  distancia  L’K’. 
Por  consiguiente,  si  restituimos  los  puntos  K’  y L’  a fl  y d,  la  recta  ad 
y su  perpendicular  bAi='2ei,  serán  los  ejes  de  la  elipse,  segnn  la  que  el 
cilindro  primitivo  corta  ni  plano  horizontal;  de  modo  que  ahora  sc- 
r.á  fácil  construir  esta  curba. 

506.  Reenrriendo  nn  injenicro(*)  itn  jtais  monlañou),  va  provisto  de. 
un  mapa  topográfico  en  el  cual  están  señaladas  exactamente  las  proyec- 
ciones de  los  diversos  puntas  del  terreno  y también  las  acotaciones  ,que 
indican  las  alturas  de  estos  puntos  sobre  una  misma  superficie  de  nivel. 
Encuentra  un  punta  notable  que  no  está  representado  en  el  mapa,  y no 
tiene  consigo  otro  instrumento  acomodado  a medir  los  ángulos  que  un 

; B ; 


•(*)  Eete  articulo  y el  siguiente,  están  estractados  de  la  Jeometría 
elescriptivú  de  Menge. 


li.  IU5 
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grafómetro  provisto  de  un  hilo  de  aplomo.  Y se  le  pide  que  sin  separarse, 
de  la  estación,  construya  en  la  carta  el  punto  en  que  se  halla,  y que  de- 
termine la  acotación  que  corresponde  a este  punto,  es  decir,  ík  altura  so- 
bre ¡a  superficie  de  nivel. 

“ Entre  los  puntos  del  terreno  morcados  de  un  modo  exacto  en  el 
mapa,  y que  están  mas  próximos,  señalará  el  injeniero  tres,  dos  de  los 
cuales,  a lo  méiios,  no  estén  a la  misma  altura  queél,  en  seguida  observa- 
rá los  ángulos  formados  por  la  vertical  y los  rayos  visuales  dirijidos  a 
estos  tres  puntos,  y en  virtud  de  esta  sola  observación,  podrá  resolver 
la  cuestión. 

“ Con  efecto,  llamemos  A,  B y C,  a loe  tres  puntos  observados  cuyas 
pro)  cccioncs  horizontales  están  marcadas  en  el  mapa,  sus  proyecciones 
verticales  las  potirá  también  construir  por  medio  de  las  acotaciones  respec- 
tivas. Supuesto  que  conoce  el  ángulo  formado  por  la  vertical  y el  rayo  vi- 
sual dirijído  al  punto  A,  conocerá  también  el  ángulo  formado  por  el  mis- 
mo rayo  con  la  vertical  levantada  en  el  punto  A;  porque  despreciando  la 
curbaturade  la  tierra,  que  es  en  el  caso  presente  conveniente,  estos  dos 
ángulos  serán  alternos  internos,  y por  consiguiente,  iguales.  Luego,  como 
conoce  una  superñcic  cónica,  de  base  circular,  cuya  cúspide  está  en  el 
punto  A,  su  eje  es  vertical,  y el  ángulo  formado  por  este  eje  y la  recta 
jencratriz  igual  al  ángulo  observado,  lo  que  completamente  determinan 
la  superfície,  esta  precisamente  pasará  por  el  rayo  visual  dirijido  al 
punto.A,  y por  consiguiente  por  el  punto  de  la  estación;  de  esle  modo 
tendrá  determinada  la  primer  snperlicie  curba,  sobre  que  se  halla  el  pun- 
to pedido.  Haciendo  el  mismo  raciocinio  respecto  a los  otros  dos  puntos 
B y C,  concluirá  que  el  punto  pedido  se  halla  también  sobre  otras  dos 
superficies  cónicas  de  bases  circulares,  cuyos  ejes  son  verticales,  y sus 
cúspides  se  hallan  en  los  puntos  B y C,  y que  en  cada  una  de  ellas  el 
ángulo  formado  por  el  eje  con  la  jencratriz  , es  igual  al  ángulo  for- 
mado por  la  vertical  con  el  rayo  visual  correspondiente.  Según  esto, 
el  punto  pedido  se  hallará  al  mismo  tiempo  sobre  tres  superñcies 
cónicas,  determinadas  de  forma  y de  posición,  y por  consiguiente  estará 
en  su  intersección  común.  En  este  caso  no  hai  mas  que  construir,  según 
los  datos  de  la  cuestión,  las  proyecciones  horizontales  y verticales  de 
las  intersecciones  de  estas  tres  superñcies,  consideradas  de  dos  en  dos 
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(*);  Ins  intersecciones  de  estas  proyecciones  nos  darán  las  proyecciones 
horizontal  y vertical  del  punto  pedido;  y por  consignicnte,  la  posi- 
ción de  este  pnntu  en  el  mapa,  y su  altura  encima  o debajo  de  los  pun- 
tos observados,  lo  cual  determinará  su  acotación. 

“ Esta  solución  debe  producir,  en  jeneral,  ocho  puntos  qne  cumplan 
con  la  cuestión,  pero  le  será  ÍVicil  al  observador  el  distinguir  entre  estos 
ocho  puntos,  el  que  coincide  con  el  punto  de  la  estación.  Pero  desde 
luego  podrá  cerciorarse  si  cl  punto  de  la  estación  se  halla  encima 
o debajo  del  plano  que  pasa  por  los  tres  puntos  observados;  supon- 
gamos quo  este  punto  esté  encima  del  plano  de  la  cúspide  de  los  co- 
nos; en  cate  caso,  estará  autorizado  para  despreciar  las  ramas  de  la 
intersección  de  las  superficies  cónicas  que  existen  debajo  de  este  plano, 
y en  viriiid  de  esto,  el  número  de  puntos  visible.s  quedará  reducido  a 
cuatro;  esto  mismo  sncederia  si  por  el  contrario  el  punto  de  la  estación 
estuviese  colocado  debajo  del  plono.  En  seguida,  entro  estos  cuatro 
puntos,  si  acaso  existen  todos,  encontrará  con  facilidad  cl  quo  tiene  la 
misma  posición  respecto  a las  otras  tres  cúspides,  quo  la  dcl  punto  de 
la  estación,  con  relación  a los  puntos  observados.  ” 

507.  Sitndo  las  mismas  las  circunstancias  que  en  la  cuestión  prece- 
dente, con  la  sola  diferencia  de  que  el  instrumento  no  está  procisto  de 
hilo  de  aplomo,  de  modo  que  no  pueden  medirse  los  ángulos  con  la  ver- 
tical, se  pide  aun  al  injeniero,  que  sin  separarse  de  la  estación.  Jije  so- 
bre el  mapa  la  posición  del  punto  en  que  se  halla,  y que  determine 
la  acotación  de  este  punto,  es  decir,  su  elevación  sobre  la  superjicie  de 
nivel  a que  están  referidos  iodos  los  puntos  del  mapa. 

“ Después  de  haber  cicjido  tres  puntos  del  terreno  que  estén  espresa- 
dos  de  un  modo  e.xacto  en  el  mapa,  y que  se  hallen  situados  de  modo 
que  el  punto  de  estación  no  esté  en  el  mismo  plano  con  ellos,  medirá  el 
injeniero  los  tres  ángulos  que  forman  entre  sí  los  rayos  visuales  dirijidos 


(*)  Ija  intersección  de  dos  de  estos  conos  se  construirá  por  el  método 
del  núm.  297;  y mejor  aun,  cortándolos  con  diversos  planos  horizontales, 
porque  las  secciones  serán  círculos,  cuyos  centros  se  proyectarán  en  el 
mismo  punto  que  la  cúspide,  y sus  radios  estarán  de  manijiesto  en  el  pla- 
no vertical. 
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a eatoa  tres  pnutos;  y por  uiedio  de  esta  sola  obscrvaciou,  estará  en  es- 
tado de  resolver  la  ciiestiuii. 

“ Con  efecto,  si  llainaiuos  A,  B,  y C a los  tres  puntos  observados,  y si 
los  unimos  por  los  tres  recias  AB,  BC  y CA,  el  injeniero  tendrá  las 
proyecciones  horizontales  de  estas  rectas  trazadas  cu  el  mapa;  y ade- 
mas, por  mediode  las  acotaciones  de  los  tres  puntos,  conocerá  las  dife- 
rencias de  las  alturas  de  las  estreniidades  de  estas  rectas,  y por  consi- 
guiente, podrá  determinar  la  magnitud  de  cada  una  de  ellas. 

“ Sentado  esto,  si  en  un  plano  cualquiera  tirado  por  AB,  conocemos 
un  triángulo  rectángulo  BAD  construido  sobre  AB  como  base,  y cuyo 
ángulo  en  B sea  el  complemento  del  ángulo  bajo  el  cual  se  ha  observa- 
do el  lado  AB,  el  ángulo  en  1)  será  igual  al  ángulo  observado,  y la  cir- 
cunferencia de  círculo  descrita  por  los  tres  puntos  A,  B y D,  gozará  do 
la  propiedad,  de  que  si  desde  uno  cuniquicru  de  los  puntos  del  arco  ADB 
tiramos  dos  rectas  a los  puntos  y B,  el  ángulo  que  estas  coiiiprchcu- 
dan  entre  si  será  igual  al  ángulo  observado,  l’or  eoiisigiiicntc,  si  conce- 
bimos que  el  plano  del  círculo  Jim  al  rededor  do  AB  como  charnela,  el 
arco  ADB  enjondrará  una  superficie  de  revolución  cuyos  puntos  todos 
gozarán  de  la  misma  propiedad;  es  decir,  que  si  desde  un  punto  cual- 
quiera de  esta  superficie,  tiramos  dos  rectas  a los  pnutos  A y B,  estas 
rectos  formarán  entre  sí  un  ángulo  igual  al  ángulo  observado.  I’cro  es 
evidento  que  los  puntos  de  esta  superficie  de  rcvolucioii  son  los  úuicos 
((lie  gozan  de  esta  propiedad;  luego  la  siqrerficie  pasará  por  el  punto  de 
la  estación.  Si  raciocinamos  del  mismo  modo  respecto  a las  otras  dos 
rccta.s  BC  y CA,  tendremos  otras  dos  superficies  tío  revolución,  sobre 
coda  una  de  las  que  se  hallará  el  punto  de  la  estación;  ¡wr  consiguien- 
te, este  punto  estará  a un  mismo  tiempo  sobre  tres  siqícrfieics  de  revo- 
lución, de  forma  y posición  dctL>nninada;y  cii  virtud  de  esto  será  un  pun- 
to do  su  común  iiiteraoccioii.  Asi  es,  que  construyendo  las  proyeccio- 
nes horizontales  y verticales  de  las  intersecciones  de  estas  tres  superfi- 
cies consideradas  de  dos  en  dos,  los  puntos  en  que  las  mismas  tres  pro- 
yecciones se  corten,  serán  los  proyecciones  del  panto  que  cumple  con 
la  cuestión.  • 

.áOB.  Verdades  que,  si  pura  efectuar  estas  construcciones  por  oí  mé- 
todo dol  iiiim.  3:33,  adoptamos  el  plauo  dol  triángulo  ABC  por  plano  ho- 
rizontal del  depurado,  y dirijimos  el  plano  vertical  perpendicular  a uno 
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do  los  ladoBf  al  AB  por  ejemplo,  no  hallaremos  de  este  modo  sino  la 
proyección  del  punto  pedido  sobre  el  plano  ABC  y su  altura  encima  o 
debajo  de  este  plano;  pero  como  este  último  tiene  una  posición  cono- 
cida respecto  a la  superñcie  de  nivel  a que  están  referidos  todos  los 
puntos  del  mapa,  será  mui  fácil  hallar  en  seguida  la  proyección  de  la 
estación  sobre  »l  plano  mismo  del  mapa,  y su  altura  encima  de  este 
plano. 

509.  Observemos  también  que  si  quisiéramos  resolver  esta  problema 
analíticamente,  combinando  pa/a  ello  las  equaciones  de  las  tres  super- 
ficies de  revolución  descritas  por  los  arcos  ADB,  BEC  y CEA,  halla- 
ríamos muchas  soluciones  que  serian  ajenas  de  la  cuestión;  porque  el 
análisis  no  separaria  la  napa  descrita  por  el  arco  AUB,  de  la  que  descri- 
be el  arco  AdB;  sino  que  una  sola  cquacion  abrazarla  a la  veza  estas 
dos  napas.  Sin  embargo,  ya  que  por  la  observación  conocemos,  en  el 
caso  presente,  los  ángulos  romprchendidos  entre  los  rayos  visuales 
sentimos  mui  bien  que  no  nos  es  permitido  adoptar  indiferentemente 
al  áugulo  ADB,  o a su  suplemento  AdB.  Por  consiguiente,  en  las  ope- 
raciones gráñeas,  debemos  despreciar  enteramente  las  ramas  de  las 
curbas  y los  puntos  que  nos  den  las  napas  suplementarias,  enjendradas 
por  la  revolución  de  los  tres  arcos  Kdü,  AeC  y A/C. 
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CAPITULO  PRIMERO. 


Nociones  jenerales  sobre  las  su¡>erjicies  gausas. 


r>lü.  A todas  las  superficies  que  pueden  ser  enjendradas  por  el  mo- 
vimiento de  una  línea  recta,  se  les  da  en  jeneral  el  nombre  de  scperfi^ 
CIES  UEULADAS,  porquc  cvidentcmciitc  podremos  ejecutarlas  sobre  un 
cuerpo  sólido,  por  medio  de  una  regla,  cuya  ventaja  hace  que  su  uso  sea 
mui  frecuente  en  las  artes;  pero  debemos  dividirlas  en  dos  clases  mui 
distintas  según  la  Ici  que  dirije  el  movimiento  do  la  jencratriz  rectilínea, 
cumple  o no  con  la  condición  de  que  dos  posiciones  consecutivas  de 
la  recta  móvil  estén  situadas  en  un  mismo  plano.  Cuando  esta  con- 
dición queda  satisfecha,  la  superficie  reglada  es  dí*arro//«6/í,  y un  mis- 
ino plano  la  toca  en  todo  el  largo  de  una  jeneratriz,  como  lo  hemos  pro- 
bado en  los  números  175  y 177.  Y como  todo  lo  que  dice  relación  a la 
determinación  del  plano  tanjente,  a la  construcción  de  las  jencratrices 
y al  desarrollo  de  esta  clase  de  superficies,  lo  hemos  esplicado  ya  en 
los  libros  precedcntes,y  con  especialidad  en  el  ejemplo  jeneral  del  núm. 
4(35,  no  tratarémos  ya  de  estas  cuestiones;  y solo  nos  ocupamos  aquí 
en  las  scperpcies  causas,  es  decir,  en  las  superficies  enjendradas  por 
nna  recta  que  se  mueve  de  modo  que  dos  posiciones  consecutivas,  por  mas 
próximas  que  las  supongamos,  no  están  situadas  en  un  mismo  plano. 
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511.  Antea  de  indicar  los  diversos  modos  de  realizar  la  condición  nc.  I07. 
precedente,  haremos  observar  que  siempre  resulta,  que  el  elemento  »u- 
perjicial  indeñmdo  en  lonjitud  y comprehendidoentre  dos  jeneratrices 
inñnitamcntc  próximas  G y G’,  es  también  gauso;  porque  respecto  a to- 
das las  curbas  A,  B,  C,..„  que  se  tracen  sobre  la  superficie,  los  elemen- 
tos lineales  LL’,  MM’,  NN’,....  que  son  rectas  que  tienen  cada  una  dos 
puntos  comunes  con  G y G’,  no  podrán  estar  situados  en  un  mismo  pla- 
no, supuesto  que  estas  rectas  no  lo  están.  Ademas,  como  las  tanjentes 

LL’T,  MM’U,  NN’V que  son  las  prolongaciones  de  estos  elementos 

lineales,  estarán,  según  lo  espuesto,  en  planos  diferentes,  precisamente 
sucederá  que  loe  planos  tanjentes  GLT,  GMU,  GNV,....  relatxcos  a los 
dicersos  puntos  L,  M,  N....  de  una  misma  jeneratriz,  serán  distintos  unos 

de  otros,  aun  cuando  todos  contengan  a la  jeneratriz  GLMN. 

512.  De  aquí  resulta  también  que,  en  una  superficie  gausa,  cada 
plano,  tal  como  GLT,  aunr|ue  es  verdaderamente  tanjente  en  I,,  es 
decir,  que  contiene  las  tanjentes  a todas  las  curbus  trazadas  sobre  la 
superficie  y que  pasan  por  este  punto,  llega  a ser  secante  en  todos  los 
demas  pantos  que  tiene  comunes  con  ella;  y su  intersección  se  compone, 
en  primer  lugar,  de  la  misma  jeneratriz  GLM,  y de  otra  segunda  rama 
que  pasa  por  el  punto  L,  qnu  puede  ser  rectilínea  o curhilinea,  seguir 
sea  la  forma  de  la  superficie  gausa  de  que  tratemos. 

513.  Veamos  ahora  de  qué  modo  podemos  realizar  la  condición 
(lu'im.  510)  que  caracteriza  a las  superficies  gausas.  Si  sujetamos  a la 
recta  móvil  a que  solo  resbale  sobro  una,  o también  sobre  dos  curbas  di- 
rectrices A y B invariables  de  forma  y de  posición,  no  quedará  completa- 
mente determinado  el  movimiento  de  esta  recta;  porque  en  cada  punto  L 
elejido  arbitrariamente  en  A,  podrá  la  jeneratriz  rectilínea  tomar  una  in- 
finidad de  posiciones,  situadas  todas  sobre  el  cono  que  tuviese  por  base 
a B y por  cúspide  al  punto  L.  Por  consiguiente,  nu  son  suficientes  dos 
curbas  para  dirijir  el  movimiento  de  una  recta;  a no  ser  qne  ademas  se 
imponga  la  condición  de  que  la  superficie  ciijcndrada  sea  desarroUablc, 
como  lo  hemos  visto  núin.  180;  pero  cabalmente  esta  condición  es  la 
misma  de  que  queremos  prescibdir  aquí. 

Por  consiguiente,  sujetemos  la  recta  móril  a resbalar  constantemente 
sobre  tres  curbas  directrices  A,  B y C,  y vamos  a ver  que  estas  condi- 
ciones son  suficientes  para  arreglar  completamente  el  movimiento  <le 
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esta  jeneratri?;.  Con  efecto,  ai  noa  figuranioa  dos  codos  que  tengan  por 
cúspide  coman  al  punto  L tomado  arbitrariamente  sobre  A,  y por  bases 
el  uno  a la  directriz  A y el  otro  a la  C,  podremos  con  suma  facilidad 
construir  las  trazas  de  estas  superficies  cónicas  sobre  uno  de  los  planos 
de  proyección;  y uniendo  los  puntos  de  sección  de  estas  dos  trazas  con 
la  cúspide  común  L,  obtendrémos  una  o mas  rectas,  pero  siempre  Jini- 
tas  en  número,  que  así  como  la  GLMN,  se  apoyarán  evidentemente  en 
las  tres  curbus  A,  B y C,  supuesto  que  dichas  rectas  son  las  interseccio- 
nes de  dos  conos  que  pasan  por  B y por  C.  Por  coiisiguiante,  estas  rec- 
tas serán  las  posiciones  determinadas  que  debe  tomar  la  jeneratriz  mó- 
vil, cuando  resbalando  sobre  A,  llegue  al  punto  L;  respecto  a otros  pun- 
tos L’,  L”,.-"  constrnirémoe  del  mismo  modo  las  posiciones  do  esta  jc- 
ncratriz. 

514.  Ademas  de  esto,  la  superficie  enjendrada  do  este  modo,  será 
en  jencral  gausa;  porque  cuando  la  recta  móvil  pase  de  una  posición 
GLiVIN  a otra  G’L’M’N’  infinitamente  pró.ximn,  podrá  considerarse  co- 
mo si  hubiese  jirado  sobro  las  tres  tnnjcntes  LT,  MU  y NV,  qnc  tienen 
con  las  directrices  los  elementos  comunes  LL’,  MM'  y NN’;  luego,  si 
estas  tres  tanjentes  no  están  situadas  cu  un  solo  y mismo  plano,  tam- 
poco se  hallarán  en  él  las  dos  jcucratrices  G y G’.  Pero  para  que  estas 
tanjentes  se  hallen  en  un  mismo  plano,  y sobre  todo  para  que  esta 
misma  circunstancia  se  reproduzca  en  cada  sistema  de  puntos  (L,  M.. 

N),  (L’,  M’,  N’),  (L”,  M”,  N”) situados  de  tres  en  tres  en  línea  recta, 

es  claro  que  se  necesita  hacer  una  elección  particular  en  la  forma  y po- 
cisioii  de  las  directrices  A,  B y C;  por  consiguiente,  en  jcneral,  la  tu— 
perficie  deterita  por  una  recta  mótil  que  se  apoya  constantemente  en  tres 
curias  Jijas,  es  gausa. 

Pero  una  superficie  de  esta  naturaleza  puede  presentar  una  línea  sin- 
gular, en  cuya  lonjitiid  exista  un  elemento  plano,  indefinido  en  lonjitud; 
esto  es  lo  que  sneederia  en  el  caso  en  que  respecto  a cierto  punto 
L,  los  dos  conos  de  que  acabamos  de  hablar  en  el  número  preceden- 
te, tuviesen  sus  trazas  tanjentes  una  a otra.  En  este  caso,  la  jeneratriz 
tirada  de  L a este  punto  de  contacto,  podría,  sin  separarse  del  punto  L, 
resbalar  sobre  la  tanjente  común  a las  dos  trazas,  y así  describiría  nn  ele- 
mento particular  que  sería  plano.  Esto  es  lo  mismo  que  suponer  que  las 
dos  tanjentes  MU  y NV  están  en  un  mismo  plano,  y con  mayor  razón 
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sería  lo  mismo,  si  las  tres  tanjentes  en  L,  M,  y N se  hallasen  en  un 
solo  plano. 

515.  Podemos  también  sujetar  a la  recta  máril  G a que  resbale  cotis- 

tantemente  sobredas  curbas fijas  A B,  •permaneciendo  siempre  paralela 
a un  plano  dado  V que  se  Wtuau  plano  director.  Para  construir  en  este 
caso  las  posiciones  de  la  jeneratriz,  es  suficiente  cortar  a las  curbas  A 
y B (núm.  233)  con  varios  planos  paralelos  a P;  y uniendo,  por  medio 
de  una  recta,  los  dos  puntos  de  sección  de  cada  plano,  tendréinos  los  lí- 
neas GLM,  G’L’M’ que  evidentemente  satisfarán  las  condicio- 

nes impuestas  a la  jeneratriz.  La  superficie  que  es  el  lugar  de  todas  es- 
tas rectas,  será  también  en  jeneral  gausa,  porque  las  tanjentes  LI/'P  y 
MM’U,  en  que  se  apoya  la  recta  G cuando  pasa  a lo  posición  inñnita- 
mento  próxima  G’,  no  se  hallarán  de  ordinario  en  un  mismo  plano. 

Por  lo  demos,  este  jénero  de  superficies  gansos  se  comprchcndc  en 
el  precedente,  cuando  nos  imajinamos  que  la  tercera  directriz  C está 
situada  al  infinito,  en  el  plano  P. 

516.  En  todas  las  superficies  regladas,  podremos  reemplazar  las 
curbas  directrices  por  superficies  directrices  a las  que  deberá  la  recta 
móvil  ser  tanjente.  Por  ejemplo,  si  asignamos  una  curba  A y una  su- 
perficie S para  dirijir  a la  jeneratriz,  aúna  con  un  plano  P a que  esta 
recta  móvil  deba  permanecer  paralela,  deberemos  tir,ir  por  cada  punto 
L tomado  sobre  A,  un  plano  paralelo  a P,  el  cual  cortará  a la  superfi- 
cie S según  una  curba  a la  que  tiraremos  tanjentes  que  salgan  de  L; 
estas  serán  las  posiciones  de  la  jeneratriz  pedida,  y la  superficie  regla- 
da, producida  de  este  modo,  será  en  jeneral  gausa.  Ademas,  tocará  a S 
en  toda  la  esteusion  de  la  curba  formada  por  los  puntos  de  contacto  a, 
6,  y,.-.,  de  las  tanjentes  de  que  acabamos  do  hablar;  porque,  así  para  la 
superficie  gausa  como  para  la  S,  el  plano  tanjente  contendrá  a la  jene- 
ratriz rectilínea  y a la  tanjente  de  la  curba  «Sy,  que  es  común  a las  dos 
superficies. 

Si  80  nos  diesen  dos  superficies  S y S’  con  un  plano  director  P,  cor- 
taríamos a estas  superficies  con  diversos  planos  paralelos  a P,  y tiraría- 
mos una  tanjente  comon  a las  dos  secciones  producidas  por  cada  uno 
de  los  planos  secantes. 

517.  Cuando  las  superficies  regladas  no  admiten  ytfanorftVccfor,  po- 
dremos reemplazar  una  o mas  de  las  tres  curbas  directrices  A,  B y C, 
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con  superficies  a que  deba  ser  tanjcntc  la  jcncratriz.  Con  efecto,  supon> 
gamos  que  señalemos  para  dirijir  el  movimiento  de  esta  recta,  a las 
curbas  A y B con  una  superficie  8;  será  preciso  construir  para  cada 
punto  L tomado  sobre  A,  dos  conos  que  tengan  sus  cúspides  comunes 
en  L,  y uno  de  los  cuales  tenga  por  base  a la  curba  B,  en  tanto  que 
el  otro  esté  circunscrito  a la  superficie  S (núm.  347):  las  intersecciones 
de  estos  dos  conos,  que  precisamente  serán  rectas,  nos  darán  la  posi- 
ción de  la  jencratriz  cuando  pase  por  el  punto  L.  Cuando  la  superficie 
8 sea  desarrollablc,  será  mas  corto  tirarle  un  plano  tanjentc  que  corte 
a las  dos  curbas  A y B en  puntos  que  rcunircinos  por  medio  do  una  rec- 
ta, esta  será  una  posición  déla  jencratriz. 

8i  se  nos  da  una  sola  curba  A con  dos  superficies  directrices  S y S\ 
será  preciso  combinar  n un  tiempo  dos  conos  ciicunscritos  uno  a B y el 
otro  a S'  y cuya  cúspide  común  se  halle  en  un  punto  L de  la  línea  A. 

518.  Cuando  solo  se  asignan  tres  superficies  S,  S'  y S”  a las  que  la 
recta  móvil  deba  constantemente  permanecer  tanjente,  será  mucho 
mas  trabajosa  la  construcción  de  las  diversas  posiciones  de'  esta  jciie- 
ratriz;  pero  llegaremos  a conseguirlo  refiriendo  la  cuestión  a uno  de  los 
casos  precedentes.  Con  efecto,  si  conocemos  una  recta  G quo  toque  a 
la  superbie  S en  un  punto  determinado  «,  a S’  en  a’,  y a S”  en  a”;  y ha- 
cemos en  seguida  resbalar  esta  línea  iiaaa”  sobre  las  dos  superficies  S 
y S’,  sujetándola  ademas  a permanecer  paralela  a un  plano  director  P, 
obtendremos,  por  el  método  del  núm.  516,  una  superficie  ausiliar  S que 
cortará  a B”  según  cierta  curba  a”g”y”  que  pasará  por  el  punto  a”,  y a 
la  que  la  recta  G será  precisamente  tanjente  en  este  punto,  porque  G se 
halla  cvidenicmcntc  en  el  plano  tanjente  de  S”,  y en  el  que  toca  a la  su- 
jierficic  gausa  £ en  el  punto  a”.  Por  consiguiente,  si  principiamos  por 
construir  la  superficie  ausiliar  £ que  tiene  por  directrices  a B,  S’,  y al 
plano  P;  y si  en  seguida  determinamos  su  intersección  a”g”Y”  con  la 
superficie  S”,  no  habrá  mas  que  tirar  a la  curba  a”6”y”  tanjente 
que  sea  paralela  al  plano  P,  y esta  tanjente  será  la  posición  de  una  je- 
neratriz  G de  la  superficie  pedida  que  tiene  por  directrices  a S,  B',  y S". 
Pura  obtener  otros  puntos  de  esta  jencratriz,  haremos  variar  la  direc- 
ción del  plano  P. 

519.  Podemos  también  dirijir  el  movimiento  de  la  recta  que  enjen- 
dra  una  superficie  reglada,  asignando  dos  curbas  directrices  A y B,  con 
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la  condición  de  que  la  jeneratriz  corte  a una  de  ellas  bajo  un  ángulo  cons- 
tante dado;  o bien,  la  porción  de  esta  jeneratriz  comprehendida 
entre  A y B,  conserve  una  lonjitud Jija.  Podemos  también  hacer  resba- 
lar la  recta  móvil  al  largo  de  una  sola  curba  h.  trazada  sobre  una  super- 
ficie fija  8,  a la  que  deberá  la  jeneratriz  ser  normal  Sfa.  Sfa.  Pero  todas 
estas  variedades  de  superñcies  regladas,  para  las  que  será  fácil  nos 
imajinemos  un  modo  de  construcción  apropiada  a las  condiciones  que 
imponga  cada  problema,  no  ofrecen  un  interes  tal  que  motive  las  dis- 
cutamos en  detalle,  y ademas,  no  forman  en  el  fondo  jénero  verdadera- 
mente distinto,  puesto  que  siempre  las  podemos  concebir  relacionadas 
con  las  del  núm.  513,  adoptando  por  directrices  de  la  recta  móvil,  a 
tres  secciones  dadas  a discreción  en  la  superficie. 

520.  Para  completar  estas  nociones  jenerales,  agregaremos  que  se 
da  el  nombre  particular  de  conoide  a las  superficies  gausas  que  admi- 
ten un  plano  director  P con  dos  directrices,  una  de  las  que  es  rectilínea: 
la  otra  directriz  puede  ser  una  curba  o una  superficie.  Dirémos  que  el 
conoide  es  recto,  cuando  la  directriz  rectilínea  sea  perpendicular  al  plano 
P (rúase  núm.  596). 

Cuando  las  dos  directrices  son  rectas,  el  conoide  toma  el  nombre  de 
paraboloide  hiperbólico,  o do  conoide  de  segundo  grado,  porque  es  el 
único  cuya  cquacion  no  se  eleva  mas  que  a este  grado. 

Filialmente,  cuando  una  superficie  reglada  que  no  admite  plano  di- 
rector, tiene  por  directrices  a tres  rectas  cualesquiera,  toma  el  nombre 
de  hiperboloide  de  una  naqrn;  este  hiperboloide  y el  paraboloide  de  que 
acabamos  de  hablar,  se  designan  también  simultáneamente  bajo  el 
nombre  de  superjicies  gausas  de  segundo  grado,  porque  el  análisis  nos 
enseña  que  son  las  únicas  superficies  de  esta  naturaleza,  cuya  equa- 
cion  no  se  eleva  sino  hasta  este  órden.  Vamos  a principiar  por  con- 
siderar estos  dos  jéneros  particulares,  que  presentan  propiedades  mui 
notables,  y que  necesitamos  conocer  para  estudiar  las  otras  superficies 
gausas. 
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CAPITULO  II. 


Del  hiperboloide  de  una  napa. 


na.  10»,  521.  Llamamos  así,  a la 'superficie  particular  cnjcndrada  por  une 

recta  mótil  A que  constantemente  se  apoya  sobre  tres  rectas  fijas  B,  B’  y 
B"  que  no  son  paralelas  a un  solo  plano,  y de  las  que  dos  cualesejuicra  de 
ellas  no  se  hallan  tampoeo  en  un  mismo  plano;  porque  mas  adelante  de- 
mostraremos (iiúm.  535)  qiieesta  superficie  es  idéntica  con  la  que  hemos 
designado  ya  bajo  este  nombre  en  el  núm.  83.  La  construcción  de  las 
jeneratrices  se  efectuará  por  el  procedimiento  jcneral  del  núm.  513,  que 
será  ahora  mui  sencillo,  porque  las  superficies  cónicas  ausiliares  se  redu- 
cirán aplanes;  y así  después  de  haber  tomado  un  punto  arbitrario  L so- 
bre la  directriz  B,  tiraremos  por  este  punto  dos  planos,  uno  de  los  cua- 
les pase  por  B’y  otro  por  B”;  indagando  en  seguida  la  intersección  de 
estos  dos  planos,  obtendrémos  una.  recta  ALMN  que  evidentemente  se 
apoyará  sobre  las  tres  directrices  señaladas,  llallaríamos  el  mismo  re- 
sultado, construyendo  la  intersección  de  la  directriz  B”  con  el  único 
plano  tirado  por  Ly  la  recta  B’,  y uniendo  este  punto  de  sección  con  el 
punto  L.  Este  mismo  procedimiento  aplicado  subcesivainente  a otros 
puntos  L’,  L’’,....  de  la  recta  B,  nos  daría  las  diversas  jeneratrices  A,  A’, 
A”,  A’”,...  del  hiperboloide  de  que  tratamos;  y como  cada  una  no  puede 
ocupar  evidentemente  sino  una  sola  posición  cuando  pasa  por  un  punto 
dado  L o L’,  síguese  de  aquí  que  el  movimiento  de  la  recta  móvil  queda 
completamente  determinado  por  la  condición  de  apoyarse  sobre  las  tres 
directrices  asignadas. 

522.  Esta  superficie  c.s  precisamente  gausa;  porque  no  podrán  ha- 
llarse en  un  mismo  plano  dos  jeneratrices  cualesquiera  A y A’,  sino 
cuando  las  rectas  B,  B’,  B”,  que  cada  una  tiene  dos  puntos  comu- 
nes con  A y A’,  estén  también  situadas  en  este  plano  único;  lo  que 
es  contrario  a las  condiciones  formalmente  impuestas  en  la  definición 
del  núm.  52],  Ademas,  como  este  raciocinio  no  exije  que  las  dos 


Digitized  by  Google 


CAPITULÓ  ir.  mPERBOLÓIÜE  DE  U?tA  NAPA.  305 

rectas  A y A’,  estén  aquí  infinitamciite  próximas,  coinu  se  suponía  para 
una  aupcrficic  gauaajencral  (núin.  510),  resulta  que  uii  el  liiperbuluide, 
dos  jeneratrice»  cualesquiera  no  están  nunca  en  un  mismo  plano. 

523.  Si  entre  las  tres  directrices  B,  B'  y B”,  que  suponemos  no  ser  no.  lio. 
paralelas  a nn  solo  plano,  hubiese  dos  que  estuvie.sen  en  unmismo  pla- 
no B’CB”,  no  podria  la  recta  móvil  A cumplir  con  las  condiciones  im- 
puestas, sino  de  loados  mudos  siguientes  : 1.  ° pasando  constantemente 

|)or  el  punto  de  sección  C y resbalando  sobre  B,  lo  que  baria  (|ue  des- 
cribiese el  plano  CDB  ; 2.°  jirando  en  el  plano  B’CB”,  al  rededor  del 
punto  1)  en  que  le  encuentra  la  recta  B.  Y en  únibos  modos  la  su- 
perficie descrita  sería  el  sistema  do  dos  planos  que  se  cortasen.  Pero 
esta  variación  del  hiperboloide,  que  es  análoga  al  caso  de  una  hipérbola 
reducida  a sus  asíntotas,  uo  presenta  ninguna  indagación  nueva,  y en 
adelante  continuarémos  excluyendo  la  hipótesis  enteramente  particular 
de  que  dos  de  las  directrices  se  hallen  en  un  mismo  ]>lano. 

524.  lili  hiperboloide  de  una  napa  goza  de  una  propiedad  mui  notu-viu.  ion. 
ble,  e importante  para  la  determinación  de  los  planos  tanjentes  u Ins 
superficies gausas  jcneralas;  esta  es  la  de  admitir  otro  segundo  modo  de 
jcneracion  por  meiidio  de  la  línea  recta,  en  el  cual  las  primeras  jenera- 
trices  se  conviertan  en  directrices,  y recíprocamente.  Es  decir  que  si  hace- 
mos resbalar  una  recta  múcil  sobre  tres  cualesejuiera  de  las  rectas  \, 

que  acabamos  de  construir,  esta  nucta  jeneratriz,  que  coinci- 
dirá evidentemente,  cu  tres  desu.s  posiciones,  con  B,  B’  y B”,  describirá 
una  superficie  identic.v  con  el  primer  hiperboloide,  taiito  en  Síi  forma 
cuanto  en  la  posición.  Pero  untes  de  demostrar  esta  bella  propiedad,  re- 
curdarémos  dos  teoremas  conocidos  en  la  teoría  de  las  transen-sales. 

525.  Lem.v  i.  Cuando  en  un  triángulo  ABC,  se  tira  una  transversal nu.  ili. 
cualquiera  PQR  que,  cortando  a los  tres  lado.4  o sus  prolongaciones, 
forme  seis  segmentos,  el  producto  de  tres  segmentos  que  no  estén  conti- 
guos es  igual  al  producto  de  los  otros  tres-,  es  decir  que  tendremos  que 

AP  . CR  . BQ=AQ  . BR  . CP  (x) 

Con  efecto,  tiremos  la  recta  BII  paralela  a PQR,  y evidentemente 
tendremos  las  proporciones  siguientes  : 

•VQ  : QB  ::  AP  : Pll  = 

AQ  ’ 

39 


i 
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rio.  II! 
Y 114. 


:)06 

CR  ; BR  ::  CP  : PII  = 

V/lv 

y en  seguida  igualando  los  dos  valores  de  PH,  liallarémos  la  fórmula  (x). 
! 52G.  Lema  II.  >Si  en  un  cuadrilátero  gamo  ABCD,  trazamos  dos 
rectas  MN  y PQ  que,  apoyándose  cada  una  en  dos  lados  opuestos,  o 
en  sus  prolongaciones,  se  corten  en  un  punto  O,  el  producto  de  cuatro 
segmentos  no  contiguos  será  siempre  igual  al  producto  de  los  otros  cuatro 
segmentos;  es  decir  que  tendremos  que 

AP  . BN  . CQ  . DM  =AM  . DQ  . C.\  . BP  (tt) 

Primeramente,  observemos  que  si  las  dos  transversales  MN  y PQ 
se  cortan  efectivamente,  deben  hallarse  en  el  mismo  plano,  el  cual  con- 
tendrá a las  rectas  PN  y MQ  que,  por  consiguiente,  irán  a cortarse  en 
cierto  punto  R;  pero  eoino  estas  rectas  PN  y MQ  se  hallan,  una  en  el 
plano  del  triángulo  ABC,  y la  otra  en  el  de  ADC,  y estos  planos  se  cor- 
tan según  lu  diagonal  AC,  es  preciso  que  el  punto  do  encuentro  R do 
las  líneas  PN  y MQ,  esté  prccisamcne  colocado  sobre  esta  diagonal. 
De  donde  se  sigue  que  para  obtener,  en  un  cuadrilátero  ganso,  dos  trans- 
versales opuestas  que  realmente  se  corten,  podemos  tomar  a discreción 
una  de  ellas  M.N,  y elejir  arbitrariamente  el  punto  P de  la  segunda;  pero 
enseguida,  deberémos  trazar  la  recta  PNRque  irá  a cortar  a la  diagonal 
AC  en  un  punto  R,y  luego  tirar  la  RM  que  determinará  la  posición  del 
punto  Q que  será  preciso  unir  con  P. 

F.sto  supuesto,  los  triángulos  ABC  y ADC,  cortados  por  las  trans- 
versales PNR  y MQR,  nos  dan,  en  virtud  del  lema  precedente, 

AP  . BN  . CR  = AR  . CN  . BP , 

CQ  . DM  . AR=  CR  . DQ  , AM; 

y de  aquí,  multiplicando  miembro  por  miembro  estas  igualdades,  y su- 
primiendo los  factores  comunes,  deduciremos  la  relación  anunciada  }a, 

AP  . BN  . CQ  . DM  = 
la  cual  puede  escribirse  así : 

AP  C^_ 

PB  ■ QD  “ 


AM  . DQ  . CN  . BP  (y) 

AM  CN  . . 

MD  ■ NB  ’"■■■■ 


Digitized  by  Google 


CATITVI.O  II.  llimiBOLOlDE  DE  DXA  NAPA. 


307 

527.  Recíprocamente,  si  dos  rectas  PQ  y MN  cortan  a los  lados 
opuestos  de  nn  cuadrilátero  ganso  ABCD,  de  modo  que  se  verifique  la 
fórmula  (i/),  estas  dos  transversales  se  hallan  en  un  mismo  plano.  En 
efecto,  si  esto  no  es  así,  podremos  tirar  por  el  punto  P una  recta  PQ’ 
que  corte  a MN;  y entúuces  tendríamos  que 

.\P  . BN  . CQ’  . DM  = AM  . DQ’ . CN  . BP  . , 

cuya  cquacion  es  incompatible  con  (y)  que  suponemos  efectuada,  por- 
que si  CQ’  es  mayor  que  CQ,  ncccsariamcnto  DQ’  será  menor  que  DQ. 

528.  Pasemos  ahora  a tratar,  dcl  doble  modo  de  jencrocion  que  he-nc.  lOs. 
inos  anunciado  lu'an.  524  rcsjiecto  al  hiperboiloide  de  una  napa;  y pro- 
bemos que  toda  recta  B”’DD’U”’  que  te  apoye  sobre  tres  jtneratrices 
cualesquiera  A,  A’  y A’”  del  primer  modo,  cortará  precisamente  a todas 

las  rectas  de  este  sistema;  por  ejemplo,  que  encontrará  a la  jeneratriz  A” 
en  cierto  punto  D’”.  De  aqiH  se  seguirá  evidentemente  que  todos  los 
puntos  de  esta  línea  B”’  se  hallarán  sobre  el  primer  hiperboloide  cons- 
truido ya  con  las  tres  directrices  fijas  B,  B'  y B”,  y que  según  esto  una 
de  estos  últimas  puede  también  describir  esta  misma  superficie,  resba- 
lando sobre  tres  rectas  del  sistema  A. 

Pero  como  según  el  primer  modo  de  jeneracion,  |as  tres  rectas  A, 

-V  y A”  cortan  a B,  B’  y B”,  el  cuadrilátero  L\N”’L”’  dará,  cu  virtud 
de  la  fórmula  (z) 

LL’  N’”N’  _ LM  N”’M”’  . 

1;L”’  ■ "Ñ  N ~ MN  ■ M”’L” '' 

pero  como  la  recta  A"  encuentra  a las  otras  tres  rectas  B,  B’  y B”,  y 
que  B'”  corta  también  a las  rectas  A,  A’  y A’”,  el  mismo  cuadrilátero  nos 
dará  aun,  según  la  fórmula  (i),  las  dos  relaciones  siguientes, 

IJ,”  N"  N”  _ EM  N”’.M”’ 

L”L”  ■ N”N  ~ MN  ■ M”’L’^  

LD  N'D”  LL’  N’”N’ 

DN  ■ IT’I?”  ^ LTT"  ■ 'ÑÑ'  

y como  en  virtud  de  la  equacion  (1),  los  segundos  miembras  de  las  equa- 
ciones  (2)  y (3)  son  ¡guales,  conclnirémos  de  aquí  esta  nueva  igualdad. 


Digilized  by  Google 


103 


uann  vil.  DE  LAS  Sl'PERriI  IES  CAUSAS. 


LI)  LI-”  N”’N” 

- Di\  ■ D’"L"’~  L”L”’  ■ N"i\ 

la  cual  pnieba  (iiúin.  527)  que  las  dos  rectas  A”  y B"'  se  cortan  cfecti- 
vatnente  en  un  punto  D”. 

529.  Observemos  aliora  que  el  segundo  miembro  común  de  las  cqiiu- 
eiones  (1)  y (2),csuua  cantidad  constante  t que  permanece  invariable, 
de.sde  que  queda  fija  la  posición  de  las  cinco  rectas  B,  B’,  B",  A y A”‘; 
de  donde  se  sigue  que,  respecto  a una  nueva  recta  cualquiera  A’  que  se 
apoye  en  las  tres  primeras,  siempre  tendremos  (pie 


LL’  NV 

L’L’”  ■ N’N” 


("») 


l’ero  si  las  tre.s  rectas  B,  B’,  y B”,  fuesen  paralelas  a un  mismo  plano, 
.«abemos  que  dividirían  a y A’  en  partes  proporcionales,  de  modo  que 
tendríamos  ipic  /i=l;  por  consigiiiciitc,  la  cquacion  (5)  sería  enti'mces 

LL’ 

Í?L”’  "■  ÍVX”’ 

(pie  nos  prueba  que  en  este  caso,  las  tres  rectas  A,  A’,  y precisa- 
inenie  serian  también  paralelas  a un  solo  plano,  pero  diferente  del  pri- 
mero. Mas  adelanto  volveremos  ha  hallar  esta  consecuencia,  en  el  pa- 
raboloide hiperbólico  (tiúin.  553). 

FIO.  109.  530.  Del  plano  tanjrnte.  Supue.sto  que  por  cada  punto  del  hiperbo- 

loide pasan  dos  rectas  (níim.  528),  una  del  sistema  A y la  otra  del  siste- 
ma B,  y que  c.stas  líneas  son  ellas  mismas  sus  propias  tanjentes,  debe- 
rán hallarse  ambas  en  el  plano  tanjentc  relativo  al  punto  cu  que  se  cor- 
tan, y por  consiguiente,  serán  suficientes  para  determinar  este  plano  y 
para  Iiallar  sus  trazas.  Y así,  cuando  so  defina  un  hiperboloide  por  la.« 
tres  directrices  B,  B’,  y B”,  y se  señale  el  punto  de  contacto  D sobre  una 
jenoratriz  dada  A,  será  preciso  construir  (núm.  521),  por  lo  ménos,  otras 
dos  posiciones  A’  y A” de  csta.jeneratriz;  y enseguida  adoptando  a es- 
tas líneas  A,  A’  y por  directrices,  se  construirá  una  recta  DD'D” 
que  80  apoye  sobre  estas  últimas,  y parta  del  punto  D.  En  este  caso 
esta  recta  DD’D”  estará  situada  sobre  el  hiperboloide,  y dirijiendo  un 
plano  por  las  dos  líneas  AD  y DD’D”,  este  será  el  plano  lanjonte  re- 
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lativo  al  pnnto  D.  Eita  solución  es  demasiado  sencilla,  para  que  crea- 
mos necesario  construirla  en  un  depurado  especial. 

5^U.  Cuando  los  datos  de  nn  hiperboloide  estén  asignados  sobre 
dos  planos  de  proyección,  y solo  se  cite  la  proyección  horizontal  D,  por 
ejemplo,  de  un  punto  de  esta  snperfícic,  para  el  que  so  nos  pide  el 
plano  tanjente,  no  será  posible  tirar  inmediatamente  la  jeneratriz  Al), 
áiilcs  de  haber  bailado  la  proyección  vertical  del  punto  D.  Para  esto 
será  preciso,  en  jeneral,  tirar  por  este  punto  un  plano  vertical  cual- 
quiera; determinar  la  sección  que  produzca  en  la  superfície,  y construir 
los  puntos  de  encuentro  de  este  plano  secante  con  las  varias  jeneratri- 
ces  que  se  apoyen  sobre  las  rectas  dadas  B,  B’  y B”;y  por  último,  pro- 
yectar sobreestá  sección  el  punto  D asignado  sobre  el  |)lano  horizon- 
tal. Eb  cuyo  caso,  como  conocemos  las  dos  proyecciones  de  la  jene- 
ratriz A qne  pasa  por  este  punto,  nos  hallarémos  en  el  caso  del  núme- 
ro procedente. 

.532.  Del  CENTRO  deZ  hiperboloide.  Esta  superficie  está  dotada  de nc.i  li. 
un  centro,  es  decir  que  existe  un  punto  de  tal  naturaleza,  que  todas  las 
cuerdas  de  la  superficie  que  jm.'tanpor  este  punto,  quedan  divididas  en 
el  en  dos  partes  iguales.  Para  demostrar  esta  proposición,  represen- 
temos por  B,  B’  y B”,  tres  directrices  primitivas  que  cumplan  con 
las  condiciones  enunciadas  en  la  definición  del  núm.  521;  podremos 
entúncc.s  conducir  por  las  rectas  B’  y B”  dos  planos  distintos  B’DC 
y B”CD,  paralelos  uno  y otro  a la  directriz  B,  y estos  dos  pla- 
nos se  cortarán  según  una  recta  ACD  paralela  evidentemente  a B;  de 
modo  que  esta  línea  ACD  será  una  jeneratriz  del  hiperboloide  pro- 
puesto, supuesto  qne  se  apoyará  en  B’  y B”  e irá  a encontrar  a B .a  una 
distancia  infinita.  Asi  mismo,  tirando  por  B”  y por  B dos  planos  B’'(iH 
y BUG,  paralelos  a B,  se  cortarán  según  una  recta  A’GH  que  también 
será  una  jeneratriz  del  hiperboloide;  y hallaremos  otra  tercera  A”KE 
por  medio  de  dos  planos  BllF  y B’DI  paralelos  a B",  y tirados  por  B 
y B’.  De  aquí  coiicluirémns  desde  luego  qne  cada  jeneratriz  de  un  sis- 
tema tiene  su  paralela  en  el  sistei/ia  opuesto;  porque  lo  que  aquí  hemos 
dicho  de  B,  se  aplicará  igualmente  a cualquiera  otra  jeneratriz  B’”,  B’”’,... 
qne  puede  tomarse  por  directriz  en  lugar  de  B (núm.52B).  En  seguida, 
los  seis  planos  que  hemos  construido  aquí  arriba,  manifiestamente  for- 
man un  paralelipípedo  que  tiene  por  aristas  opuestas  a las  seis  rectas 
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11,  13',  B”  y A,  A’  A”;  y decimos  que  el  centro  O de  este  paralelipípedo, 
es  también  el  centro  del  hiperboloide. 

Para  demostrarlo,  tiremos  por  un  punto  M tomado  arbitrariamcnic 
sobre  la  directriz  B,  uiiu  recta  M'.MM”  ijuo  corte  a las  otras  dos  direc- 
trices en  M’  y M”,  y así  será  una  jeueratriz  del  sistema  A;  en  segui- 
da compararémosla  con  niiu  jeueratriz  del  sistema  B que,  apoyán- 
dose sobre  .4,  A’  y A”,  sen  paralela  a MM’M”.  Para  obtener  esta 
nueva  jeueratriz,  tomarémos  las  distancias 

DN=IIM,  GN’=EM’,  Ei\"=GM”, 

y los  tres  puntos  N,  N’  y .\”,  dctcrmicados  de  este  modo,  se  hallarán 
en  línea  recta.  Con  efecto,  tirando  las  líneas  OM  y ON,  los  triángulos 
OMII  y OND,  que  visiblemente  son  iguales,  nos  servirán  para  probar 
que  los  lados  OM  y ON  son  iguales  y en  línea  recta;  la  misma  conse- 
cuencia tendrá  lugar  respecto  a las  líneas  OM’  y ON’,  OM”  y ON”,  en 
virtud  de  los  triángulos  iguales  que  fácilmente  percibiremos.  En  segui- 
da, los  triángulos  MOM’  y NON',  iguales  por  lo  que  precede,  confir- 
marán el  paralelismo  de  los  lados  MJI'  y NN’;  por  último,  MM”  será 
paralela  a NN”  en  virtud  de  los  triángulos  iguales  MOM”  y NON”. 
Por  consiguiente,  las  dos  porciones  N’N  y NN”  no  formarán  sino  una 
sola  línea  recta,  que  será  una  jeueratriz  del  sistema  13,  paralela  a la 
jeueratriz  M'MM”,  elejida  a discreción  en  el  sistema  A;  ademas,  vemos 
por  esto  que  dos  jcneratriccs  paralelas  se  hallan  siempre  en  un  plano 
(¡ue  pasa  por  el  punto  O,  y están  igualmente  distantes  de  este  punto. 

.Sentado  esto,  si  por  un  punto  arbitrario  P de  la  recta  M'MM”,  tira- 
mos una  cuerda  POQ  que  pase  por  el  punto  O,  esta  precisamente  irá  a 
penetrar  ul  hiperboide  en  un  punto  Q situado  sobre  N’NN”,  y en  virtud 
de  las  relaciones  arriba  establecidas,  tendremos  evidentemente  que  OP 
=OQ;  luego,  supuesto  que  esta  consecuencia  es  cierta  respecto  a cual- 
quier punto  P tomado  sobre  el  hiperboloide,  quedará  probado  que  el 
punto  O es  el  centro  de  esta  superficie  (*). 


(* ) M.  J.  Binet  es  el  que  ha  dado  a conocer  (Diario  de  la  Escuela 
Politécnica,  cuaderno  ) entre  otros  paralelipípedos  concéntricos  con 
el  hiperboloide,  los  que  se  forman  de  este  modo,  es  decir,  uniendo  tres  jene- 
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533.  Obsen’emos  que,  cuando  solamente  se  trata  de  construir  es- 
te centro,  le  obtendréinos  sin  necesidad  de  trazar  el  paralelipípedo  de 
que  acabamos  de  hablar,  hallando  la  intersección  de  tres  planos  tira- 
dos por  la  recta  dada  B y su  paralela  .\,  por  B’  y su  paralela  A’,  y por 
B"  y su  paralela  A”:  porque  cada  uno  de  estos  planos  diag^onales  pasa 
evidentemente  por  el  centro  del  paralelipípedo  que  es  el  del  hiperbo- 
loide. Podemos  ademas  decir  que  estos  son  tres  planos  asintáticos  de 
la  superlicie,  según  lo  esplicarémos  en  el  iiúm.  546. 

534.  Reasumiendo  las  proposiciones  precedentes,  vemos  que  en  el 
hiperboloide  de  una  napa,  1.°  existen  dos  sistemas  de  jciieratrices 
rectilíneas. 

A,  A’,  A”,  A”’ y B,  B’,  B”,  B’”, 

cada  una  de  las  cuales  corta  a todas  las  rectas  del  sistema  opuesto 
(níiin.  528);  no  obstante  esto,  cada  jeneratriz  A tiene  su  paralela  en  el 
sistema  B (ni'iin.  532),  y recíprocamente;  de  modo  que  estas  rectas  com- 


ratrices  cualesquiera  deun  sistema,  con  sus  paralelas  en  el  sistema  opues- 
to. Este  sabio jeometra  ha  deducido  de  aquí  muchasconsecuencias  interesan- 
tes;  pero  ahora  solo  obsercaremos:  1.®  que  cada  uno  de  estos  jtaraleli pipe- 
dos  está  circuiiscriro  al  hiperboloide,  supuesto  que  cada  cara  contiene  a 
dos  jeneratrices  y es  tanjente  en  el  punto  en  ijue  se  cortan  estas  rectas ; 

2. ®  que  ofrecen  una  construcción  gráfica  mui  elegante,  para  hallar  el 
centro  de  la  superficie  gausa  definida  por  tres  directrices  rectilíneas ; 

3. ®  que  no  son  menos  útiles  consideradas  analíticamente,  porque  adoptan- 
do este  centro  por  orijen  ele  los  eyes  coordenados,  elejidos  paralelos  a las 
tres  directrices  asignadas,  la  equacion  de  la  superficie  se  presentará  bajo 
la  forma  mui  simple  de 


+ 


ay 


con  efecto,  siendo  manifiestamente  los  ejes  actuales  tres  aristas  del  cono 
asintótico,  debe  suceder  que  cada  plano  coordenado  corte  a la  superficie 
según  una  hipérbola  que  tenga  por  asíntota  a los  dos  ejes  contenidos  en 
este  plano. 
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paradas  de  dos  en  dos,  no  tiene  lugar  el  ciicuentro,  sino  a una  distan- 
cia infinita. 

2. “  Dos  jencTfttriccs  del  si.stcma  A no  se  hallarán  jamas  en  un  solo 
plano  (uúm.  522);  lo  mismo  sucederá  con  las  jeneratrices  del  sistema 
B,  porque  estas  últimas  se  a|>oyan  también  (núm.  528)  sobre  tres  rec- 
tas del  sistema  A,  las  cuales  se  hallen  en  planos  diferentes. 

3. “  Tres  rectas  cualesquiera  del  sistema  A no  son  mítica  paraltlm 
a un  7tiismu  plano;  ponpie  si  esto  tuviese  lugar,  se  seguirla,  según  el 
núm.  529,  que  las  directrices  B,  B’  y B”  sobre  quienes  se  apoyan  to- 
das las  jciicratríccs  del  primer  modo,  serian  también  paralelas  las 
tres  a un  mismo  plano,  lo  que  es  contrario  a la  dcñiiicion  del  núm. 
521.  Y recíprocamente,  tres  cualesquiera  de  las  Jeneratrices  del  sis- 
tcina  B no  son  jamás  paralelas  a un  mismo  plano,  porque  esto  nos 
coiiduciria  (iiúin.  529)  a una  restricción  igual  a la  que  lieinos  visto  res- 
pecto a las  rectas  del  sistema  A,  sobre  las  cuales  se  apoyan  estas  jene- 
ratrices del  segundo  modo. 

4. ®  Kl  centro  del  hiperboloide  está  colocado  en  el  centro  del  ¡larale- 
lipípcdo  construido  con  tres  rectas  cualcs(|uiera  del  sistema  A,  unidas 
a las  jeneratrices  del  sistema  B que  son  respectivamente  {laralelas  a 
las  tres  primeras  (núm.  532);  o mas  sencillamente,  es  dado  por  la  iii- 
tersecciuu  de  tres  planos  a.sintóticoa  (núm.  533). 

.5.”  Una  recta  cualquiera  D no  podrá  penetrar  al  hiperboloide  en 
mas  de  dos  puntos;  porque  si  tuviese  tres  puntos  comunes  con  esta  su- 
perticie,  la  recta  Ü se  apoyaría  sobro  tres  jeneratrices  de  uno  u otro 
sistema,  de  modo  que  toda  ella  coincidiría  con  la  superficie.  Ademas, 
para  obtener  estos  puntos  do  intersección,  será  preciso  construir,  como 
en  el  núm.  531,  la  .sección  producida  en  el  hiperboloide  por  un  plano 
vertical  u horiaontal,  tirado  por  la  recta  1). 

53.5.  Ltt  superficie  gaiisa  enjendrada  por  una  recta  que  resbala  so- 
bre otras  tres  rectas  fijas  que  no  son  paralelas  a un  mismo  plano,  es 
lOK.NTtc.v  ron  el  hiperboloide  de  una  napa  que  hemos  descrito  en  el 
núm.  83.  Con  efecto,  esta  superficie  gausa  es  de  segundo  grado,  por- 
(|Uo  sin  efectuar  los  cálculos,  es  fácil  ver  que  las  condicionc.s  por  medio 
de  lasque  se  espresarin  que  la  recta  móvil  tiene  un  punto  común  con 
cada  directrir,  no  podrían  pfodacírnos  sino  uno  equacion  de  segundo 
grado.  lín  seguido,  esta  superficie  gausa  está  dotada  de  un  centro 
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(núm.  532),  y como  evidentemente  no  podrá  ser  ni  un  cono  ni  tampo- 
co nn  cilindro,  que  son  dcaurrollablcs,  es  preciso  que  sea  un  helipsoide 
o uno  de  los  dos  hiperboloides.  Pero  el  elipsoide  es  una  superficie  li- 
mitada en  todos  sentidos  (núm.  81)  que  no  puede  admitir  por  jencra- 
triz  a una  recta  indefinida;  por  otra  parte,  el  hiperboloide  del  núm. 

85  presenta  dos  napas  separadas  por  un  intervalo  iinojinario,  de  modo 
que  una  recta  indefinida  y continua,  no  podrá  manifiestamente  apli- 
carse toda  entera  sobre  esta  superficie;  por  consiguiente,  hemos  ve- 
nido a parar  en  la  proposición  enunciada  al  principio  de  este  articulo. 

536.  Para  manifestar  mas  claramente  la  identidad  de  que  se  trata,  no.  I19. 
y que  a primera  vista  puede  parecer  bastante  cstraña,  vamos  a de- 
mostrar sintéticamente  que  el  hiperboloide  descrito  en  el  núm.  83  ad- 
mite efectivamente  dos  sistemas  de  jeneratrices  rectiliiieas.  En  virtud  de 
la  definición  do  esta  superficie,  todas  las  secciones  perpendiculares  a su 
eje  imajinario,  son  elipses  sci«/yaníf.v  : si  la  cortamos  con  tres  planos 
horizontales  e'a\  V’X',  V"X”,  de  los  cuales  el  primero  pasa  por  el  cen- 
tro, y los  otros  dos  están  a igual  distancia  do  este  punto,  uno  encima  y 
otro  debajo  de  él,  obtendrémos  la  elipse  ele  la  garganta  (ethej,  a'e’)  y 
otras  dos  elipses  iguales  jiroyecladas  horizontalinente  sobre  VXJXY  que 
tiene  sus  ejes  paralelos  y proporcionales  a los  de  abef.  Sentado  esto,  y 
tirando  una  tanjente  cualquiera  ADB  a esta  última,  sabemos  que  las 
partes  AD  y DB  serán  iguales  (*);  por  consiguiente,  si  unimos  el  punto 
(D,  D’)  con  (A,  A’)  y (B,  §’),  obtendrémos  dos  rectas  (.\D,  A’D’)  y 
(DB,  D’S’),  que  serán  precisamente  prolongación  una  de  otra,  porque 
son  las  hipotenusas  de  dos  triángulos  rectángulos  manifiestamente  igua- 
les,' proyectados  sobre  DTA’  y D’PS’.  De  donde  resulta  que  la  recta 
(ADB,  A’D’S’)  tiene  tres  puntos  comunes  con  el  hiperboloide,  y por 
consiguiente  se  halla  enteramente  sobre  esta  svperficie,  en  atención  a 
que  esta  es  de  segundo  grade. 

Proyectemos  ahora  el  punto  A sobro  la  elipse  superior  al  punto  a’,  y el 
punto  B a la  inferior  a B’;  en  seguida,  unamos  en  el  espacio  estos  dos 
puntos  con  (D,  D’),  y obtendrémos  aun  dos  rectas  (BD,  B’D’)  y (DA, 


* (*)  Etia  proposición  se  demuestra  fácilmente,  parla  definición  pura- 
Tuenté  jeomítrlca  de  los  diámetros  conjugados  y de  las  turbas  semejantes. 
• 40 
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I)’*’;,  cuya  coincidencia  probaríamos  dcl  mismo  modo;  do  manera  que 
la  recia  total  (BDA,  B’D’o’)  tendrá  tres  puntos  comunes  con  el  hiper- 
boloide, y por  consiguiente  estará  toda  ella  situada  sobre  esta  superficie 
de  segundo  grado. 

l ili.  119.  537.  De  aquí  podemos  concluir  que  todo  plano  vertical  ADB  tan- 

jente  a la  elipse  de  la  garganta,  corta  al  hiperboloide  según  dos  rectas 
distintas,  que  su  cruzan  en  (D,  D’)  en  esta  misma  garganta  y están  in- 
dinaduB  simétricamente  a uno  y otro  lado  de  la  vertical  D.  Por  consi- 
guiente, podemos  mirar  a esta  superficie  como  producida  por  c/  wiori- 
viiento  de  la  jenerairh  (AI),  A'\y'),odela  jenerairíx  (BD,  B’D’)  sujeta 
a resbalar  constantemente  sobre  las  tres  elipses  semejantes 

(XYVU,  X’V’),  {abef,  ei'e)  y (XYVU,  X'’V”); 

porque  sabemos  (núm.  513)  que  estas  condiciones  arreglan  complcta- 
tnenle  el  movimiento  de  una  línea  recta.  Por  consiguiente,  las  diversas 
posiciones  de  estas  dos  jcneratriccs  presentarán  elos  sistemas  de  rectas 
indefinidas,  situadas  todas  sobre  el  hiperboloide,  a sabor  : 

[A]  (AD,  A’D'),  (A,E,  A’,E’),  (A,F,  A’,F') 

[B]  (BD,  B’D’),  (B,E,  B’,E  ),  (B,F,  B’,F’), 

tanto  unas  como  otras  se  proyectan  vertical  mente  sobre  tanjentes  a la 
bipérltola  X”fl’X’,  V”e'V’  contenida  en  el  plano  vertical  VX.  Con  efecto, 
en  el  punto  (N,  N’)  en  que  una  de  estas  jencratriccs  penetra  a este 
jdano  VX,  el  plano  tanjente  de  la  superficie  es  perpendicular  al  plano 
vertical,  en  virtud  de  que  contiene  a la  tanjente  a la  elipse  horizontal 
que  tiene  su  vértice  en  (N,  N’);  luego  lajcneratriz  (BND,  B'N’D’)  se  con- 
funde, en  la  proyección  vertical,  con  la  tanjente  de  la  hipérbola  (X”a’X’, 
(i.X),  que  también  está  en  este  plano  tanjenre.  Esta  misma  circunstan- 
cia tiene  lugar  con  la  recta  (ADN,  A’D’N”)  cuya  proyección  vertical 
toca  a esta  hipérbola  en  el  punto  (N,  N”);  y las  asíntotas  nos  las  darán 
las  jencratrices  (iK,  O’K’)  y (/Bj,  O’B’,),  que  como  son  paralelas  al 
plano  vertical  VX,  ne  tocarán  a la  hipérbola  sino  al  infinito. 

538.  Dos  jeneralr ices  cualesquiera  del  sistema  A no  están  nunca  en 
el  mismo  plano,  y la  superficie  es  gausa.  Con  efecto,  consideramos  las 
rectas  (AD,  A’D’)  y (A,G,  A’,G’);  si  estas  se  cortan,  su  punto  de  sección 
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estará  proyectado  horizontalmente  en  M;  pero  como  respecto  a la  pri- 
mera de  estas  rectas,  el  punto  M se  halla  mas  allá  del  punto  D que  per- 
teiioce  a la  elipse  de  la  garganta,  deberá  hallarse  sobro  la  napa  superior 
en  M”;  en  tanto  que  respecto  a la  recta  (A,G,  A’,G’),  como  el  pumo  * 

M está  mas  acá  de  G,  pertenecerá  precisamente  a la  napa  inferior,  y 
y estará  proyectado  en  M'.  Luego  las  rectas  propuestas  no  se  cortan,  y 
ademas,  es  bien  evidente  que  no  podrán  ser  paralelas. 

Del  mismo  modo  probaríamos  que  las  jencratriccs  del  sistema  B no 
están  nunca  en  un  solo  plano. 

5d9.  Por  el  contrario,  cada  jencratriz  (A,G,  A,’G’)  del  primer  siste- 
ma corla  a todas  las  rectas  del  segundo,  por  ejemplo,  a (BD,  B'D’).  Por- 
que el  punto  M en  que  se  encuentran  las  proyecciones  horizontales 
do  estas  dos  rectas,  está  colocado  sobre  una  y otra  del  lado  de  acá 
de  los  puntos  G y D que  portoneceu  a la  elipse  de  la  garganta;  luego  los 
dos  puntos  proyectados  en  M están  sobre  la  napa  inferior  del  hiperbo- 
loide; y por  consiguiente,  se  proyectan  a un  mismo  tiempo  en  M’,  su- 
puesto que  esta  napa  no  puede  manifiestamente  ser  cortada  por  la  ver- 
tical M sino  en  un  solo  punto.  Sin  embargo,  observ  emos  que  cuando  se 
elija  una  jencratriz  del  sistema  A y otra  del  sistema  B que  pasen  por 
los  estreñios  de  un  mismo  diámetro  de  la  elipse  de  la  gorgaiita,  estas 
dos  rectas  serán  ptiralelns;  y se  hallarán  en  nii  solo  plano. 

Del  mismo  modo  demostraríamos  que  cada  jencratriz  del  sistema  B 
corta  a todas  las  del  sistema  A,  csccpto  a una  sola  que  le  es  paralela. 

540.  Pero  como  el  movimiento  de  una  recta  queda  completamente 
determinado  (núm.  521)  por  la  condición  de  que  esta  línea  móvil  se 
apoye  constantemente  sobre  tres  rectas  fijas,  resulta  de  aquí  que  si  ha- 
cemos resbalar  la  jencratriz  (AD,  A’D’),  sobre  tres  rectas  cualesquiera 
del  sistema  B,  dicha  recta  no  podrá  tomar  sino  las  posiciones  A„ 

A^,...  que  todas  encuentran  a estas  tres  directrices  (núm.509);  asi  mis- 
mo, la  jeueratriz  (BD,  B’D’),  cuando  resbala  sobre  tres  rectos  del  sis- 
tema A,  vendrá  precisamente  a coincidir  con  Bj,  B,,  1í4 Por  consi- 

guiente, el  presente  hiperboloide  nos  ofrece  distintamente  todas  las  pro- 
piedades que  hemos  reconocido  ya  en  la  superficie  gausa  del  núm.  521; 
y si  las  tres  elipses  directrices  fuesen  círculos,  recaeríamos  en  el  hiper- 
boloide de  revolución  de  que  hemos  hablado  ya  iiúm.  140  y 141.... 

541,  Del  plano  lanjente.  Cuando  está  definido  el  hiperboloide  dci.|i¡,  1)9. 
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una  napa  por  medio  de  lastres  elipses  semejantes  citadas  en  el  núni. 
537  (cuyos  curbas  podremos  construir  con  facilidad,  tan  pronto  como  se 
nos  den  los  tres  ejes  0a—0\i’,  06  y OV),  es  mui  fácil  hallar  el  plano 
tanjento  relativo  a un  punto  dado  por  su  proyección  horizontal  M.  Con 
efecto,  si  tiruinus  por  el  punto  M una  tanjente  AMB  a la  elipse  de  la 
garganta,  esta  será  la  proyección  de  dos  jeneratriccs,  representadas  so- 
bre el  plano  vertical  por  .VD’  y B'D’,  y sobro  las  cpie  será  preciso  pro- 
yectar el  punto  dado  a M”  o a M’,  de  modo  ipie  habrá  en  cate  plano  dos 
posiciones  para  el  punto  propuesto.  Consideremos,  en  primer  lugar,  p1 
punto  (M,  M”)  situado  sobre  la  recta  (AI) Al,  A'D'M”);  por  él  pasa  tam- 
bién otra  segunda  jeneratriz  perteneciente  al  sistema  B,  que  es(B^Gl^i, 
B’,G’M"),  que  obtendremos  tirando  por  el  punto  Al,  la  nueva  tanjente 
AlGB^  a la  elipse  de  la  garganta.  El  conjunto  de  estas  dos  jenernlrices 
determinará  completamente  (niim.  530)  al  plano  que  toque  al  hiperbo- 
loide en  el  punto  (AI,  AI”),  y los  pies  de  estas  rectas  nos  darán  inmedia- 
tamente la  traza  horizontal  AB^P  de  este  plano  tanjente.  En  cuanto  a 
su  traza  vertical  FQ”  la  obteiidrémos  con  el  ausilio  de  la  horizontal 
(AKi,  AI”(i")  tirada  paralelamente  a AB,. 

Respecto  al  otro  punto(M,  Ar),combinarémosa  una  lasdosjencratrices 
(BAIÜ,  IVAPl)')  y (A^AIG,  Ai’Al’G')  <jue  se  cortan  en  él;  y la  traza  ho- 
rizontal del  plano  tanjente  relativo  a este  nuevo  punto,  será  la  recta 
AjB,  que  será  evidentemente  paralela  a AB,.  La  traza  vertical  se  obten- 
drá por  el  mismo  medio  precedente. 

54‘2.  Para  obtener  una  simetría  conveniente,  en  la  representación 
del  hiperboloide  por  medio  de  sus  jeneratriccs  rectilíneas,  es  cseticial 

elejir  las  cuerdas  AB,  AJ},,  AjIL sobre  el  plano  horizontal,  de  modo 

que  tarde  o temprano  vengan  a terminar  de  dos  en  dos  en  los  mis- 
mos puntos  do  la  elipse  XYV'U.  Pero  si  esta  curba  fuese  un  círculo, 
sabemos  (núm.  150)  que  esta  condicioti  quedará  satisfecha  dividiendo 
la  circunferencia  en  cierto  número  de  portes  iguales,  y tirando  cuerdas 
que  subtendan  un  número  constante  de  estos  arcos  parciales;  ademas, 
estas  cuerdas  serán  tanjentes  al  círculo  de  la  garganta,  que  trazarán 
ellas  mismas  por  medio  de  sus  intersecciones  siibccsivas.  Luego,  si 
suponiendo  efectuada  esta  construcción  respecto  al  círculo  descrito  so- 
bre A^X  como  diámetro,  nos  figiwamos  que  jira  al  rededor  de  VX,  cierta 
cantidad  angular  necesaria  para  que  tenga  por  proyección  a la  elipse 


Digitized  by  Google 


CJiriTCLoii.  mriRBOioiDi  de  dne  nafi.  SIT 

XYVU,  sucederá  mui  bien  que  las  cnerdas  primitivas  se  proyecten  so- 
bre otras  cuerdas,  que  necesariamente  vengan  a terminar,  de  dos  en 
dos,  en  los  mismos  puntos  de  esta  elipse;  y ademas,  estas  nuevas  cuer- 
das serán  evidentemente  tanjentes  a la  elipse  interior  según  la  cual  se 
proyecta  el  círculo  primitivo  de  la  garganta.  De  donde  concluimos  que 
es  preciso  elejir  los  puntos  A,  A»....  de  modo  que  so  correspondan 
con  las  ordenadas  que  dividen  al  círculo  VX  en  orcos  iguales;  y en  se- 
guida, truzar  en  la  elipse  XYVU  las  cuerdas  AH,  A^Bj que  subten- 

dan  tiH  número  constante  de  estos  arcos  de  elipse,  ann  cuando  estos  no 
sean  de  la  inisina  lonjitud.  Una  vez  determinadas  así  las  dos  jenera- 
triccs  sobre  el  plano  horizontal,  concluiremos  fácilmente  do  aquí  las 
proyecciones  verticales,  proyectando  las  c.stremidades  A y B a A’  y 6’. 
y también  a a’ y B’,  sobre  las  dos  paralelas  V'X’  y V”X”.  Ademas,  los 
intersecciones  consecutivas  de  todas  estas  jencratrices,  si  son  en  gran 
número,  bastarán  por  sí  solas  a representar  el  contorno  de  la  elipse  de 
la  garganta  sobre  el  plano  horizontal  y las  dos  ramas  de  la  hipérbola 
paralela  al  plano  vertical. 

543.  Del  coso  AsiSToTK  (Id /iij)crboloide.  Si  por  el  centro  (O,  0’)ri«.  1I9. 
de  esta  última  superficie,  tiramos  rectas  respectivamente  paralelas  a 
las  varias  Jcneratrices  del  sistema  A,  lo  serán  también  al  mismo  tiempo 
a las  jeneratriccs  del  sistema  B,  supuesto  que  cada  recta  de  nn  sistema 
tiene  su  paralela  en  el  otro  (núm.  532);  y de  este  modo  fornmrémos  una 
superficie  cónica  que  será  asíntota  del  hiperboloide  propuesto.  Para 
probarlo,  determinemos  desde  luego  cual  será  la  traza  horizontal  de 
e.ste  cono;  considerando  una  arista  cualquiera  Om  y las  dos  jencratrices 
D.\  y HR  que  le  son  paralelas,  estas  tres  rectas  se  hallarán  sobre  un 
mismo  plano  que  pasará  por  el  diámetro  horizontal  (DOH,  D’O’);  luego 
la  traza  de  este  plano  será  una  cuerda  RA  paralela  a DOH,  y el  medio 
m de  esta  cuerda  será  evidentemente  el  pie  de  la  arista  Om.  Hacien- 
do el  mismo  raciocinio  con  otra  arista,  y con  las  dos  jeneratriccs  del 
hiperboloide  que  le  sean  paralelas,  veremos  que  la  traza  horizontal  mnyx 
del  cono  cu  cuestión,  nos  la  darán  los  medios  de  todas  las  cuerdas  que 
subtendan,  como  RA,  un  número  constante  de  divisiones  en  la  elipse 
VYX;  pero  según  lo  que  hemos  dicho  en  el  número  precedente,  sabe- 
mos que  todas  estas  cuerdas  tienen  por  envolvente  a una  elipse  que 
las  toca  en  sus  medios,  y que  es  semejante  a VYX;  luego  la  traza  cmyx 
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es  efectivamente  una  elipse  que  goza  de  esta  propieda,  y cuyo  senii-cjc 
mayor  Oc  es  igual  a ¿iK. 

£1  cono  que  ahora  acabamos  de  construir  es  asíntota  del  hiperboloide; 
porque  cortando  estas  dos  superficies  con  planos  horizontales,  las  sec- 
ciones serán  elipses  respectivamente  semejantes  a VYX  y ryx,  y que 
así  como  estas  íiltimas,  tendrán  por  diferencias  de  sus  scmi-ejes  a una 
cantidad  variable  Ve  igual  al  intervalo  V'K’  que  separa  al  hiperboloide 
VVV”  de  su  asíntota  O’K’.  Y como  este  intervalo  se  aproxima  indefini- 
damente a cero,  a medida  que  bajamos  mas  del  centro  O’,  síguese  tam- 
bién que  las  dos  secciones  dadas  al  hiperboloide  y al  cono  por  un  mismo 
plano  horizontal  que  se  aleje  cada  vez  mas  del  centro,  serán  elipses  se- 
mejantes que  indefinidamente  se  aproximarán  a confundirse,  aunque  la 
primera  envolverá  siempre  a la  segunda;  luego  estas  dos  superficies  son 
realmente  asíntotas  una  de  otra. 

no.  109.  544.  Dk  t.As  sKccio.Mis  PI..ANA8  dcl  hiperboloide.  Para  obtener  la  in- 

tersección de  esta  superficie  con  nn  plano  dado  n,  es  suficiente  hallar  los 
puntos  en  que  este  plano  va  a coitar  a varias  jenorntrices  A’,  A”,.... 
que  sabemos  construir  (núm.  521)  en  virtud  del  conocimiento  de  las 
tres  directrices  11,  B’,  y B”;  y reunir  en  seguida  todos  estos  puntos  por 
un  trazo  continuo.  La  tanjente  a esta  curba  nos  la  dará  la  intersección 
dcl  plano  n con  el  plano  tanjente  del  hiperboloide  en  el  ]>unto  en  cues- 
tión, cuyo  plano  hemos  cn.señado  a construir  (núm.  530). 

545.  £n  el  caso  particular  de  que  el  plano  dado  R pasase  por  una 
jeneratriz  A del  primer  sistema,  la  segunda  rama  de  intersección  seria 
precisamente  rectilínea,  supuesto  que  la  superficie  es  de  segundo  grado; 
y esta  recta  que  pertenecerá  al  sistema  B,  se  obtendrá  determinando 
solo  los  dos  puntos  en  que  el  plano  r corta  a dosjeneictrices  A’  y A” 
dcl  primer  sistema.  Por  otra  parte,  este  plano  n será  tanjente  a la  su- 
perficie en  el  punto  de  encuentro  de  las  dos  jenerataices  conteni- 
das en  él. 

546.  Cuando  estas  dos  jcncratrices  son  paralelas  entre  sí,  deberá 
considerarse  al  plano  r como  asíntota  dcl  hiperboloide,  o tanjente  en 
el  punto  infinitamente  distante  cu  que  so  encuentran  estas  dos  rectas; 
en  cuyo  caso  el  plano  n posará  precisamente  por  el  centro  (núm.  533) 
de  la  superficie,  y será  tanjente  al  cono  asíntota,  según  hemos  visto 
(núm.  543)  respecto  a las  jeueratrices  D.\  y IIR  do  la  fig.  llü.  Y así. 
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todo  plano  tanjente  al  cono  aiíntota,  corta  al  hiperboloide  según  dos  rec- 
tas paralelas  a la  arista  de  contacto  de  CBte  plano  con  el  cono. 

547.  Para  conocer  con  anticipación  la  naturaleza  de  la  sección  pro- 
ducida por  un  plano  dado  it,  será  preciso  examinar  si  existe  alguna  je- 
neratriz  jmralela  al  plano  secante;  porque  entóiices  la  sección  admitirá 
una  o dos  ramas  infinitas.  Al  efecto,  construirémos  la  traza  del  cono 
asíntota  sobre  el  plano  horizontal,  tirando  por  el  centro  O del  hiperbo- 
loide, determinado  como  en  el  núm-  533  (o  sino,  por  un  punto  cualquie- 
ra dcl  espacio),  paralelas  n un  número  suficiente  do  jcneratriccs  A,  A’, 
A”,....  y en  seguida,  tiraremos  por  la  cúspide  de  este  cono  un  plano  n’ 
paralelo  a a,  y hecho  esto,  se  podrán  presentar  tres  casos. 

1. “  Si  la  traza  horizontal  del  plano  rt’  no  encuentra  a la  base  del  co- 
no asíntota,  no  habrá  sobro  este  cono  ninguna  arista  paralela  a n;  y 
sucederá  lo  mismo  con  las  jeneratrices  del  hiperboloide,  que  son  (nnm. 
543)  respectivamente  paralelas  a estas  aristas.  Luego,  en  este  caso,  la 
curba  de  sección  no  tendrá  ningún  punto  situado  al  infinito,  y será  por 
consiguiente  una  elipse. 

2. °  Bi  la  traza  horizontal  dcl  plano  k'  corta  en  dos  puntos  a la  baso 
del  cono  asíntoto,  habrá  sobre  este  cono  dos  aristas  aya’  paralelas  al 
plano  n,  y lo  mismo  sneederú  en  el  hiperboloide,  dos  jeneratrices  de 
cada  modo  (a  y b,  a’  y b')  cumplirán  con  esta  condición;  por  consiguiente, 
la  sección  producida  por  el  plano  n,  admitirá  dos  ramas  infinitas,  y será 
una  hipérbola.  Para  hallar  las  asíntotas,  tirarémos  el  plano  P de  modo 
que  toque  al  cono  osíntota  (*)  a lo  largo  de  la  arista  a;  y como  este  plano 
contendrá  (núm.  546)  a las  dos  jeneratrices  ay  b que,  sobre  el  hiperbo- 
loide, son  paralelas  a a,  es  tanjente  a esta  superficie  en  el  punto  infinita- 
mente distante  en  que  a y b van  a encontrar  al  plano  secante  rt:  luego 
la  intersección  do  los  planos  P y ir  nos  dará  la  asíntota  de  esta  ra- 
ma. La  otra  asíntota  la  obtendremos  por  la  intersección  del  plano  n 
con  el  plano  P’  que  tocará  al  cono  asíntota  según  la  arista  a’;  porque 


(*)  Es  preciso  que,  en  el  caso  presente,  se  haya  cmistruido  este  eono 
de  modo  que  su  cúspide  se  halle  precisamente  en  el  centro  O del  hiperbo- 
loide, cuyo  punto  sabemos  ya  determinar  por  el  núm;  533. 
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en  este  plano  P’  es  donde  estarán  contenidas  las  dos  jencratrices  a’  y b’ 
que  son  paralelas  a a'. 

3.°  Si  el  plano  n tirado  por  la  cúspide  del  cono  asíntota,  toca  a este 
cono  segun  una  sola  arista  a,  no  habrá  sobre  el  hiperboloide  sino 
lina  sola  jeneratriz  (a  y h)  de  cada  sistema  que  sea  paralela  a a; 
luego,  en  este  caso,  la  sección  producida  por  el  plano  n no  tendrá 
sino  una  rama  inñnita,  y será  una  parábola,  .\demas,  no  admitirá  asín- 
tota; porque  como  el  misino  plano  n’  sería  el  que  tocando  al  cono  asín- 
tota, contendría  (núm.  546)  a las  dos  jeneratrices  a y b paralelas  a a: 
síguese  que  este  plano  es  tmijente  al  hiperboloide  en  un  punto  de  la  ciirba 
infinitamente  distante;  pero  como  en  el  caso  actual  es  paralelo  al  plano 
secante  n,  su  intersección,  que  sería  la  asíntota,  se  transporta  toda  ella 
alinfínito,  y por  consiguiente  no  existe. 

548.  Por  medio  de  las  construcciones  precedentes  sabremos  resolver 
el  problemasiguientc,  siempre  que  su  resolución  stu  posible;  hallar  so- 
bre un  hiperholuiíle  dado,  una  jeneratriz  quesea  paralela  aun  plano  co- 
nocido n.  Porque  tirando  por  la  cúspide  del  cono  asíntota,  el  {llano  n’ 
paralelo  a n,  si  el  plano  rr’  corta  a este  cono  según  una  o dos  aristas  a.  y 
a’;  ios  planos  tanjentcs  al  mismo  cono  a lo  largo  de  estas  aristas,  darán 
por  su  intersección  con  el  hiperboloide,  las  Jencratrices  a y h paralelas 
a a,  y las  a'  y b'  paralelas  a a’,  que  todas  cuatro  satisfarán  a la  cucstiun 
propuesta. 


CAPITULO  III. 


Del  paraboloide  hiperbólico. 


Fin.  il.í.  549.  Llamamos  así  a la  superficie  enjendrada  por  una  recta  mócil 
A,  ejue  resbala  sobre  tíos  rectas  Jijas  B y B’  que  no  están  situadas  en  un 
tnisino ])lano,  y que  ademas,  permanece  constantemente  paralela  a un 
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plano  dado  P <{tie  se  nana  plano  director;  porque  mas  adelante  demos- 
traremos (nuni.  558)  que  esta  siiperfieie  es  idéntica  con  la  que  hemos  de- 
signado ya  bajo  este  nombre  en  el  núm.  89.  Para  construir  las  diversas 
posiciones  de  la  jeueratriz,  bastará  tirar  |ior  Cada  punto  M,  tomado  a dis- 
creción sobre  la  directriz  B,  un  plano  paralelo  al  P;  hallar  en  seguida 
el  punto  N cu  que  este  plano  vu  a cortar  a la  otra*directriz  B',  y unir 
estos  dos  puntos  por  una  recta  AMN.  De  este  modo  vemos  que  las  con- 
diciones precedentes  reglan  completamente  el  movimiento  de  la  recta 
móvil,  porque  para  cada  punto  M,  no  puede  dicha  recta  tomar  sino 
una  sola  posición. 

550.  El  paraboloide  hiperbólico  es  una  superficie  gu usa;  porque  dos 
jcncratrices  cualesquiera  A y aun  cuando  se  hallen  infinitainente  pró- 
.\imas,  no  podrán  estar  contenidas  en  un  solo  plano  sino  cuando  las 
directrices  B y B’,  que  cada  una  tiene  dos  puntos  comunes  con  las  pri- 
meras, estén  ellas  mismas  situadas  en  este  plano;  pero  esto  es  contra- 
rio a la  definición  dada  en  el  número  precedente;  luego  la  superficie 
de  que  tratamos  es  gaiisa. 

551.  I,n  superficie  que  nos  ocupa,  admite,  lo  mismo  que  el  biperbo- na.  It.^.' 
loide  gauso,  otro  segundo  modo  de  jeneracion  inverso  al  |>r¡mero,  y en 

el  que  dos  de  lus  jeneratrices  A,  A’,  .V”,....  serán  los  directrices.  Para 
probarlo,  demostremos  que  todo  plano  DUV  paralelo  a las  dos  directri- 
ces B !j  B’,  corta  al  pa raboloule  según  una  recta;  que  en  resumen  se  re- 
duce a hacer  ver  que  los  tres  puntos  D,  D’y  D’’  cu  que  este  plano  encuen- 
tra a tres  jeneratripes cualesquiera  A,  A\  y A”,  se  hallan  en  línea  recta. 

Proyectemos  toda  la  figura  sobre  un  plano  QO.X  paralelo  también  a 
las  dos  directrices  B y B’,  y empleemos  por  lincas  proyectantes  rectas 
oblicuas  (*),  pero  paralelas  todas  a una  línea  PO  tirada  arbitrariamente 
en  el  plano  director  POX.  Entónces  B y B’  serán  dos  liuea  cualesquie- 


(*J  Hasta  el  presente,  hetnos  demostrado  esta  proposición  consecran- 
do las  protecciones  ortogonales,  y empleando  un  plano  QOX  perpendi- 
cular al  plano  director  P;  lo  que  deja  en  pie  todos  los  raciocinios  y cál- 
culos del  testo.  Pero  la  marcha  actual prcunta  la  rriitaja  de  ¡wner  a la 
vista  del  lector,  el  segundo  plano  director  Q que  admite  el  paraboloide 
hiperbólico. 

41 
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ra  h y b'\  pero  los  recias  MDN,  M’D’N'  y M”D”N”,  que  tienen  sos  pla- 
nos proyectantes  paralelos  a F,  se  proyectarán  segnn  las  rectas  mdn, 
m'd'n'  y m'W'n",  jmralelas  necesariamente  a la  intersección  OX  de  los 
(Jos  planos  P y Q.  Sentado  esto,  tendremos  evidentemente  que 

.MD  _ md  l\rn’  _ mVr  M D”  _ mV’. 

Í).\  ~ dn  D’X’  ■"  <rn"  I)”N’’  ~ d"n'' 

pero,  por  otra  parte,  como  el  plano  DÜV  es  paralelo  a los  dos  líneas  B 
y B',  podemos  mirar  a las  rectas  A,  A’  y A”  como  cortadas  por  tres 
planos  paralelos;  y según  nn  teorema  conocido  en  la  jeometría  elemen- 
tal, liallarcinos  las  razones  iguales 

]\ID  _ M'IV  _ 

1)N  “ I)’N’  “ ])”i\"’ 

que  en  virtud  do  las  igualdades  precedentes,  darán  también 

7iid  m'iP  vi"d" 

lÍH  W ír«"  ■ 

l\*ro  como  estas  razones  iguales  subsisten  entre  las  rectas  mn,  tii’n'  y 
wí"n"  que  son  paralelas  entre  si,  resultará  precisamente  de  aquí  <pie  los 
tres  puntos  d,  d',  d”  están  sobre  una  misma  recta  que  converjirá  con  A 
y b'  liácia  un  solo  punto;  de  aquí  se  sigue  que  los  puntos  del  espacio 
1),  D’  y !>■’  se  bailan  en  el  plano  provecíante  que  posa  por  la  recta  dd'd”\ 
y como  también  so  hallan  en  el  plano  DL'V,  que  es  distinto  de  este  pla- 
no proyectante,  resulta  de  aquí  que  estos  tres  puntos  D,  D’  y D"  están 
efectivamente  en  línea  recta. 

ri<¡.  1 1.,.  552.  p;,,  virtud  de  esto,  si  hacemos  resbalar  sobre  dos  jencrat rices  A 

»/  A’  del  primer  nmlo,  una  recta  máril  B”  sujeta  ademas  a permanecer 
paralela  al  plano  Q,  esta  recta  enjendrará  el  mismo  paraboloide  que 
arriba;  porque  cuando  B”  pase  por  el  punto  D,  por  ejemplo,  no  podrá 
niénos  de  coincidir  con  la  recta  DD’D”  que  está  situada  (núm.  551)  so- 
bro este  paraboloide,  y que  llena  ya  las  condiciones  impuestas  a B”. 
^ en  virtud  de  esto,  tendremos  otro  segundo  método  de  jeneraciou  en  que 
el  nuevo  plano  director  Ci  es  paralelo  a las  dos  directrices  B y B'  del 
niodo  anterior,  y en  el  que  las  directrices  nuevas  son  dos  jcneratriccs 
cualesquiera  del  primer  sistema  A. 
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553.  Ensayemos  ahora  el  hacer  mover  una  recia  B”  de  modo  que 
se  apoye  constantemente  en  tres  rectas  cualesquiera  A,  A’  y A”,  del 
primer  sistema,  sin  ponerle  la  restricción  do  ser  paralela  aun  plano  di- 
rector. Estas  condiciones  bastarán  para  reglar  completamente  (uíiin. 
521)  el  movimiento  de  esta  jeneratriz;  y cuando  pase  por  el  punto  D, 
por  ejemplo,  deberá  coincidir  aiin  con  DD’D'’  que  cumple  con  las 
condiciones  enunciadas;  luego  B”  va,  según  esto,  a describir  el  mismo 
paraboloide  que  anteriormente.  Por  consiguiente,  aquí  tenemos  otro  mé- 
todo de  jerieracion,  en  el  que  se  produce  esta  superficie  por  el  molimiento 
ele  una  recta  B”  que  resbala  constantemente  sobre  tres  rectas  Jijas  A,  A’ y 
A’’,  que  son  paralelas  a un  mismo  plano;  porque,  en  el  caso  actual,  en 
lugar  de  ser  estas  tres  directrices  enteramente  arbitrarias,  son,  por  l.i 
definición  del  m'iin.  549,  todas  ellas  peralelas  al  plano  P;  de  suerte  (pie, 
bajo  este  punto  de  vista,  el  paraboloide  hiperbólico  es  nu  caso  particu- 
lar del  hiperboloide  de  una  napa  (iiúin.  521).  Por  otra  parte,  aun  cuando 
no  háyainos  impuesto  a la  recta  móvil  B”  la  restricción  de  permanecer 
paralela  al  plano  fijo,  no  dejará  de  llenar  esta  condición,  porque  las 
posiciones  que  tomará,  como  la  DD'D",  son  todas  paralelas  al  plano  Q; 
esto  concuerda  con  la  observación  del  núin.  529. 

Es  también  evidente  que  este  modo  do  jencracion  admite,  como  re- 
cíproco, otro  cuarto  modo  en  el  cual  haremos  mover  a la  recta  A sobre 
tres  de  las  jeneratrices  del  sistema  B cualesquiera  que  ellas  sean;  por- 
que como  esta  recta  A no  podrá  tomar  (núrn.  521)  sino  las  posiciones 
A’,  A”,....  que  llenan  ya  esta  condición,  y permanecerá  también  paralela 
al  plano  P,  aun  cuando  nu  le  húyamos  impuesto  esta  restricción. 

554.  De  aquí  resulta  evidentemente  : l.°  que  por  cada  punto  D to-, 
niado  a discreción  sobre  el  paraboloide,  pasan  dos  rectas  situadas  ente- 
ramente sobre  la  superficie,  y pertenecientes  una  al  sistema  .A  y la  otra 
al  B;  2.”  que  dos  jeneratrices  que  pertenezcan  al  mismo  modo,  no  se 
hallan  nunca  en  un  solo  plano,  pues  lo  que  hemos  probado  núm.  550 

respecto  a las  rectas  A,  A’,  A” también  so  aplica  evidentemente  a las 

rectas  B,  B’,  B”....;  3.®  que  cada  jeneratriz  de  un  sistema,  corta  a todas 
las  rectas  del  otro  modo,  sin  que  haya  dos  que  sean  paralelas;  porque 
si  esta  circunstancia  tuviese  lugar  respecto  a .4”’  y B”,  por  ejemplo,  se 
seguiría  de  aquí  que  estos  rectas  serian  también  paralelas  a la  intersec- 
ción OX  de  los  dos  planos  directores,  lo  que  es  imposible,  a no  ser  que 


i:.  115. 
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las  consideremos  como  colocadas  a una  distancia  infínita;  4.®  una  recta 
ctialf|iiiera  no  puede  atravesar  al  paraboloide  sino  en  dos  puntos;  porque 
si  tuviese  tres  puntos  comunes  con  esta  superñcie,  se  apoyaria  sobre 
tres  jeneratricos,  y por  consiguiente  (núm.  553)  coincidiria  toda  ella 
con  el  paraboloide.  Ademas,  para  obtener  los  puntos  de  intersección, 
•será  preciso  constniir  la  sección  causada  en  la  superñcie  por  un  plano 
vertical  ii  horizontal,  tirado  por  la  recta  dada. 

555.  Fiiinlmciite,  como  en  el  primor  modo  de  jeneracion,  hallamos 
las  diversas  posiciones  A,  A’,  A”,....  de  la  jencratriz,  por  medio  de  los 
planos  paralelos  a I*,  que  cortan  a las  directrices  B y 13’  en  los  puntos 
M y N,  M’  y N’,....  sabemos,  por  la  jeoinctría  elemental,  que  estos  pla- 
nos dividirán  a las  rectas  B y B’  en' partes  proporcionales,  es  decir, 
que  tendremos  que 

_ M’M”  _ M’-M”'  _ 

■-NiN’’  “ NW  ^ ~ 

de  donde  resulta  que  en  lugar  de  un  plano  director,  podremos  señalar 
do.s  posiciones  primitivas  A y A’  de  la  recta  móvil;  c.vijir,  en  seguida, 
que  esta  resbale  sobre  B y B',  de  modo  e¡ue  sicm¡rre  intercepte  partes 
que  sean  proporcionales  con  IVlAl’y  NN’.  Bstn  marcha  será  de  nn  uso 
mui  cómodo  para  ejecutar  en  relieve  el  paraboloide  hiperbólico;  porque 
después  de  haber  construido  un  cuadrilátero  ganso,  como  el  MNN”'M’”, 
cuyos  lados  y ángulos  sean  invariables,  bastará  dividir  los  Jados  opues- 
tos MM’”  y NN'”  en  un  mismo  número  de  portes  iguales;  en  seguida, 
uniendo  las  divisiones  correspondientes  por  medio  de  hilos  tendidos  en 
linea  recta,  obtendrénios  una  representación  fiel  de  esta  superficie.  Para 
introducir  al  mismo  tiempo  las  jcneratriccs  dcl  sistema  B,  no  l»a- 
brá  mas  que  dividir  también  los  otros  dos  lados  MN  y M”’N”’  en  un 
mismo  número  de  partes  iguales,  y uniendo  los  puntos  de  división  co- 
rrespondientes, por  medio  de  otros  hilos  que  entónccs  deberán  apoyarse 
■sobre  los  primeros,  y no  formar  sino  una  sola  y misma  superficie,  eu  la 
que  están  espresados  de  un  modo  mui  sensible  loa  dos  modos  de  jenc- 
racion  ( tfase  núm.  56G  y la  fig.  120 ). 

nc.  tt5.  556.  ¡)f¡  plano  tanjente.  Cuando  se  nos  dé  el  punto  de  contacto  G 

sobre  nna  jencratriz  conocida  AMGN,  bastará  solo  construir  otra 
segunda  jeneratriz  A'  dcl  mismo  modo,  empleando  para  ello  el  proce- 
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diiniento  del  núm.  549  si  el  paraboloide  está  doñiiido  por  un  plano  di- 
rector P,  y si  lo  fuese  por  tres  directrices  B,  B’  y B”,  paralelas  al  mismo 
plano,  emplearíamos  la  marclia  del  núm.  521.  Después  de  conocidas 
las  dos  jencrntrices  A y A’,  las  rortarémos  con  un  plano  tirado  por  el 
punto  G paralelamente  a las  directrices  B y B',  y la  recta  GH  que 
unirá  los  puntos  de  sección,  estará  situada  (núm.  551)  sobre  el  parabo- 
loide; luego  el  sistema  de  los  dos  rectas  AG  y Gil,  que  ellas  mismas 
son  sus  propias  tanjentes,  determinará  el  plano  lanjentc  de  la  superfi- 
cie para  el  punto  dado  G. 

557.  Si  solo  se  señalase  la  proyección  horizontal  g del  punto  de 
contacto,  sin  dar  la  jcncratriz  que  le  contiene,  seria  preciso,  en  primer 
lugar,  hallar  la  segunda  proyección  de  esto  punto.  Para  esto,  haríamos 
pasar  por  g un  plano  vertical  cualquicrii,  cuyas  interseccionés  con  di- 
versas jcucratrices  deterniinaríumos, estos  puntos  nos  dárian  enseguida 
las  proyecciones  verticales  de  la  sección  causada  en  la  superficie;  hecho 
esto,  proyectaríamos  el  punto  g a esta  curbn,  y de  este  modo  tendría- 
mos las  dos  proyecciones  g y g'  del  punto  de  contacto,  mui  fácil  sería 
tirar  la  jcncratriz  que,  pasando  por  este  punto,  se  apoyase  en  B y B'; 
de  modo  que  nos  hallaríamos  otra  vez  en  cl  caso  precedente. 

558.  La  snpcrfície  gaiisa  que  nos  ocu|)a  tt  idíntica  ron  d parabo- 

loide hiperbólico  que  hemos  descrito  con  cl  núm.  89.  Con  efecto,  esta 
superficie  gausa  es  de  tegundo  grado,  porque  sin  efectuar  los  cálculos, 
es  fácil  ver  que  las  condiciones  por  medio  de  que  espresaríamos  que 
la  recta  móvil  A tiene  sienpre  un  punto  común  con  B y con  B',  y per- 
manece paralela  al  plano  P elegido,  si  queremos,  por  uno  de  los  planos 
coordenados,  conducirán  a una  equacion  que  tío  pasará  de  segundo 
grado;  y esta  consecuencia  concuerda  con  la  última  observación  del 
núm.  554.  En  seguida,  esta  anpcrfície  gausa  no  admite  ninguna  sección 
plana  que  tea  una  curba  cekrada,  como  lo  vamos  a demostrar  (núm. 
564).  Ademas  de  esto,  no  puede  ser  un  cilindro  de  base  hiperbólica  o 
parabólica  en  virtud  de  ser  gausa;  por  coosigweato,  es  preciso  que 
coincida  con  el  paraboloide  hiperbólico  (núm.  89),  pues  que  todas  las 
demas  superficies  de  segundo  grado  admiten,  por  su  miaiua  jeneracion, 
secciones  eUpticoa.  ( Véate  libro  II,  cápitulo  I).  B 

559.  Seccionbs  ruMAS  del  paraboloide  hiperbólico.  La  curba  de 
intersección  de  esta  superficie  con  un  plano  dado  ti,  la  obtendremos 
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construyendo  los  puntos  en  que  este  plano  corta  a las  diversas  jenera- 
trices  A,  A’,  A”,....  y la  tanjente  a esta  curba  en  un  punto  dado,  resul- 
tará de  la  intersección  del  plano  tt  con  el  plano  tanjente  al  paraboloide, 
poreipnnto  en  cuestión,  cuyo  plano  se  construirá  como  en  el  núm.  55(>. 
Kn  cuanto  a la  naturaleza  de  la  sección,  podemos  proveerla  por  medio 
de  las  reglas  siguientes. 

5Ü0.  Si  el  plano  secante  n pasa  por  una  recta  A del  paraboloide, 
la  otra  rama  de  intersección  será  también  rectilínea,  supuesto  que  esta 
superficie  es  de  segundo  grado;  la  determinarómos  hallando  solamente 
los  puntos  D’  y D”  en  que  n va  a encontrar  a otras  dos  Jeneralrices  A’  y 
A”  del  mismo  modo  que  A,  y la  sección  total  se  compondrá  de  dos 
restas  A y DD’D”,  de  suerte  que  el  plano  n será  tanjente  en  D y secan- 
te en  todo  lo  demos. 

5G1.  En  el  caso  mas  particular  aun,  de  que  el  plano  rr  que  pasa  por 
A,  sea  paralelo  al  plano  director  1’  que  corresponde  a esto  jeneratriz, 
no  cortará  este  plano  a las  otra.s  jeneratrices  del  mismo  modo,  de  suerte 
que  la  segunda  rama  de  intersección  que  hace  poco  era  DD'D”,  se  ale- 
jará toda  ella  al  infinito.  Luego  cntúnccs  la  sección  se  reducirá  a solo 
la  recta  A;  pero  el  plano  n deberá  considerarse  siempre  como  tanjente 
al  paraboloide  en  el  punto  infinitamente  distante  situado  sobre  A,  o sino 
como  un  plano  as'intula  de  la  superfiLie. 

5G2.  En  jcncral,  sea  ir  un  plano  cualquiera  que  no  sea  paralelo  a la 
intersección  OX  de  los  dos  plenos  directores;  dicho  plano  cortará  a 
estos  según  las  rectos  d y d’  que  tampoco  serán  paralelas  a OX,  y cn- 
tónces  existirá  en  cada  sistema  una  jeneratriz  paralela  a n.  Con  efecto, 
conduzcamos  por  la  directriz  B un  plano  BCE  paralelo  a la  traza  d; 
este  plono  cortará  precisamente  a la  directriz  B’  en  cierto  punto  N”, 
tirando  por  este  punto  la  recta  X”M”  A”  paralela  a d,  irá  a encontrar  a 
la  directriz  B,  y evidentemente  será  una  jeneratriz  paralela  al  plano  rr. 
Si  operamos  de  un  modo  enteramente  semejante  respecto  a la  traza  d’, 
tirando  por  la  jeneratriz  un  plano  paralelo  a d’,  este  cortará  a otra 
recta  A’  del  mismo  sistema  en  un  punto  U',  por  el  cual  podremos  tirar 
otra  jeneratriz  B”  que  será  paralela  a d’  y al  plano  tt.  De  aquí  debemos 
concluir  que  la  sección  dada  con  el  piano  tt  presenta  dos  ramas  abier- 
tas, que  converjirán  liácia  los  puntos  infinitamente  distantes  en  que  t; 
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vnya  a ciicontrar  a las  dos  jcncratrices  A”  y B”;y  así,  esta  sección  será 
tina  hipérbola  cuyas  asíntotas  vamos  a construir. 

Tiremos  por  la  jeneratriz  A”  un  plano  n’  iiaralclo  a P;  este  plano  ti' 
será  tanjente  (iiúin.  5(51)  al  paraboloide  en  nn  punto  situado  al  infinito 
sobre  A”;  luego  la  intersección  de  este  plano  tanjonto  con  el  plano  a 
de  la  ciirba,  nos  dará  la  asíntota  de  la  rama  <]uo  converje  hácia  A”,  y 
esta  asíntota  será  evidentemente  paralela  a esta  jeneratriz.  La  otra  asín- 
tota nos  la  dará  así  mi.«mo  la  intersección  del  plano  tt  con  nn  plano  ti” 
tirado  según  B”  ¡laralelamenlc  al  segundo  plano  director  Q,  y será  pa- 
rólela a B”. 

503.  Finalmente,  supongamos  ipie  el  plano  sccatitc  n sea  paralelo 
a la  intersección  OX  de  los  dos  planos  directores,  en  cuyo  caso  sus  dos 
trazas  í y <F  sobre  estos  últimos,  serán  también  paralelos  a OX.  Si  en 
este  caso  queremos  ensayar  el  obtener  una  jeneratriz  paralela  a ir,  será 
preciso  también  tirar  por  B nn  plano  BCK  paralelo  a í;  pero  entóii- 
ces,  este  plano  no  cortará  ya  a ninguna  de  las  jeiieratrices  B’,  B”,.-. 
porque  evidentemente  será  paralelo  a (i;  luego  la  jeneratriz  paralela  a 
r,  en  el  sistema  A,  se  traslada  toda  ella  a una  distancia  infinita.  Lo 
mismo  sucederá  con  la  jeneratriz  que,  en  el  sistema  B,  sea  paralela  a 
ir,  de  suerte  que  la  sección  ocasionada  por  el  plano  ir  será  abierta, 
supuesto  que  liai  en  ella  jencratrices  cada  vez  mas  distantes  que  in- 
dcfinidamciite  se  aproximarán  a ser  paralela.^  a ir;  pero  esta  enrba  no 
tendrá  asíntotas.  Con  efecto,  esta  última  línea  nos  la  doria,  según  he- 
mos visto  en  el  número  precedente,  la  intersección  del  plano  ir  con  otro 
plano  ir’  o ir”  paralelo  a P o a Q,  tirado  según  la  jeneratriz  paralela  a ir; 
pero  esta  jeneratriz  está  toda  ella  transportada  al  infinito;  luego  tam- 
bién el  plano  n'  se  alojará  indefinidamente,  y no  nos  dará  ya  asíntota.  Por 
consiguiente,  la  sección  relativa  al  caso  actual  es  una  parábola. 

5G4.  Recapitulando  esta  discusión,  vamos  que:  l.°  todoplano  npa- 
ralelo  a la  intersección  OX  de  los  dos  planos  directores  (•),  da  una  sec- (*) 

(*)  Veremos  en  el  núm.  5T2  que  esta  recta  O.X  (sel  eje  principal  del 
paraboloide,  o a lo  menos,  lees  pa  raída,  porque  los  dos  planos  directores 
no  están  determinados  en  cuanto  a su  posición  absoluta,  sino  solo  en 
cuanto  a su  dirección. 
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cioN  PARABoi.iCA,  y Al,  ademas,  a es  paralelo  n uno  de  estos  planos  direc- 
tores, esta  parábola  se  reduce  a usía  recta  sola  (m'ini.  5ül). 

2. ®  Si  el  plano  secante  n no  es  paralelo  a la  intersección  OX  de  los 
dos  planos  directores,  la  sección  es  ii>'A  uipgriioi,a;  pero  esta  dejeuera  cn 
«08  BEC-TA8  «t'K  8E  CORTAS,  si  cl  plano  sccantc  contiene  ya  una  jeticra- 
triz  de  la  superficie  (núin.  5Gü). 

3. “  En  ningún  caso,  puede  ser  la  sección  producida  por  un  plano 
cualquiera  ii  eu  el  paraboloide  usa  curra  cerrada. 

565.  Observemos  también  que  las  construcciones  iiidicndas  en  el 
núm.  562  servirán  para  resolver  c.ste  problema:  hallar  sobre  un  parabo- 
loide dado,  una  jeneratriz  que  sea  paralela  a un  plano  conocido  n.  Ha- 
brá dos  solucioiica  cuando  este  plano  n no  sea  paralelo  a la  intersección 
de  los  dos  planos  directores;  yol  problema  será  imposible  cuando n sea 
paralólo  a esta  intersección,  u no  ser  que  al  mismo  tiempo  lo  sea  tam- 
bién a uno  de  los  planos  directorc.s,  en  cuyo  caso  existirán  una  infinidad 
de  soluciones,  dadas  por  tudas  las  jenerutriccs  paralelos  a este  plano 
director. 

Proiii.ejiv.  Representar  un  qmraholoide  enjrntlrado'por  una  recta 
móril  A que  resbala  sobre  Jos  rectas  fijas  15  y permaneciendo  siempre 
paralela  un  plano  director  dado  P;  y construir  cl  plana  tanjinte  a esta 
superficie,  en  un  quinto  conocido. 

566.  Con  el  fin  de  dar  a este  depurado  toda  la  simetría  que  debería-  • 
mos  tratar  de  obtener  unía  constuccion  do  un  modelo  en  relieve,  haré- 
raos  observar  que  un  plano  Q paralelo  a las  dos  rectas  dadas  B y Bj  sería 
el  plano  director  del  segundo  modo  de  jenoracion  (núm.  552)  del  para- 
boloide que  buscamos;  y como  este  plano  Q está  evidentemente  determi- 
nado, a lo  inénos  en  dirección,  por  los  datos  actuales  del  problema,  nos 
será  permitido  adoptar  las  disposiciones  siguientes  : 

no.  uio.  l.“  Elejirémos  nuestro  plano  horizontal  de  proyección,  perpendicular 
a los  dos  planos  directores  P y Q,  que  entonces  estarán  representados 
por  BUS  trazas  horizontales  o¡)  y oq. 

2.®  Birijirémos  el  plano  vertical  de  proyección,  de  suerte  que  sea  pa- 
ralelo a la  recta  oy  que  divide  cu  partes  iguales  al  ángulo  paq-,  en  se- 
guida, trazaremos  las  proyecciones  (CD,  C D’)  de  la  recta  dada  B,  y 
las  proyecciones  (EK,  C'F  ) de  la  otra  directriz  Bj,  teniendo  cuidado  de 
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que  las  dos  proyecciones  liorízontales  CD  y EF,  deberán  ser  necesarm- 
nicnte  paralelas  entre  sí,  según  la  condición  1.*,  pues  lo  serán  a la  traza 
oq  del  plano  director 

3. "  Podemos  también  levantar  o bajar  ntiestro  plano  horizontal,  de 
modo  (|ue  la  línea  de  tierra  V Y’  pase  por  el  punto  C’  en  que  se  cruzan  las 
dos  proyecciones  verticales  de  las  directrices  B y y en  este  caso,  las 
trazas  horizontales  CE  de  estas  rectas,  se  hallarán  sobre  una  misma 
perpendicular  CE  a la  línea  de  tierra. 

4. ®  Limitaréinos  estas  directrices  a los  dos  puntos  (I),  IV)  y(F,  F’) 
en  que  van  a encontrar  al  plano  vertical  DüF  lirado  perpendiciilarinente 
por  el  medio  de  CE;  de  modo  que  la  figura  CDEF  será  un  rombo, 
cuyo  centro  O será  la  proyección  del  eje  del  paraboloide,  como  lo  vere- 
mos ma.s  adelante  (iiíiin.  572),  con  tal  que  las  directrices  B y B,  estén 
ignalmenle  inrlinadas  sobre  el  actual  plano  horizontal.  A la  verdad, 
esta  última  condición  podrá  mui  bien  no  quedar  satisfecha  por  las  direc- 
trices que  asigno  la  cuestión;  fiero  ameederimos  que  se  reriftea  aquí,  y 
por  consiguiente  que  los  puntos  (D,  D’)  y (1’,  F’)  están  a la  núsuin  al- 
tura, en  atención  a que  en  todos  casos  sabremos  hallar  (m'mi.  572)  entre 
las  jenetrices  del  paraboloide,  dos  rectas  que  estén  igualmente  in- 
clinadas sobre  la  vertical,  y que  en  el  acto' pudiesen  sustituirse  a las  di- 
rectrices dadas  (Cl),  C’I)’)  y (EF,  C’F’),  cuando  estas  últimas  no  lle- 
nasen dicha  condición. 

567.  Sentado  esto,  la  recta  que  reúna  los  puntos  (D,  1)')  y (E,  C’)rn¡. 
será  evidentemente  paralela  al  plano  director  P,  supuesto  que  su  pro- 
yección horizontal  DE  será  paralela  a la  traza  vp  de  este  plano  vertical  P 
según  las  consideraciones  2."  y 4."  del  número  procedente.  Luego  (DE, 
D’C’)  es  una  fiosicioii  de  la  jeneratriz  móvil  .A;  y como  lo  mismo  suce- 
derá con  la  recta  (CF,  C’F’},  vemos  que  si  se  dividen  en  un  mismo  nú- 
mero de  partes  iguales  las  dos  directrices  dadas  (CD,  C'D')  y (EF, 
C’P),  y unimos  en  seguida  los  puntos  de  división  0 y 16,  l y 1.5,  2 y 
14,  3 y 13 hallarémos  por  este  medio  lasdirersasjcnerutnceS  del  sis- 

tema A,  a saber : 

_ (DE,  D’C), (Gil,  G’II’),..;..  (CF,  C’F’); 

y ademas,  todas  estas  rectas  estarán  proyectadas  horizontalmentc  sobre 
fiarnlelas  a la  trasa  op  del  plano  director  P.  . 

42 
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perficie;  con  efecto,  vamos  a demostrar  (núm.  572)  qu3  este  eje  es  la  rec- 
ta (O.O’X’). 

570  El  paraboloide  hiperlxMico  admite,  según  hemos  visto  en  elnu.  lio. 
núm.  551,  otro  segundo  sistemado  jcncratrices  rectilíneas  que  son  pa- 
ralelas al  plano  director  Q,  determinado  por  las  dos  directrices  primiti- 
vas B y B„  o (CD,  C'D’)  y (EF,  C'F’);  este, en  el  caso  presente,  es  el  pla- 
no vertical  og.  Por  consiguiente,  estas  nuevas  jcneratriccs  estarán  pro- 
yectadas horizontalincntc  sobre  paralelas  a la  traza  oq;  \ así,  como  ellas 
deben,  ademas,  apoyarse  sobre  dos  rectas  del  sistema  A,  por  ejemplo, 
sobre  (DE,  D’C’)  y (CF,  C'F'),  cuyas  estreinidadcs  corresponden  ya 
(núm.  566)  a planos  verticales  DC  y EF  paralelos  a oq,  vemos  que  será 
suñcicntc  dividir  en  un  mismo  número  de  partes  iguales  a estas  dos 
nuevas  directrices  (DE,  D'C)  y (CF,  C'F’),  y unir  en  seguida  los  pun- 
tos de  división  0 y 16,  1 y 15,  2 y 14,  3 y 13....;  de  este  modo  obten- 
drémos  las  diversas  jencratriccs  del  sistema  B,  a saber  : 

(CD,  C’D'), (^M/í,  G’M’H’), (FE,  F’C). 

571.  Estas  rectas  del  sistema  B se  confundirán  en  la  proyección 
vertical  con  las  del  sistema  A ya  construidas;  porque  en  el  rombo  CÜEF, 
es  evidente  que  los  puntos  G y ,g,  H y //,  se  bailan  de  dos  en  dos  sobre 
perpendiculares  a la  línea  de  tierra;  y así,  las  proyecciones  verticales 
de  estas  jeneratrices  B,  serán  aun  tanjentes  a la  parábola  principal 
U'O'P";  pero  las  partes  visibles,  como  (MA,  M’H';,  caerán  sobre  las 
partes  puntuadas  de  loa  jeneratrices  A,  y recíprocamente.  Por  esto,  y 
por  dejar  subsistente  a la  vista  la  distancia  de  las  dos  napas  anterior  y 
potterior  al  plano  vertical  DÜF,  no  hemos  querido  representar  las  je- 
neratrices del  sistema  B como  realmente  existentes,  pero  las  hemos 
marcado  sobre  el  plano  horizontal  con  rectas  mistas. 

Una  coincidencia  análoga  se  efectuará  sobre  el  plano  vertical  VZ", 
en  el  que  las  jeneratrices  del  sistema  B 'serán  también  tanjentes  a lu 
|>arábola  principal  C”0”E”. 

.572.  Para  hallar  Z«  cuA/zú/e  y cf  r/e  del  paraboloide  hiperbólico,  es 
preciso  recurrir  al  análisis,  o sino  admitir  como  deñniciones,  que  es  per- 
mitido sentar  las  relaciones  siguientes : El  ejk  dil  jtaraboloide  e»  una 
recta  paralela  a lo»  do*  plano»  directores  P y Q,  de  tal  naturaleza  que 
carta  a la  tuperjicie  en  «n  punto  por  el  cual  pasan  dos  jeneratrices  que 
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úml/as  stm  prrptndicHlares  a e$te  fje;  ademas,  este  punto  se  llama  crn- 
i’iiiE  (núin.  Í>1).  En  virtud  de  esto,  vemos  i|ue  cuando  los  datos  son 
cualesquiera,  será  preciso,  en  jcncral,  tirar  un  plano  n pcqicndicular  a 
1’  y Q,  y en  scg'nida,  hallar  por  el  núin.  5G5,  las  dos  jencratrices  que 
son  paralelas  a n.  Hecho  esto,  el  punto  de  encuentro  de  estas  dos  rectas 
será  la  cúspide  pedida;  y una  porpcndirnlur  a tt,  tirada  por  este  punto, 
será  el  eje  de  la  superficie. 

Pero  en  el  caso  presente,  en  que  hemos  adoptado  (núm.  áliü)  los  da- 
tos mas  siinétricos,  es  evidente  que  el  eje  del  paraboloide  es  vertical,  y 
que  por  el  punto  (O,  (V)  pasan  dos  jenerntriccs  hori/.ontules  (K’O'P, 
KOI)  y (K'O’P,  l;Oi';  luego  el  punto  (O,  O’)  es  la  cúspide  pedida,  y 
por  consiguiente,  el  eje  es  la  recta  (Ü,  C’O’X’). 
iG.  l.'o.  Entre  las  condiciones  admitidas  cu  el  núm.  fiGG,  solo  hai  una  que  no 
siempre  estará  a nuestro  arbitrio  satisfacer;  esta  es  la  que  supone  que 
las  dos  directrices  dadas  están  igualmente  inclinadas  sobro  el  plano 
horizontal,  elejido  según  lo  hornos  hecho.  Cuando  no  se  verifique  osla 
relación,  solo  resultará  que  los  puntos  D’  y E’  no  se  hallarán  a la  misma 
altura,  y que  el  centro  O del  rombo  CDEF  formado  según  se  ha  dicho 
(núm.  .5GG),  no  será  la  proyección  de  la  cúspide  de  la  sujrerficie;  pero 
entúnccs  hullarémos  esta  cúspide  por  el  método  jcneral,  o mas  sencilla- 
mente tirando  a la  |mráholn  DX)'E’  una  tanjente  horizontal.  Ademas, 
podremas  también  proporcionarnos  dos  directrices,  como  la.s  que  ya 
hemos  admitido,  tirando  a la  parábola  dos  tanjentes  igualmente  incli- 
nadas sobro  la  vertical,  y mirando  a estas  rectas  como  ríos  jcneratricos 
del  paraboloide,  liallarémos  fiicilinente  sus  proyecciones  horizontales, 
que  nos  servirán  para  formar  el  romln)  cuyo  centro  corresponderá  csac- 
tameiitc  a la  cúspide  de  la  superficie. 

57d.  l’arn  manifestar  claramente  lu  forma  inversa  de  las  dos  napas 
del  paraboloide,  que  qiia  está  encima  y otra  debajo  do  la  única  cúspide 
(O,  ü’)  cu  que  se  reúnen  sin  discontinuidad,  cortemos  a esta  .superficie 
con  divcisos  planos  perpendiculares  al  eje  (O,  C'O’X').  >Sca  L’ll’  uno 
de  estos  planos;  esto  encuentra  a las  proyecciones  verticales  de  los  je- 
neratrices  que  hemos  construido,  en  puntos  que  proycctarémos  sobre  el 
plano  horizontales,  y que  formarán  una  curba  compuesta  de  dos  ramas 
indefinidas,  pero  separadas,  LM/,  BNr.  Esta  curba  necesariamente  es 
una  hipérbola  (núm.  5G2)  cuyo  eje  real  es  en  la  actualidad  (Mi\, 


Digitized  by  Google 


CAPITCLO  nr.  PLAKOa  TÁKJEKTE9  k I.A«  SUPERFICIES  CAUSAS.  333 

pero  bí  el  plano  secante  estuviese  debajo  de  la  cúspide,  como  T’W’, 
entónces  la  sección  qne  aun  sería  (núm.  562)  una  hipérbola  TUW.ímit, 
tendría  por  eje  real  a la  recta  (Um,  U');  y si  este  plano  secante  pasase 
precisamente  por  la  cúspide  (U,  O’),  la  sección  se  reduciría  a las  dos 
rectas  (KOI,  KT)  y {kOi,  KT),  cuyas  proyecciones  horizontales  son 
las  asíntotas  comunes  a las  dos  scccíonns  precedentes. 

574.  El  plano  tanjmte  por  un  punto  cualquiera  del  paraboloide, 
dado  por  su  proyección  horizontal  A,  se  obtendrá  tirando  las  jcnoraíriccs 
Aa.  y .íg,  respectivaincutc  paralelas  a DE  y DC;  y en  seguida,  si  se 
proyectan  sobre  el  plano  vertical  los  dos  puntos  en  que  cada  una  de  estas 
rectas  va  a cortar  a los  lados  opuestos  del  rombo  CDEF,  hallarémos 
do  este  modo  las  proyecciones  verticales  de  estas  jeneratriccs,  y no  ha- 
brá mas  que  hacer  pasar  un  plano  jior  estas  dos  rectas.  No  haremos 
aquí  estas  construcciones,  temerosos  de  hacer  algo  confuso  el  depurado; 
pero  no  presentarán  ninguna  dificultad  al  lector. 


C.\PITLLO  IV. 


De  lox  ¡llanos  tanjentes  a las  superficies  gnusas  jenerales. 


El  hiperboloide  de  una  napa  y el  paraboloide  hiperbólico  son,  entro 
las  superficies  gansos,  las  mas  sencillas  que  pueden  concebirse,  porque 
todas  sus  directrices  son  rectilíneas;  y así  es  que  son  las  únicas  cuya 
eqnacion  no  se  eleva  sino  al  segundo  grado,  y por  esta  razón,  se  las 
llama  las  dos  superficies  gausas  de  ugundo grado.  Como  la  construcción 
de  sus  planos  tanjentes  es  fácil,  se  ha  tratado  de  reducir  a ellos  la  so- 
lución de  las  cuestiones  semejantes  relativas  a las  superficies  gausas 
jenerales,  y se  ha  conseguido  por  medio  del  lema  siguiente. 

57.5.  Lema.  Cuando  dos  superficies  gausas  S y S’ íicnc»  «na^VriÉ-rio.  I16. 
ratriz  común  GLMN,  y se  tocan  en  tres  puntos  L,  M y N rfe  esta  recta, 
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cntónci:»  estas  dos  superficies  se  idk.\tikican  completamente  en  todo  el 
largo  de  esta  jeneratriz,  es  decir  que,  en  cada  punto  de  esta  recta,  el 
plano  tanjente  es  común  a úmbas  superficies. 

Supuesto  que  en  L las  dos  superficies  tienen  un  plano  tanjente  co- 
mún, y que  sucede  lo  mismo  en  los  puntos  M y N,  tres  planos  cuales- 
quiera tirados  por  estos  puntos,  cortarán  a las  superficies  S y tí’  según 
la.s  ciirbns  respectivamente  tanjentcs, 

\Sh,  Ce  y A’«’,  m\  C'c\ 

de  las  cuales  las  tres  primeras  se  podnin  adoptar  por  directrices  de  la 
recta  móvil  G,  cuando  esta  describe  la  superficie  tí,  en  tanto  que  las 
otras  tres  curbas  serán  las  directrices  relativas  a tí'.  Sentado  esto,  ha- 
remos resbalar  la  jeneratriz  G sobre  las  tres  directrices  Xa,  y Ce,  y 
la  colocaremos  en  una  posición  infinitaniente  próxima  glmn\  esta  recta 
móvil  no  habrá  dejado  de  hallarse  al  mismo  tiempo  sobre  la  segunda 
superficie  S’,  porque  las  curbas  directrices  de  esta,  que  son  tanjentes  a las 
otras,  tienen  común  con  ellas  los  elementos  lineales  L/,  M;n  y Nri;  luego 
las  rectas  G y g,  así  como  también  todas  las  posiciones  intermedias  de 
la  jeneratriz,  son  comunes  a las  superfícies  Sy  tí’,  lo  que  desde  luego 
nos  da  lugar  a concluir  qiie'teniendo  común  estas  superfícies  el  elemento 
superficial  comprehendido  entre  G y g,  e indefinido  en  lonjitud,  se  to- 
carán en  todo  el  largo  de  la  recta  G.  Pero  para  establecer  mas  clara- 
mente aun  esta  cuiisccucncio,  cortemos  a las  superficies  tí  y tí'  por  otro 
cuarto  plano  arbitrario,  tirado  por  el  punto  también  arbitrario  H : en 
este  cuso,  las  secciones  serán  dos  curbas  Dd  y D'if,  que  precisamente 
pasarán  por  ios  dos  puntos  II  y h en  que  este  plano  secante  en- 
cuentra a las  rectas  G y g;  luego  las  curbas  Dd  y D’d',  que  tienen 
líos  puntos  comunes  infinitamente  próximos,  se  tocarán  según  el  ele- 
mento HA,  o bien  tendrán  la  misma  tanjente  HAT.  Por  consiguiente, 
los  planos  tanjentes  de  tí  y de  tí'  en  el  punto  H,  coincidirán  exacta- 
mente lino  con  otro,  supuesto  que  cada  uno  de  ellos  deberá  pasar  por 
las  rectas  GH  y HT. 

r>76.  Si  las  superfícies  gaiisas  tí  y tí'  son  del  jénero  de  las  que  ad- 
miten un  plano  director,  bastará,  para  que  se  identifiquen  todo  el  largo 
de  una  jeneratriz  común  G,  que  solo  tengan  dosplanos  tanjentcs  comu- 
nes en  dos  puntos  de  esta  recta,  y que  ademas,  el  plano  director  sea  el 
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tnisme  para  una  y otra  snperfície.  Esta  proposición  se  demostrará  exac- 
tamente como  In  precedente,  c inmediatamente  debemos  conocer  porque, 
en  el  caso  actual,  no  se  exijen  sino  dos  planos  tanjentes  comunes;  por- 
que tan  luego  como  las  directrices  Aay  A’a',  Bb  y B’A’,  son  respectiva- 
mente tanjentes,  y que  ademas  es  el  mismo  el  plano  director,  esto  ma- 
nifíestamente  es  bastante  para  que  la  recta  G que  resbala  sobre  Aa  y 
Bb  paralelamente  a este  plano  director,  no  cese  de  hallarse  a la  rez  sobre 
¡as  dos  superficies,  cuando  esta  recta  pasa  de  la  posición  G a la  posición 
infinitamente  próxima 

Las  dos  teoremas  precedentes  sobre  el  contacto  de  las  superficies 
gausas,  son  no  solamente  útiles  en  muclias  cuestiones  de  estereométria 
en  que  se  quiere  j</c«ri/rcnr  esta  clase  de  superficies,  sino  que  también 
sirve  de  baso  al  método  que  se  emplea  para  construir  sus  planos  tan- 
jentes o sus  normales,  cuya  determinación  es  también  necesaria  para 
construir  \a8  juntas  de  las  dovelas  de  ciertos  arcos. 

577.  Del  pl.axo  tanjextr  cuyo  punto  de  contacto  senos  da.  Seanric.  m. 
Aa,  Bb  y Ce  las  tres  directrices  de  una  superficie  gausa  cualquiera  S,  y 

11  el  punto  do  una  jeneratriz  GLMN,  para  el  cual  se  nos  pide  el  plano 
tanjente.  Tiraremos  las  tanjentes  LT,  MU  y NV,  a las  directrices  da- 
das, y haciendo  resbalar  la  recta  G sobre  estas  tres  tanjentes  fijas,  ob- 
tendrémos  (núm.  521)  un  hiperboloide  de  una  napa  que  tendrá  eviden- 
temente en  L,  M y N,  los  mismos  planos  tanjentes  que  S.  Luego  estas 
dos  superficies  se  tocanán  (núm.  575)  en  todos  los  puntos  de  la  jenera- 
triz GLMiN;  y por  consiguiente,  la  indagación  del  plano  tanjente  de  la 
superficie  S en  el  punto  11  quedará  reducida  a la  del  plano  tanjente  a 
este  hiperboloide  en  este  mismo  punto,  problema  cuya  solución  se  ha 
indicado  cu  el  núm.  530;  pero  vamos  a dar  un  método  mas  sencillo 
aun  en  el  núm.  579. 

578.  Observemos  ademas,  que  para  construir  un  hiperboloide  de 
identificación  al  largo  do  la  jeneratriz  G,  no  es  necesario  emplear  preci- 
samente las  tres  tanjentes  LT,  MU  y NV:  basta  adoptar  por  directrices 
tres  rectas  cualesquiera,  situadas  respectivamente  en  los  planos  GLT, 

GMU  y GNV,  que  toquen  a la  superficie  8 en  loa  puntos  L,  M y N; 
porque  el  hiperboloide  formado  do  este  modo  tendrá  manifiestamente 
tres  planos  tanjentes  comunes  con  la  superficie  S.  Por  consiguien- 
te, el  hiperboloide  de  identificación  es  susceptible  de  una  infinidad  de 
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fürniaa;  y así,  entre  todos  estos  hiperboloides  lanjeiitcs,  habrá  uno  que 
presenlarú  un  contacto  mas  íntimo  con  la  superficie  S,  y que  se  llama 
hiperboloide  osculador;  pero  como  su  construcción  no  nos  es  útil  por 
ahora,  hnblarémns  de  él  cuando  tratemos  de  la  curbatura  de  los  super- 
ficies (ctWcnúni.  744). 

.'>79.  Un  paraboloide  de  identificación  presenta  el  método  mas  simple 
para  construir  el  plano  tanjente  de  una  superficie  gausa  jeneral  B.  Con 
efecto,  en  el  plano  tanjente  de  B en  j\,  que  está  determinado  por  (íN 
y iNV,  podremos  siempre  trazar  una  recta  MI  quesea  paralela  al  mis- 
ino plano  i|ue  LT  y AlU;  poique  esto  se  reduce  a cortar  al  plano  taii- 
jente  ONV  con  un  [ilano  paralelo  a 1/1’  y MU.  Bi  cntúiiccs  adoptamos 
las  tres  rectas  1/1',  MU  y NIl,  que  son  jmralela»  a un  solo  plano  pura 
dirijir  el  movimiento  de  la  jeneralrizG,  obtendrémos  (iiúm.  5ó;i)  un  ¡m- 
raboloide  que  tendrá  también  tres  planos  tanjentes  comunes  con  la  su- 
perficie B,  en  los  puntos  L,  M y N:  luego  el  plano  que  toque  a B en  11, 
será  el  mismo  (iiúm.  575)  que  el  plano  tanjente  del  paraboloide  for- 
mado de  este  modo;  y este  último  plano  se  construirá  por  el  sencillo 
método  del  uúni.  556.  Mui  pronto  presentarénios  un  ejemplo  de  esta.s 
construcciones  en  el  problema  del  núm.  COiU 

580.  Cuando  la  misma  superficie  B admita  un  plano  director  l’, 
bastará  cntónces  adoptar  las  tanjentes  LT  y MU  a las  dos  curbas  direc- 
trices para  hacer  resbalar  a la  jeneratriz  GLM  paralelamente  al  plano 
1’;  según  esto,  esta  recta  describirá  inmediatamente  un  paraboloide  que 
tendrá  do» planos  tanjentes  comunes  con  ü y el  mismo  plano  director. 
Luego  (núm.  576)  este  paraboloide  tocará  a la  superficie  B en  todo  el 
largo  de  (íLM;  de  modo  que  construyendo  el  plano  tanjente  de  este 
paraboloide  respecto  al  punto  H (núm.  556),  este  será  también  el  pla- 
no que  tocará  a la  superficie  8 en  este  punto  (véase  el  ejemplo  del 
núm.  598). 

581.  Bi  añádelas  directrices  lineales  estuviese  reemplazada  por 

lina  superficie  directriz  2,  a la  que  debiese  permanecer  tanjente  la  jene- 
ratriz de  B (núm.  510),  la  curba  aetV’,...  formada  por  la  série  de  puntos 
de  contacto  de  las  jeneratricesGa,  G’a’,  G”a” con  í.',  sería  en  el  fon- 

do la  terceia  directriz  lineal;  pero  sin  construir  esta  curba  ni  su  tanjen- 
te, no  hai  mas  que  observar,  que  el  plano  tanjente  de  la  superficie  S en 
el  punto  a,  es  el  mismo  que  el  plano  tanjente  de  la  superficie  gausa 
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propnosta  8,  porqnc  nno  y otro  deben  contener  a la  recta  Ga  y a la 
tanjeiito  de  la  curba  aa’a”....  Por  consigiiiuntu,  bnatará  trazar  eit  el 
plano  tanjente  de  S;,  relativo  al  punto  ot,  nnu  recta  cualquiera  aR, 
la  qiio  unida  a las  tanjentcs  ^ de  las  otras  dos  directrices  lineales, 
servirá  también  para  formar  nna  superficie  aiisiiiar  de  segundo  grado, 
que  tendrá  tres  planos  tanjentes  coniiines  con  S,  de  los  cuales  sacaré- 
mos  el  mismo  partido  que  cu  el  núm.  577.  Kste  método  tendrá  aplica- 
ciones útiles  cu  les  depurados  relativos  a las  escaleras  de  piedra  y de 
madera : véase  también  el  cjciiqrlo  del  núm.  604. 

582.  Por  último,  puede  suceder  que  la  deliiiicion  de  la  supcrficio 
gausa  H,  iio  nos  dé  a conocer  iuinediatainentc  tres  directrices,  como  he- 
mos citado  ejemplos  en  el  núm.  519;  o bien,  que  siendo  dadas  estas  di- 
rectrices, lio  scpainus  construir  sus  taiijoiites.  En  este  caso,  represente- 
mos por  (i  la  jciicratri'z  sobre  que  so  halla  el  punto  II,  para  el  cual 
(¡ncreniüs  bailar  el  plano  taiijeiite,  y coiistriiyamos  varias  joneriitrices 
próxinm.s....  Gj,  G,  y G’,  G’’,....  (pie  precedan  y sigan  a la  propuesta. 
En  este  caso,  na  jilaiio  n tirado  arbitrariamente  por  la  reci.i  G,  cortará 
a estas  Jenerntrices  próximas  cii  los  [iiinlos  a„  a„,  a\  a”,  que  nos  darán 

nna  ciirba  a^a.x'a” cuyo  encuentro  a con  G nos  hará  conocer  el 

punto  en  que  el  pinnu  n toca  n la  supcrficio  S;  con  efecto,  como  este 
jilano  n contieno  a la  recta  Gs  y a la  tanjente  de  la  curba  aa’a”....,  será 
seguramente  tniijeiitc  a S en  el  punto  a.  Así  misino,  dirijiendo  por  la 
recta  G otro  plano  n,  ballaréinos  el  pinito  g en  que  será  lanjciitc  a S,  y 
en  seguida  otro  tercer  plano  rt”,  tirado  por  G,  tocará  a esta  superficie  en 
cierto  punto  y.  Sentado  esto,  trazarémos  en  los  tres  planos  tanjentcs  jt, 
it'  y n”  las  rectas  arbitr.irias  oR,  gT  y yV,  que  adoptarémos  por  di- 
rectrices de  una  superficie  gaiisa  de  segundo  grado,  la  cual  tocará  a la 
superficie  propuesta  S en  tudo  el  largo  de  la  recta  G (núm.  578);  luego 
la  determiiiacioii  del  plano  tanjente  de  S en  el  punto  II,  quedará  redu- 
cida a liallar  el  plano  tanjente  do  la  superficie  ausiliar  de  segundo  gra- 
do, para  este  mismo  punto;  cuyo  problema  se  resolverá  como  cii  el  núm. 
.530  o 556,  scgiin  se  huyan  elejido  las  tres  directrices  rectilíneas  para- 
lelas o no  paralelas,  a un  mismo  plano. 

.583.  De  aquí  resulta  (jae  todo  plano  n tiradopor  una  recta  G de 
Kwo  superficie  gausa,  es,  en  jcncral,  tanjente  a esta  superficie  en  cierto 
punto  a,  que  se  determina  construyendo,  como  arriba,  la  curba  aja^a’o”.... 
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sci^uii  la  que  eete  plano  corta  a la  superficie  propuesta.  Sin  embarco,  el 
plano  7c  80  convertirá  en  asíntota  de  la  superficie,  si  la  ciirba  «jajaV.... 
no  encuentra  a la  recta  G sino  al  infinito,  como  ha  sucedido  con  el  hi- 
perboloide en  el  núm.  54G;  y también,  si  este  plano  no  cortase  a las 
jcneratrices  próximas  a G,  como  en  el  caso  del  paraboloide  examinado 
en  el  núm.  561. 

5B4.  Lo  que  precedo  nos  pune  en  estado  de  resolver  un  problema 
interesante,  a lo  menos  con  respecto  a la  teoría;  este  es  el  de  construir 
la  lanjente  a una  curha  D trazada  arbitrariamente,  y enteramente  des- 
conocida en  cuanto  a sus  propiedades  jeométricas,  pero  duda  por  sus 
dos  proyecciones. 

Para  esto  (•),  hagamos  pasar  por  esta  curha  una  superficie  gausa  S 
que  tenga  por  directrices  a la  cuba  1)  y a dos  rectas  y B tomadas  a 
discreción.  Después  de  haber  construido  la  jeneratriz  (¡«quépase  por 
el  punto  « dado  sobre  la  curha  D,  sabremos  hallar  por  el  núm.  53'2  el 
plano  tnnjcntc  de  6*  pura  el  |ninto  «,  sin  emplear  la  tanjente  incógnita 
de  la  directriz  D.  Asi  mismo  formando  otra  segunda  sujierficie  gausa 
S’,  cuyas  directrices  sean  la  curha  D y dos  rectas  .V’  y B’,  diferentes  de 
las  primeras,  sabremos  también  construir  el  plano  tanjente  de  8'  para  el 
punto  dudo  «.  Y como  la  curba  D se  halla  al  mismo  tiempo  sobre  liis 
dos  superficies  S y su  tnnjcntc  en  el  punto  a deberá  estar  situada 
en  los  dos  planos  tanjentes  de  que  acabamos  de  hablar;  y por  consi- 
guiente, nos  la  dará  la  intersección  de  estos  planos. 

Para  simplificar  las  operaciones  gráficas,  podremos  formar  las  dos 
superficies  guasas  S y S’,  con  dos  solas  directrices  D y A,  D’  y A’,  aña- 
diendo ademas  a estas  un  plano  director  común  P.  Una  sola  superficie 
8jsería  suficiente,  si  la  curba  D fuese  plana,  porque  el  plano  de  esta 
curba  debtTia  contener  a la  tanjente  pedida. 

.505.  Dk  i.os  l•l.,^lNo.s  TA>JF.>TES  cutjo  puntu  dc  contacto  no  es  dado. 


(*)  Debemos  este  método  injenioso  a M.  Hachette.  Pero  es  preciso 
confesar  que,  en  la  práctica,  la  multitud  de  operaciones  que  exije,  no 
producirá  un  resultado  mas  cierto  que  si  nos  contentásemos  con  tirar  esta 
tanjente  por  medio  dc  la  regla,  Itaciendo  que  turiese  un  arco  pequeño 
común  con  la  curha  propuesta. 
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Podremos  aplicar  a las  superficies  gansas  los  métodos  jeneralcs  indica- 
dos en  el  libro  V para  esta  clase  de  problemas;  pero  en  el  caso  actual,  son 
susceptibles  do  algunas  simplificaciones  notables. 

Si  el  plano  tanjentc  a la  superficie  S,  está  solo  sujeto  a potar  por  un 
punto  dado  V,  el  problema  será  susceptible  de  una  infinidad  de  solu- 
ciones (núin.  348),  dadas  todas  por  la  línea  de  contacto  de  un  cono  cir- 
cumerito  a la  superficie  S,  y cuya  cúspide  esté  en  V.  Para  hallar  esta 
curba,  bastará  tirar  por  el  punto  V,  y por  cada  una  de  la  varias  jenora- 
trices  G,  G’,  G”....,  planos  que  todos  sean  tniijentcs  a la  superficie  S, 
en  los  puntos  a,  6i  y---,  q'ie  ya  sabremos  construir  (núm.  583);  en  este 
caso,  la  curba  agy....  que  reúna  todos  estos  puntos,  será  la  linea  de  con- 
tacto que  buscamos. 

586.  Esta  marcha  será  mui  cómoda,  cuanda  la  superficie  S sea  de 
segundo  grado;  porque  la  linea  ausiliar  <r,ct,a’a”  del  núm.  582  que  sirve 
para  hallar  el  punto  de  contacto  a.  del  plano  tirado  por  la  jeneratríz  G, 
se  reducirá  a una  recta  de  la  cual  será  suficiente  construir  dos  puntos; 
y la  curba  definitiva  aSy—.  será  también  plana  y de  segundo  grado 
(núm.  353). 

Podríamos  referir  al  caso  presento  el  problema  del  número  anterior, 
construyendo  el  paraboloide  de  identificación  ai  largo  de  cada  jeneratriz 
G de  la  superficie  arbitraria  S. 

587.  Cuando  el  plano  tanjentc  a la  su|)erficic  B,  deba  ser  paralelo  a 
una  recta  fiada  I),  dirijirémos,  por  las  diversas  jeneratrices  (i,  G,’  G”,.... 
planos  paralelos  a U;y  determinando  (núm.  583)  sus  puntos  de  contacto 
«iSiYi—  con  la  superficie  S,  la  curba  agy. •••  será  la  línea  de  contacto  de 
un  cilindro  circunscrito  a S ?/  paralelo  a D;  por  consiguiente,  esta  curba 
agy....  nos  dará  todas  las  soluciones  dcl  problema  propuesto  (núm.  378). 

588.  Í5¡  la  superficie  S es  de  segundo  grado,  hallarémos  las  mismas 
simplificaciones  que  ya  indicamos  en  el  núm.  586;  y podremos  referir  al 
caso  actual,  el  problema  análogo  respecto  a una  superficie  cualquiera  S. 

589.  Cuando  el  plano  tanjentc  a una  superficie  gaiisa  arbitraria  8 
úebn  pasar  por  una  recta  dada  D,  no  habrá  masque  seguir  la  marcha 
jeneral  indicada  núm.  395,  que  consiste  en  hallar  los  puntos  comunes  a 
las  curbas  de  contacto  de  dos  conos  que  estén  circunscritos  a B,  y que 
tengan  sus  cúspides  colocadas  sobre  la  recta  I). 

590.  Pero  si  la  superficie  gausa  es  de  segundo  grado,  resolveremos 
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el  problema  «Je  uii  modo  mucho  mus  sencillo,  |ior  medio  de  laa  conside- 
rat'ionos  sieniciites.  El  pimío  taiijenlu  ijue  buseuinos  deliorú  contener, 
íkíciiiiis  de  lu  recta  D,  a las  dos  jcneralriccs  del  biperbuluide  (o  del  pa- 
raboloide) rpie  se  corlan  en  el  punto  de  contacto  incógnito;  luego,  por 
lo  inéiios,  nnii  de  estas  jencratrices  irá  a encontrar  a 1)  en  un  punto  M, 
en  el  cual  esta  última  recta  irá  a penetrar  al  bipcrboloide. 

En  virtud  de  esto,  si  priucipinmos  por  hallar  (iiúiii.  5o4,  5.*')  los  dos 
puntos  M y I\I”  en  <|ue  la  recta  dada  1)  corta  jeneraliuente  u la  super- 
licie;  y si  cu  seguida,  construiinos  las  cuatro  jcneratrices  jMA  y ^111, 
M’A’  y M’IV  que  pasan  por  estos  dos  puntos,  no  Iiahrá  mas  que  dirijir 
por  las  rectas  1)  y 5IA,  Dy  MIS  dos  planos  i¡ue  cumplirán  con  el  pro- 
hlcma,  porque  serán  taujciitcs  en  nlgiiim  parte  n la  superficie  (iiúm. 
54;');.  Ademas,  como  el  plano  D.MA  eonticuc  patentemente  a la  jencra- 
iriz  J\rii’  que  tiene  un  punto  M'  en  este  plano,  y que  necesariainenlo 
encuentra  a ."UA,  y que  el  otro  plano  DM14  contendrá,  nsí  mismo,  a la 
jeneratriz  M’A’,  vemos  que  los  |iuntus  de  contacto  a y g do  estos  planos 
lanjentcs,  nos  los  dará  a conocer  innicdiataincntc  _cl  encuentro  de  MA 
con  M'H’ydeMBconM’A’. 

591.  De  aquí  resulta  que  el  problema  en  cuestión  será  impo.siblo, 
siempre  qnc  no  encnenire  la  recta  D al  liipcrbuloidc.  Sin  embargo,  es 
preciso  no  coinprchcnder  en  esta  csclusion,  al  caso  en  que  llegando  esta 
recta  a coincidir  con  una  ari.stadel  cono  asíntota,  fuese  ella  misma  asín- 
tota de  la  superficie;  en  este  caso,  el  plano  tanjentc  pedido  sería  el  que 
toca.se  a este  cono  al  largo  de  la  recta  D. 

•59i.  Finalmente,  considérenlos  el  caso  en  qnc  el  plano  tanjente  que 
buscamos  deba  ser  paralelo  a un  plano  dado  ít.  Bi  la  superficie  gausa 
iS  es  cualquiera, será  preciso  también  recurrir  a la  iiiarcba  jencral  del 
iiúin.  421;  pero  podremos  sustituirle  los  métodos  siguientes,  cuando 
la  superficie  sea  de  segundo  grado. 

593.  Respecto  a un  hiperboloide,  ganso,  indagnrámos,  conMi  en  el 
núm.  548,  las  jeneratriccs  A y 14,  A’  y B’  que  en  los  dos  sistemas  sean 
pnralchis  .al  piano  rr;  sabemos  que  las  dos  primeras  serán  paralelas  entre 
sí,  y que  las  otras  dos  nos  presentarán  una  relación  seniejanle.  En  este 
caso,  el  plano  conducido  por  las  rectas  Ay  B’,  lo  misino  que  el  que  puse 
]>or  B y .A’  cumplirán  cviclentemeuto  con  ol  problema,  pues  cada  uno 
de  ellos  contiene  dos  rectas  paralelas  a tr  y que  se  cortan.  Ademas,  co— 
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nocei'uluoH  iiimediutarneiitc  los  puntos  de  contacto,  pues  so  hollarán 
eii  ol  eiiciientro  do  los  joiicrntricos  A y B’,  B y A';  y el  problema 
podrá  duriios  dos  soluciones,  una  sola,  o ninguna,  según  la  discusión 
hecha  en  el  iiúin.  547. 

594.  Hesperio  a un  paraboloide  ganso,  hallurémos  mas  fVieilmen- 
te,  según  el  número  5(i5,  los  dos  únicas  jcucrutrices  A y B que  en 
los  dos  sistemns  son  paralelas  al  plano  ir;  y como  estas  dos  rectas  po- 
drán, en  el  cuso  presente,  ser  paralelas  entre  ai  (núm.  554,  3.“),  el  plano 
tirado  según  catas  dos  lineas  será  paralelo  a ir,  y nos  dará  la  única  so- 
lución del  presente  prubleinn.  Ademas,  el  punto  de  contacto  de  este 
plano  tanjentc,  nos  le  dará  inniediutamentu  el  oncueulro  de  las  jenera- 
triees  A y B. 

Hubiéramos  podido  contentarnos  con  construir  una  sola  de  las  jcue- 
ralrices  A,  y tiraren  seguida  por  ella  un  plano  ¡laralclo  a it;  pero  cntón- 
ces  tcudríaiiios  que  hallar  el  punto  do  contacto  de  esto  plano  tanjoute, 
iiiqniriendo  la  segunda  rama  de  su  intersección  con  el  paraboloide, 
que  precisamente  serta  la  jcncratriz  B.  Kl  problema  puede  ser  impo- 
sible o itidetcrminado,  conforme  a lo  que  hemos  dicho  en  el  núm.  5b5. 

595.  TicoiiiiM».  En  toda  siipcrjirie  gaiisa  tas  rañas  7iormaless\Q.\M. 
MN,  .M’N’,  .M"N”,....  tiradas  por  todos  los  puntos  de  una  misma  jtne- 
ratrh  G,  forman  siempre  un  paraboloide  hiporhólico. 

Si  representamos  por  '¿  la  superficie  lugar  de  todas  estas  normales, 
y la  hacemos  dar  un  cuarto  do  revolución  ni  rededor  do  la  recta  G,  cada 
normal  5IN,  que  es  ya  perpendicular  a este  eje  de  rotación,  describirá 
un  plano  y se  abatirá  según  una  recta  MT  que  formará  ángulos  rectos 
con  G.M  y .MN;  por  consignientc,  5IT  se  hallará  en  el  |ilano  tanjcnie 
de  la  superficie  S.  Ademas,  como  esta  mudanza  simultánea  de  todas 
las  normales,  solo  altera  la  posición  de  la  superficie  S,  y no  su  forma, 
bastará  examinar  cual  es  In  superficie  X’  producida  por  las  diversas  rectas 
MT,  M’T’,  M”T'y....  que  son  tanjentcs  a S,  y cumplen  también  con  la 
condición  do  sci  todas  pcr^jcndiculares  a la  jeneratriz  G. 

Para  esto,  haréinos  resbalar  la  recta  G sobre  tres  de  estas  tanjentcs 
sean  cuales  fueren,  a saber:  MT,  M’T’,  M"T";  y como  estas  directrices 
son  evidentemente  paralelas  a un  mismo  plano,  formaremos  de  este  mo- 
do un  paraboloide  (núm.  553)  que  como  tiene  los  mismos  planos  tanjen- 


Digitized  by  Google 


I.ieiia  YII.  DE  L«S  SUPERriCIEE  CIUUS 


1 42 

tes  en  loa  puntos  M,  M’,  M”,  que  la  superficie  S,  tocará  a esta  superfi- 
cie (núm.  575)  en  todo  el  largo  de  GMM’.  Pero,  decimos  que  las  otras 
tanjentes  están  así  mismo  situadas  sobre  este  paraboloide; 

porque,  si  le  cortamos  con  un  plano  perpendicular  a GM  tirado  por  el 
punto  M”’,  sabemos  (núm.  551)  que  la  sección  será  una  recta  M”’R,  que 
por  razón  de  la  identificación  establecida  entre  S y el  paraboloide,  esta- 
rá contenida  en  el  plano  tanjente  de  la  superficie  primitiva  S,  es  decir, 
en  el  plano  GiM”’T’”;  de  donde  se  sigue  que  las  dos  rectas  M”’R  y 
M”’T”’  coincidirán  completamente,  porque  una  y otra  serán  perpendicu- 
lares a GM’”,  y las  tres  estarán  colocadas  en  un  mismo  plano  GM”’T'”: 
luego  M’”T”’  está  ciertamente  situada  sobre  el  paraboloide  que  hemos 
construido  con  las  tres  primeras  tanjentes.  Como  ademas,  este  mismo 
raciocinio  podría  aplicarse  a todas  las  demas  tanjentes  de  S,  perpendi- 
culares a la  jeneratriz  G,  quedará  probado  que  la  superficie  que  es 
el  lugar  de  estas  tanjentes,  es  un  paraboloide  hiperbólico;  y esta  misma 
conclucion  se  estiende  también  a la  superficie  Si  formada  por  las  nor- 
males MN,  M’N',....  porque  esta  no  se  diferencia  de  Jü’  sino  en  su  posi- 
ción en  el  espacio  (•). 

Este  teorema  es  notable  por  su  jcncralidad,  pues  subsiste  para  todas 
las  superficies  gausas,  y servirá  para  señalar  la  naturaleza  de  ]as  juntas 
normales  en  las  bóvedas  en  que  la  dovela  sea  gausa,  y para  preveer 
también  la  forma  de  las  secciones  producidas  en  estas  juntas  por  di- 
versos planos. (*) 


(*)  Esta  demostración  tan  sencilla  y puramente  sintética,  h debe  a 
M.  J.  Binet. 
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CAPITULO  V. 

Dirersos  ejemplos  de  superflcics  gausas. 

§ 1 Conoide  recto. 

590.  Hemos  dicho  .(núm.  520)  quo  un  conoide  era  la  superficie  en-¡ 
jendrada  por  tina  recta  móril  que  se  apoyaba  constantemente  sobre  l’N\ 
RECTA  tj  sobre  una  curba  fijas,  permaneciendo  paralela  a un  plano  dado. 
Un  el  caso  presente,  tomaremos  a este  plano  director  por  plano  horizon- 
tal de  proyección,  y por  directrices  a la  elipse  (A7/H,  AH)  y a la  vertical 
(O’Z’,  O);  si  esta  última  recta  es  perpendicular  al  plano  director,  será 
el  conoide  recto.  Las  diversas  jeneratrices  se  construirán  mui  fácilmen- 
te; porque  bastará  conducir  un  plano  horizontal  arbitrario  B’G’,  que  cor- 
tará al  eje  en  el  punto  (O,  O”),  y a la  elipse  en  los  puntos  (B’,  B)  y 
(G\  G);  uniendo  en  seguida  estos  puntos,  hallarémos  ^OB,  0”B’)  y (OG, 
0"G'),  que  serán  dos  jeneratrices  del  conoide;  y las  otras  se  obtendrán 
de  un  modo  semejante. 

597.  Es  cierto  que  esta  superficie  será  gausa;  porque  por  mas 
próximos  que  estén  dos  puntos  B’  y C’  tomados  sobre  la  directriz,  las  je- 
neratrices corrc.spondientes  (BO,  B”0”)  y (CO,  C'O’”)  no  serán  parale- 
las, porque  sus  proyecciones  horizontales  se  cortan  en  O;  y ademas  estas 
jeneratrices  no  podrán  cortarse  en  el  espacio,  en  atención  a que  están  si- 
tuadas en  planos  horizontales  diferentes.  Ademas,  es  preciso  observar 
que  estas  rectas  prolongadas  indefinidamente  formarán  otra  segunda  na- 
pa proyectada  en  el  espacio  angular  aO/i;  y que  la  vertical  (O,  O’Z’),  se. 
giin  la  que  se  cortan  las  dos  napas  de  la  superficie,  será  en  el  caso  actual 
una  línea  de  estriccion,  en  virtud  de  que  indicará  la  dirección  de  la  dis- 
tancia mas  corta  entre  dos  jeneratrices  cualesquiera. 

598.  El  plano  tanjentc  de  este  conoide,  respecto  a un  punto  (M,  M’) 
dado  sobre  una  jeneratriz,  se  obtendrá  aplicando  el  método  jene- 
rnl  indicado  en  el  núm.  580.  Tracemos  la  tanjentc  B’T  en  el  punto  de 
la  elipse  en  que  termina  la  jeneratriz  de  que  tratamos  (0MB,  0”M’B’), 
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y como  la  otra  directriz  (O,  O’Z')  es  una  recta  que  es  ella  misma  su  pro- 
pia tanjente,  la  coiiservarénios,  y haremos  resbalar  sobre  esta  vertical 
O y sobre  la  tanjente  B’T,  la  jcncmtriz  (OMB,  siempre  hori- 

zontal: de  este  modo,  obtendrémos  un  pnraholoide  de  identificación,  en 
el  que  la  recta  TO  es  evidentemente  otra  segunda  jennratriz  del  mismo 
sistema  trazada  tfn  el  plano  horizontal  de  proyección.  En  esto  caso,  cor- 
tC{U03  a la.s  dos  jcnwatricea  OT  y (OMB,  0”M'B')  con  el  plano  verti- 
cal MP  paralelo  manifie.stamcntc  a las  dos  directrices,  el  cual  deberá 
dar  por  sección  (núm.  551)  en  el  ¡laraboloidc,  una  recta  del  segundo 
sistema  que  será  (MP,  M’P’).  Esto  supuesto,  el  plano  que  pn.se  por 
las  dos  rectas  (MP,  M’P’)  y (MB,  iU’B’),  situadas  ambas  sobre  el  para- 
boloide, será  el  pluuo  tanjente  de  esta  superficie  ausiliar,  y también  del 
conoide  propuesto,  puesto  que  estn.s  dos  superficies  se  identifican  (núm. 
57C)  en  todo  el  largo  de  lajencratriz  (O.MB,  0’'M’B’}.  Pero  es  fiicil  ver 
que  c.stc  plano  tendrá  por  traza  horizontal  a la  recta  Pa  (mralcla  a MB, 
y por  traza  vertical  a la  recta  aB’  ipie  también  debe  ser  paralela  a M'P’: 
y así,  PaB’  es  el  plano  tanjente  al  conoido  en  el  punto  (.M,  M’). 

599.  Si  quisiéramos  hallar  el  plano  tanjente  relativo  a otro  punto(N, 
N’)  situado  sobro  la  misma  jeneratriz,  nos  servirla  nnii  el  paraboloide 
que  hemos  constrnido;  y sería  suficiente  cortarle  con  el  plano  vertical  NU 
paralelo  a las  dos  directrices,  y la  sección  que  sería  la  recta  (NU,  N’U  ), 
combinada  con  la  jeneratriz  (NB,  N’B’),  nos  doria  el  plano  QgB’  por 
plano  tanjente  al  conoide  en  (N,  N’).  En  vista  de  esto,  conocemos  (|ue 
los  varios  planos  tanjentes  de  esta  superficie,  tirados  al  largo  de  la  jc- 
ncratriz  (<JB,0"1P),  son  mui  diferentes  unos  deotros,  aun  cuando  todos 
contienen  a esta  jeneratriz;  y por  consiguiente,  sus  trazas  horizontales 
son  todas  paralelas  a OB.  Finalmente,  si  so  señalase  el  punto  de  con- 
tacto en  (O,  O"),  el  jrlano  tanjente  se  convertiria  entonces  cu  el  plano 
vertical  OBB’. 

600.  Está  bien  observemos  que  todas  las  rectas  B’T,  M’P’,  N ti’.... 
deben  ir  a encontrar  a la  vertical  O’Z’  en  un  mismo  punto  que  llunm- 
réinos  (o’,  por  ser  estas  las  proyecciones  de  otras  tantas  jencratriccs  del 
paraboloide,  pertenecientes  al  segundo  sistema  y que  todas  deben  apo- 
yarse sobre  la  jeneratriz  del  primer  modo  fOO’,  u>  ).  Ademas,  como  las 
rectas  M’P',  N'U’r-—  serian  evidentemente  las  tanjentes  de  las  secciones 
hccltoscn  el  conoide  por  los  planos  verticales  MP,  NQ,:...  la  relación 
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preciulcnte  corresponde  moi  bien  a lanatnraieza  de  estas  cnrbas,  que  en 
el  caso  actual  son  elipses  qne  todas  tienen  un  eje  comten  O'Z',  j que  se 
construyen  fácilmente  proyectando  sobre  el  plano  vertical,  k»  puntos 
en  que  cada  plano,  tal  como  el  MP,  encuentra  a las  diversas  rectas  OA, 

0&,  OC,,.,.  del  conoide. 

§ 2,  Conoide  circumcrito  a una  esfera: 

601.  Figurémonos  una  recta  móvil  que  permaneciendo  siempre  ho-na.  12.3. 
rizontal,  se  apoye  sobre  una  recta  fija  (AH,  A'H')  y sobre  una  esfera 

(RI,  OT)  a la  que  permanezca  siempre  tanjente-,  la  superficie  descrita 
de  este  modo  será  también  un  conoide,  en  el  cual  catará  reemplaeada  la 
directriz  curbilinea  con  una  superficie  a que  deberán  tocar  las  diver- 
sas jeneratrices.  Para  obtener  estas  últimas,  tirarémos  un  plano  horizon- 
tal cualquiera  C’S’,  que  encuentre  a la  recta  fija  en  el  punto  (C,  C’),:  y 
corte  a la  esfera  según  un  círculo  cuyo  radio  sea  K'S’;  en  este  caso,  tiran- 
do a la  proyección  horizontal  de  este  círculo,  las  dos  tanjentcs  CM  y 
Cm,  estas  serán  dos  jeneratrices  del  conoide,  que  se  proyectarán  veiti- 
calmente  según  la  única  recta  C’m’.  Ademas,  si  proyectamos  sobre  esta 
última  recta,  los  puntos  de  contacto  M y m a M’  y m’;  y si  en  seguida 
repetimos  operaciones  semejantes  con  todos  los  planos  horizontales  que 
pueden  cortar  a la  esfera  dada,  hailarémos  una  curba  cerrada 

(RLMNPQRy/nimfR,  R’L’M’NT’Q’R”yyn’mTR’), 
por  línea  de  contacto  de  la  esfera  con  el  conoide  circunscrito;  si  esta 
enrba  la  hubiésemos  conocido  desde  un  principio,  hubiera  podido  reem- 
plazar a la  esfera  directriz. 

602.  Con  el  fin  de  tener  mas  limpieza  en  el  depurado,  hemos  su- 
puesto que  las  jeneratrices  del  conoide  estaban  terminadas  en  sus  pun- 
tos do  contacto  con  la  esfera,  de  este  modo  queda  risible  toda  la  parte 
de  esta  superficie,  situada  del  otro  lado  de  la  curba  de  contacto  respecto 
a la  recta  (AH,  A’H’);  pero  del  lado  de  acá  de  esta  recta  existe  otra  se- 
gunda napa  del  conoide,  cuya  parto  superior  j visible  sobre  el  plano  hori- 
zontal está  formada  por  las  prolongaciones  Cft,  Di/,:...  de  las  jenera- 
trices inferiores  DI,  Cm,  Dn,....  de  la  otra  napa,  y recíprocamente.  Ade- 
mas, para  completar  el  contorno  aparente  del  conoide  sobre  el  plano  hori- 
zontal, sería  preciso  trazar  las  curbas  envolventes  de  las  rectas  AR,  B/, 
Cm,....  y GR,  FQ,  EP,....;  curbas  que  inmediatamente  nos  darían  las 

44 
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intersccciunes  subcesivas  de  estas  jeneratrices,  si  no  hubiéramos  temido 
que  multiplicándolas  mas,  ívamos  a ocasionar  alguna  confusión  en  el 
depurado. 

603.  En  el  caso  presente,  la  recta  (All,  A’II')  no  es  otra  cosa  que 
~ una  línea  de  estriccion,  que  es  lo  mismo  que  sucedía  en  el  ejemplo  del 

núm.  597;  pero  por  las  rozones  citadas  en  este  artículo,  veremos  que  la 
presente  superñcic  es  también  gausa,  lo  mismo  que  lo  son  todos  los 
conoides. 

604.  Determinemos  el  plano  tanjente  relativo  a un  punto  cualquiera 
(V,  V’)  situado  sobro  la  jeneratriz  (C.M,  C’M’);  y como  al  presente  la 
segunda  directriz  es  una  superficie,  y no  nna  curba,  empleemos  el  mé- 
todo del  núm.  581.  En  virtud  de  esto,  constniirémos  en  primer  lugar, 
una  tanjenta  a la  esfera  en  el  punto  (M,  M’),  y para  mayor  sencillez, 
adoptémos  la  tanjente  del  meridiano  que  mauifiestamente  es  (RMT. 
Z’M’T’);  haciendo  en  seguida  resbalar  sobre  esta  tanjente  y sobre  la 
directriz  rectilínea  (AH,  A'H’),  a la  recta  (CM,  C’M’)  manteniéndola 
siempre  horizontal,  formarémos  un  paraboloide  que  se  identificará  (núm. 
576)  con  el  conoide  en  todo  el  largo  de  esta  jeneratriz;  ademas,  otra 
posición  de  esta  recta  móvil  será  evidentemente  la  línea  TH  situada  en 
el  plano  horizontal  de  proyección.  Sentado  esto,  tirémos  por  el  punto 
(V,  V),  un  plano  paralelo  a las  dos  directrices  (AH,  A’H’)  y (MT, 
M’T  ’);  este  plano  que  tiene  por  traza  horizontal  a la  línea  XY  fácil  de 
hallar,  debe  causar  en  el  peraboloidc  una  sección  rectilínea  (núm.  551), 
que  es  por  consiguiente,  la  recta  (aV,  a’V);  en  cuyo  caso  esta  meta  uni- 
da a (CVM,  C’V’M’),  determinará  un  plano  «67’  qne  será  tanjente  al 
paraboloide,  y también  al  conoide  primitivo  en  el  punto  (V,  V’). 

605.  Este  plano,  aun  cuando  es  tanjente  al  conoide,  debe  cortar  a 
esta  superficie  (números  512  y 583);  y la  intersección  total  se  compon- 
drá de  la  recta  (CVM,  C’V’.M’)  y de  una  curba  que  pasará  por  el  punto 
(V,  V’),  la  que  obtendrémos  con  facilidad  hallando  los  puntos  de  en- 
cuentro del  plano  «Sy’  con  las  diversas  jeneratriccs  del  conoide  que 
hemos  construido. 

§ 3.  Bóveda  atiajada,  llamada  : Cuerno  de  vaca. 

no.  133.  606.  Esta  superficie,  que  se  emplea  algunas  veces  para  embovedar 

un  pasaje  al  sesgo  comprehendido  entre  dos  planos  verticales  paralelos 
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AC  y BD,  tiene  por  jeneratriz  a una  recta  móvil  que  constantemente 
se  apoya  1,  ® sobre  el  círculo  vertical  ( AZ’B,  AB);  2,  ® sobre  otro  cír- 
culo (C’Z’D’,  CD)  igual  y paralelo  al  primero;  3.  ® sobre  una  recta 
O’OO”  perpendicular  a los  dos  círculos  procedentes,  y tirada  por  el  cen- 
tro O del  paralelógramo  ABDC.  Para  construir  las  diversas  posiciones  _ 
de  la  jeneratriz  móvil,  tiraremos  por  la  recta  OO’  un  plano  cualquiera 
OO’K’,  este  cortará  a los  dos  círculos  en  los  puntos  (K’,  K)  y (L’,  L),y 
uniéndolos  por  medio  de  una  recta  (KL,  K’L’),  esta  será  una  jenera- 
triz de  la  superficie  en  cuestión.  Así  mismo  (M’N’O',  MNO”)  será  otra 
posición  de  la  recta  móvil;  y cuando  esta  línea  llegue  a pasar  por  los 
dos  puntos  de  las  circunferencias  que  están  proyectados  en  Z',  dicha 
recta  será  horizontal  y ya  no  encontrará  a la  directriz  OO'  si  no  es  al 
infinito.  Del  otro  lado  de  esta  posición,  la  jeneratriz  móvil  se  inclinará 
en  sentido  contrario,  e irá  a cortar  a la  directriz  OO'  detras  del^plano 
vertical  (*). 

607.  La  superficie  enjendrada  de  este  modo  es  gauia,  porque  como 
dos  jeneratrices  cualesquiera  se  hallan  en  planos  tirados^segun  OO’, 
no  podrian  cortarse  sino  sobre  esta  recta,  y las  actuales  van  a encon- 
trarla en  puntos  diferentes,  como  se  ve  por  las  proyecciones  horizontales 

BD,  KL,  MN, Por  otra  parte,  estas  diversas  proyecciones  formarán 

por  medio  de  sus  intersecciones  snbce8Ívas,una  curba  envolvente  de  todas 
estas  rectas,  que  será  el  contorno  aparente  de  la  superficie  sobre  el  pla- 
no horizontal.  En  cuanto  a la  naturaleza  de  esta  curba,  y a la  eqnacion 
de  la  superficie  misma,  se  podrá  consultar  el  Análisis  aplicado  a la 
jeometria  de  las  tres  dimensiones,  capitulo  XV. 


(*)  Ilabria,  en  verdad,  otro  medio  dehacer  que  la  recta  móvil  llenase 
la  condición  de  apoyarse  constantemente  sobre  las  tres  directrices  asigna- 
das. Porque  si  esta  recta,  pasando  siempre  por  el  punto  fijo  O,  resba- 
lase sobre  el  semi-círculo  superior  f AZ’B,  AB^,  necesariamente  encon- 
traría también  a la  mitad  inferior  del  segundo  circulo,  y reciprocamente; 
de  modo  que  la  superficie  orijinada  asi  seria  un  cono  de  segundo  grado. 
P ero  como  conocemos  bien  que  la  posición  de  esta  superficie  no  es  acomo- 
dada para  formar  una  bóveda  que  cubra  el  espacio  ACDli,  descuidamos, 
en  el  caso  presente,  este  modo  de  jeneracion. 
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608.  Conatruyatnos  ct  plano  tánjante  de  esta  aupcrficie  p;auBa,  en  el 
punto  (G,  G’)  dado  aobre  la  jcneratriz  (MNO”,  M’N’0’)j  y para  esto, 
foriDomos  en  primer  lugar  un  paraboloide  auailiar  que  tenga  por  direc- 
trices a tres  tanjentes  do  la  superficie  que  sean  paraltla$  a un  nitmo 
plano  (núm.  579).  Dos  de  estas  directrices  serán  las  tanjentes  M’T’  y 
(N’V,  NV);  la  tercera  debe  ser  una  recta  paralela  al  plano  vertical  y 
tirada  por  el  punto  O”  en  el  plano  que  toca  a la  superficie  en  este 
punto.  Pero  como  este  plano  tanjente  debe  contener  a la  recta  0”0’  y a 
la  jeneratriz  (MNO”,  M’N’O’),  es  precisamente  el  plano  0”0’M’,  y por 
consiguiente  la  torcer  directriz  del  paraboloide  ausiliar  es  (0”p,  O’M’^. 

Sentado  esto,  horémos  resbalar  sobre  estas  tres  directrices  a la  recta 
móvil  (MNO",  M’N’O'),  y determinaremos  la  posición  que  toma  cuando 
llega  al  punto  (V’,  V),  por  ejemplo-  Para  esto,  tirarémos  por  este  punto 
y por  la  directriz  (0”/t,  O’M’)  un  plano  cuya  traza  horizontal  es  mani- 
fiestamente 0”Va,  y la  traza  vertical  una  recta  aS’  paralela  a O’M’;  en 
seguida,  como  este  plano  encuentra  a la  primera  directriz  M’T’  en  el 
punto  (g’,g),  concluirémas  de  aquí  que  (gVy,  es  otra  segunda 

posición  de  la  jeneratriz  ('MNO”,  M'N’O’J  del  paraboloide  ausiliar. 
Cortemos  ahora  a estas  dos  líneas  con  el  plano  vertical  GH  paralelo  a las 
tres  directrices,  y la  recta  (GH,  G'IP)  es  una  jeneratriz  (núm.  551)  per- 
teneciente al  seguudo  modo  de  jeneracion  del  paraboloide;  por  consi- 
guente,  el  plano  que  pase  perlas  rectas  ('GH,  G’H'^  y (MNO”  M’N’O’), 
es  decir,  el  0”PM’  será  el  plano  tanjente  del  paraboloide,  y también  de 
la  superficie  gausa  propuesta,  para  el  ponto  en  cuestión  (G,  G’).  Obser- 
vorémos  que  la  traza  PM’  debe  ser  precisamente  paralela  a la  proyec- 
ción vertical  G’H’  de  una  de  las  rectas  que  contiene  este  plano. 

609.  De  aquí  deduciremos  fácilmente  la  normal  de  la  superficie 
gausa  en  el  punto  (G,  G’);  y construyendo  del  mismo  modo  las  demas 
normales  para  los  otros  puntos  de  la  porción  (M’N’,  MN)  de  la  je- 
noratriz,  obtendrémos  un  paraboloide  hiperbólico  (núm.  595)  que  será 
acomodado  para  formar  la  junta  normal  de  esta  pequeña  bóveda. 

§ 4.  De  los  helizoides  gansos. 

no.  134.  610.  Después  de  haber  construido  una  hélice  do  base  circular 

(ABCD-,..,  A’Ü’C’D'H’A”H”),  figurémonos  una  recta  mótil  (AO,  A’a’) 
que  resbale  sobre  esta  hélice  y sobre  su  eje  (O,  O’Z’),  formando,  ademas, 
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un  ángulo  roHstante  con  este  eje:  de  este  modo  produciremos  un  helizoi- 
de  que  es  preciso  no  confundir  con  el  helizoide  desarrollalde  considerado 
ya  en  el  núm.  456,  porque  el  que  tratamos  aquí  esgauso,  según  vamos  a 
demostrar,  después  de  haber  enseñado  a construir  las  diversas  posicio- 
nes de  su  jeneratriz. 

Gil.  Para  obtener  la  que  pasa  por  el  punto  arbitrario (F,  F’)  de  Is 
hélice,  tomemos  sobre  el  eje  vertical  un  intervalo  a’/*  igual  a la  dife- 
rencia de  nivel  de  los  pantos  (F,  F’)  y (A,  X'),  la  recta  (F/’,  FO)  será 
la  jeneratriz  pedida,  porque  formará  con  el  eje  y el  radio  del  cilindro 
que  termine  en  el  punto  (F,  F’),  un  triángulo  rectángulo  que  evidente- 
mente será  igual  a AVO’;  de  modo  que  los  ángulos  de  los  vértices  de 
estos  dos  triángulos,  serán  ciertamente  los  mismos,  según  lo  exijia  la  leí 
del  movimiento  citada  mas  arriba.  Pero  para  hacer  que  esta  operación 
sea  mas  uniformo  y mas  sencilla,  observaremos  que  la  traza  de  la  hélice 
primitiva  ha  motivado  (núm.  451)  la  división  de  la  circunferencia 
ABCH....  y del  paso  de  la  hélice  A’A”,  en  un  número  do  partes  iguales, 
que  en  el  caso  presente  son  catorce-,  por  consiguiente,  si  principiamos 
por  señalar  sobre  el  eje  vertical,  comenzando  desde  a',  intervalos  como 
a'l)\  b'c’,  e’d’,  d'c\  ej’,....  iguales  todos  a las  divisiones  del  paso  de 
la  hélice,  no  habrá  mas  que  hacer  que  unir  por  medio  de  rectas,  los  pun- 
tos correspondientes  B’  y b',  C’  y c\  D’  y d'....,  para  obtener  las  pro)  ec- 
ciones  verticales  C'b’,  C'c',  D’<f,....  do  laa  diversas  jeneratrices  proyec- 
tadas horizontalmente  sobre  los  radios  BO,  CO,  DO 

G12.  Hecha  esta  construcción,  es  evidente  que  dos  jeneratrices,  por 
mas  próximas  que  estén,  no  se  hallarán  nunca  en  un  mismo  plano;  por- 
que sus  proyecciones  horizontales  se  cortarán  siempre  en  O,  y loe 
puntos  situados  sobre  la  vertical  O,  estarán  colocados  en  alturas  dife- 
rentes unos  de  otros;  luego  este  helizoide  es  una  superficie gausa. 

613.  Como  los  diversos  triángulos  rectángulos,  formados  por  cada 
jeneratriz  con  el  eje  y el  radio  del  cilindro  que  termina  en  el  punto  co- 
rrespondiente de  la  hélice,  son  (núm.  611)  iguales  todos  a AVO’,  sí- 
guese de  aquí  que  la  porción  de  la  recta  móvil,  comprehendida  entre  el 
eje  y la  hélice  directriz,  conserva  siempre  la  misma  lonjitud;  por  consi- 
guiente, podemos  también  mirar  al  helizoide  ganso  de  que  tratamos,  co- 
mo enjendrado  por  una  recta  de  una  lonjitud  constante  (AO,  A’a’),  que 
resbala  sobre  una  hélice  de  base  circular  y sobre  su  eje: 

AAb 
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614.  En  este  movimiento,  cuque  la  lonjitnd  do  la  jeneratriz  y sn 
inclinación  sobre  el  eje  permanecen  invariables,  ts  evidente  que  nn 
punto  cualquiera  (a,  oC)  de  esta  recta  móvil  jtcrmaneccrá  a una  disLineia 
constante  aO  del  eje  vertical  (O,  O’Z’),  es  decir,  que  este  punto  se 
mueve  sobre  el  cilindro  recto  que  tiene  por  base  al  círculo  «S'/--.  Ademas, 
como  los  dos  estremos  de  la  jeneratriz  se  elevan  a nn  mismo  tiempo 
una  cantidad  igiialafl'¿’,  o a'c\  o nV’...,  sucederá  lo  mismo  con  el  punto 
(a,  a'),  cuyas  ordenadas  vcrticalas  contadas  desde  el  plano  horizontal 
atn,  serán  siempre  iguales  a las  ordenadas  del  punto  (A,  \' ) sobre  el 
plano  A’O’.  Pero  estas,  por  la  naturaleza  do  la  hélice  que  recorre  el 
punto  (A,  A’),  son  proporcionales  n los  arcos  AJÍ,  AC,  AD,....  o bien  a 
lo.s  arcos  a%,  ay,  od,....;  luego  también  estas  últimas  son  proporcionales  a 
las  ordenadas  de  las  posiciones  que  ocupa  el  punto  (a,  encima  del 
plano  horizontal  aV,  cuando  se  proyecta  subcesivamente  a 6i  d—; 
por  consiguiente  ( núm.  446^, /«  curia 

(«3  vi  a’g  ’ v'i’e’/lVa"é” v’’/r; 

descrita  por  un  punto  cualquiera  ( x,  x’)  de  la  jeneratriz,  durante  su  nio- 
rimiento,  es  una  htliee  del  mismo  jhiso  que  la  hélice primitira,  pero  traza- 
da sobre  un  cilindro  concéntrico  al  jirituero. 

Pura  construir  esta  hélice,  será  suficiente  que  después  de  haber  des- 
crito el  círculo  del  radio  Oa,  proyectémos  los  puntos  6»  Vi  i n 

g'i  y'i  sobre  las  jeneralrices  trazadas  ya;  pero  con  el  fin  de  evitar 
el  encuentro  de  líneas  mui  oblicuas,  será  mejor  cortar  estas  jeneratrices 
por  medio  de  horizontales  tiradas  sobre  x'<x>,  a 1,  2, 3,....  veces  el  in- 
tervalo a'h'. 

615.  Hegiin  esta  propiedad,  podríamos  también  definir  al  hclizoide 
gauso,  como  enjendrado /cortina  recta  que  resbala  constantemente  sobre 
das  hélices  concéntricas,  de  radios  desiguales,  pero  del  mismo  paso,  y so- 
bre el  eje  común  de  estas  doseurbas.  De  este  modo,  asignaríamos  tres  di- 
rectrices a la  superficie,  y las  otras  condiciones  enunciadas  en  los  nú- 
meros 610  y 613  quedarián  satisfechas  por  sí  mismas. 

616.  Es  eviilente  que  el  hclizoide  gauso  admite  también  una  napa 
superior,  la  cual  será  enjendrada  por  la  jirolongacion  n’U’  de  la  recta 
(a' A’,  O A)  que  ha  descrito  ya  la  napa  sujierior.  Esta  última  es  la  única 
que  liemos  querido  representar  aquí,  con  el  objeto  de  que  se  [lucda  ver 
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inns  distintamciUe  su  forma, 'sin  embargo,  haremos  observar  que  las  dos 
napas  no  solo  tendrán  común  la  recta  (^O,  O’Z’),  sino  (juc  se.  corta- 
rán también  según  una  ornas  hélices  de  un  mismo  paso  que  la  hélice 
(ABCD....,  A’B'C’D’....).  Con  efecto,  si  comparamos  dos  posiciones  de 
la  jeneratriz  que  están  situadas  en  el  mismo  meridiano,  como  las  (AO, 
A’a’U’J  y (Olí,  /i'H’),  vemos  que  se  cortrrún  en  un  punto  u’  común  a 
las  dos  napas,  y que  constantemente  permanecerá  sobre  una  y otra, 
cuando  sea  arrastrado  por  el  movimiento  simultáneo  de  estas  dos  rectas 
ni  rededor  del  eje.  Pero  hemos  demostrado  (núin.  614)  que  en  este  mo- 
vimiento, un  punto  cualquiera  ol  o m’  de  la  jeneratriz  describia  una  háli- 
ce  concéntrica  con  (ABCD....,  A’B’C’D’....)  y dcl  mismo  paso  que  esta; 
luego  ciertamente  es  una  curba  de  esta  naturaleza  la  que  formará  la 
intersección  de  las  dos  najjasdel  lielizoidc;  y existirían,  otras  secciones 
análogas,  si  se  prolongasen  las  jeneratriccs  bastante  léjos  para  que  A’a’U’ 

encontrase  a en  puntos  como  el  u’” que  Jcscri- 

biriaii  también  hélices  comunes  a las  dos  napas. 

617.  Representación  gráfica  de  la  superficie.  Esta  resilla  del  conjun- 
to de  las  jeneratriccs  subccsivas  que  hemos  construido;  y si  restrinji- 
mos  el  helizoide  a su  napa  inferior,  y terminamos  las  jeneratriccs  cu 
los  puntos  en  que  se  apoyan  sobre  la  hélice  directriz  (ABCD...., 
A’B’C’D’....),  el  contorno  aparente  de  la  suporñcic  sobre  el  plano  hori- 
zontal se  reducirá  al  círculo  ABCHLA. 

En  cuanto  al  plano  vertical  de  proyección,  el  contorno  aparente 
se  compondrá  en  primer  lugar  de  las  porciones  A’B’C’D’G'II’L’  y 
l’’Q’A”B”C''F”H”L”  de  la  hélice  directriz;  y en  seguida  de  diversas  enr- 
bas  simétricas  X’Y’B’,  i’y’L’,  X’’Y”B”,....  que  serán  las  entolrcntesde 
las  proyecciones  verticales  de  las  jeneratrices.  Con  efecto,  las  rectas 
A’a’,  B’á’,  Ce',  D’d’,  forman  con  el  eje  O’Z’  ángulos  que  van  siempre 
en  disminución,  y por  medio  de  sus  intersecciones  subcesivas  produci- 
rán un  polígono  cuya  convexidad  estará  vuelta  hácia  el  eje;  y si  conce- 
bimos que  estas  jeneratriccs  se  han  multiplicado  indefinidamente,  este 
polígono  se  convertirá  en  una  curba  X’Y’B’  que  será  tanjente  a cada 
una  de  estas  rectas,  y que  tendrá  por  asíntota  a la  jeneratriz  particular 
a’ A’  cuya  inclinación  sobre  el  eje  es  máxima  en  la  proyección  vertical. 
Esta  curba  tocará  también  al  eje  O’Z’  que  es  él  mismo  la  jiroycccion  de 
una  jeneratriz  de  la  superficie,  en  cierto  punto  X’  situado  entre  d'  y e'f 
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yen  seguida,  continiiarú  teniendo  por  taujcntealas  prolongaciones  de 
las  jeneratrices  E'e,  F'J’’,  G’g\  H’A’,  de  las  cuales  la  última  sería  una 
nueva  a$irUota.  Pero,  como  en  el  caso  presente,  no  existe  la  napa  supe- 
rior del  helizoide,  la  curba  envolvente  de  las  jeneratrices  se  redneirú  a 
la  parte  comprebendida  desde  el  punto  X’  hasta  el  punto  (situado 
hacia  B’)  en  que  la  jciieratriz  del  helizoide  se  halla,  cu  la  proyección 
vertical,  tanjentc  a la  siuusoide  A’B’C’D';  solo  en  esta  última  parte,  la 
curba  envolvente  se  confundirá  sensiblemente  con  la  recta  B’¿>’. 

Así  mismo,  la  rama  x'i/E'  del  contorno  aparente,  se  trozará  hacién- 
dola tanjente  ai  eje  entre  los  puntos  n\p\  y tanjente  también  a las  je- 
neratrices Jí’N’,  »i’M’  y /’L’,  hasta  que  toque  a la  sinusoide  H’L’M’;  y 
si  debiésemos  prolongaríamos  lejos,  tendría  por  asíntota  a la  jenera- 
triz¿’H'.  Finalmente,  operaremos  del  mismo  modo  respecto  a los  otras 
ramas  X”Y”B",  x'YL"  (*). 

G18.  Seccionet  notables.  Si  cortamos  al  helizoide  ganso  con  un  pla- 
no tirado  según  el  eje  (O,  O'Z’),  tendremos  evidentemente  por  sección 
líneas  rectas,  que  serán  otras  tantas  posiciones  diversas  de  la  jeneratriz; 
y si  para  cortar  la  superficie  empleamos  un  cilindro  vertical  aSy^An 
concéntrico  con  la  hélice  directriz,  resulta  de  lo  que  hemos  probado  en 
el  núm-.  614,  que  la  sección  será  otro  bélico  a'S'y'&'A’n'....  del  mismo, 
paso  que  A’B’C’D  LT’.... 

619.  Cortemos  ahora  el  helizoide  con  un  plano  horizontal  cualquic- 


Jeonsefamos  que  se  tracen  las  curhas  X'Y’B’,  z’y’L’,....  ha- 
ciendo que  sean  primeramente  tanjentes  a la  sinusoide  y a lasproyee- 
cúmes  de  las  jeneratrices,  porque  este  procedimiento  nos  dará  toda  la 
exactitud  gráfica  que  puede  desearse,  con  multiplicar  suficientemente  las 
jeneratrices  que  son  mui  fáciles  de  construir.  Sin  embargo,  si  quisiéra- 
mos determinar  los  puntos  de  contacto  de  esta  curba,  no  habrá  mas  que 
tirar  por  cada  jeneratriz  un  plano  perpendicular  al  plano  vertical,  y 
derminar  en  segnida  el  punto  en  que  este  plano  es  tanjeute  al  helizoide, 
empleando,  para  conseguirlo,  el  método  que  espondréinos  en  el  núm.  627; 
en  cuyo  caso,  la  serie  de  todos  estos  puntos  de  contacto  pertenecerá  rigu- 
rosamente al  contorno  aparente  X’ Y' B’  déla  superficie;  pero  esta  marcha 
será  mui  laboriosa. 
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ra  G”a”.  Bastará  proyectar  sobre  el  plano  horizontal,  los  puntea  G", 
W”,  e”,  S ’ en  que  el  plano  secante  encuentra  a los  proyecciones  ver- 

ticales de  los  jeneratriccs  de  lo  superficie,  y obtendrémos  la  espiral 
01KSeWG...,qiie  seestenderá  ÍDdefínidamcnte,si  se  prolongan  bastan- 
te l6jos  Ins  jeneratrices  siguientes  T'L’V*:-  Ademas,  si  la  napa  su- 
perior (iiúm.  616)  formado  por  la  prolongación  de  las  rectas  RV, 
existiese,  como  en  el  coso  actual,  qucdoriacortadapor  el  mismo  planoG”a” 
según  otra  ramo  Oikd-...  perteneciente  a la  misma  espiral,  y estas  dos 
ramas  tendriau  por  tanjente  coman  ol  diámetro  AOH;  porque  los  radios 
OKC  y OIB,  son  secantes,  cuyos  dos  puntos  de  sección  con  la  espiral 
se  reúnen  en  iiiio  solo  O,  cuando  llegamos  a la  posición  OA. 

620.  La  sección  que  acabamos  de  obtener  es  «iin  espiral  de  Arquí- 
medet.  Con  efecto,  en  virtud  dcl  modo  según  que  acabamos  de  construir 
(núin.  611)  las  jeneratrices  del  belizoide,  vemos  que  cadauiia  de  estas 
rectas  tiene  por  diferencia  de  nivel  entre  sos  dos  estremidades,  un  inter- 
valo constante  igual  a OV  que  en  el  caso  actual  comprende  seis  divisio- 
nes del  paso  de  la  hélice;  y en  seguida,  como  loa  puntos  F”,  E”,  D”,.— 
están  debajo  del  plano  G”a”,  1,  2,  3,....  de  estas  divisiones,  resultará 
evidentemente  que  tendremos  en  el  espacio 

F”\V”=íF’/”,  E”e”=fE’V’,  D”S”=|-D”íT,.:.. 

y como  las  proyeciones  horizontales  de  estas  rectas  deben  estar  divididas 
en  la  misma  razón,  tendremos  también 

FW=íFO,  Ee=rEO,  DS=ÍDO 

o bien 

01=1  OB,  OK=ÍOC,  OS=fOD 

£ln  virtud  de  esto,  vemos  que  en  un  punto  CQakjuíem  W de  la  espiral» 
tendremos  la  relación  jencral 

OW  _ AF  p « 

OF  - 

llamando  p al  radio  vector  de  este  punto,  w al  ángulo  correspondiente 
medido  en  el  circulo  que  tiene  por  radio  a la  unidad,  y R al  radio  dado 
OA.  Y así,  supuesto  que  la  equacion  precedente  prueba  que  p y *t  cre- 

45 


Digilized  by  Google 


i.iBRO  Vil.  ns  i,4s  siipEnpiniEü  « »r.-Aii. 

con  proporciónalmcntc,  la  ciirba  C8  ciortnnienle  una  eupiral  de  Anpú- 
nudes;  poro  para  introducir  en  elln.scgmi  se  estila,  el  radio  vector  cons- 
tante R’  que  corresponde  a la  firimcra  revolución  total,  no  badrá  mas 
que  tomar  a 

M << 

R’=  ,-R,  y nos  resultará  p=R’;7^  ' 

La  fracción  ” espresa  en  la  actualidad  la  razón  del  paso  de  la  hélice 
A’A”  a la  altura  OV  que  hemos  lomado  arbitrariamente,  para  fijar  la 
primera  jeueratriz  del  hclizoidc  ganso. 

121.  621.  Del  plano  tanjente  por  uií  punto  dado  sobre  una  jeneratriz 

cualquiera  (DO,  D'd').  Supongamos  primeramente  que  el  punto  asig- 
nado sea  (D,  D’)  situado  sobro  la  hélice  directriz;  tirando  en  seguida  la 
recta  DT  igual  al  arco  DA  y perpendicular  a DO,  sabemos  (núra.  449) 
que  el  punto  (T,  T’)  será  el  pie  do  la  tanjentc  a la  hélice;  por  consi- 
guiente, el  plano  tanjente  relativo  al  punto  (D,  D’)  estará  determinado 
por  el  conjunto  de  las  dos  rectas  (DO,  D'd')  y (DT,  D’T'),  y este  plano 
tendrá  evidentemente  por  traza  horizontal  a VT. 

Sea  ahora  (<5,  í’)un  punto  cualquiera  de  la  misma  jeneratriz.  Sabe- 
mos (núm.  614)  que  por  este  punto  pasa  una  hélice  cuyo  nacitnicnto 
(a,  «’)  se  determina  describiendo  el  arco  da,  y proyectando  a a a’  sobre 
la  jeneratriz  A’a’.  Por  otra  parte,  es  fácil  construir  la  tanjentc  sin  trazar 
esta  curbn:  porque,  si  después  de  haber  tirado  la  recta  TO,  tiramos  la 
dO  paralela  a DT,  es  evidente  que  tendremos  dG=da;  luego  si  proyec- 
tamos 0 a 0’  sobre  el  de  nacimiento  ato’,  obtendrémos  el  pie  (6,  0') 
de  la  tanjente  que  buscamos  que  será  (dO,  d’O’)*  Sentado  esto,  como  el 
plano  tanjentc  en  el  punto  ($,  $')  del  helizoide,  debe  contener  a esta 
tanjentc  así  como  también  a la  jeneratriz  (dO,  dV/’)  que  va  a penetrar 
al  plano  horizontal  cu'a'  en  el  punto  (i^,  4')>  tendrá  evidentemente  por 
traza  sobre  este  plano  de  nacimiento,  a la  recta  $0,  y sobre  el  plana  hori- 
zontal primitivo,  será  su  traza,  Vi  paralela  a iQ. 

Del  mismo  modo  operarémos  respecto  a un  nuevo  punto  (4'»'}'’)  de  la 
jeneratriz  (DO,  D’tf ),  empleando  siempre  el  triángulo  rectángulo  TOD, 
en  el  cual  trazaremos  la  recta  paralelamente  a DT,  y nos  dará  el  pie 
(5,  5’)  de  la  tanjentc  a la  hélice  que  paso  por  el  punto  (4'i '!'’)• 

622.  Es  importante  observemos  aquí  que  respecto  a todos  ios 
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puntos  dn  una  misma  jeneratriz  (DO,  D'í/'),  los  triángulos  rectángulos 

'I’DV,  9íf tendrán  todos  bases  iguales  D\=d^-:.-  Con  efeclo,  la 

altura  ticl  panto  (D,  D’)  encima  de  (A,  A’),  es  evidentemente  la  misma 
(]uc  la  del  punto  (5,  d’)  sobro  el  (a,  a’);por  consiguiente,  las  porciones 
D’V’  y de  la  jeneratriz  son  iguales,  y también  deberá  haber  igual- 
dad entre  sus  dos  proyecciones  horizontales  DV  y Pero  el  ángulo  de 
la  base,  V o 5,  de  estos  triángulos  os  rariable;  en  tanto  que  sería  cons- 
tante y rariable  la  base,  respecto  a los  diversos  puntos  de  una  misma 
hélice,  en  vista  de  que  pasando  del  punto  D a los  puntos  C,  B,...  los  la- 
dos DV  y DT  varian  en  la  misma  razón. 

De  aquí  resulta  que  los  planos  que  tocan  al  helizoide  en  los  diferen- 
tes puntos  de  una  misma  hélice,  están  igualmente  inclinados  sobre  el 
plano  horizontal. 

623.  Observemos  también  que  para  todos  los  puntos  de  una  misma  je- 
neratriz (DO,  D’</’),  los  pies  de  las  tanjentes  a las  hélices,  están  todos  situa- 
dos sobre  la  recta  (TO,  T’a'),  lo  cual  nos  proporciona  obtener  la  proyec- 
ción vertical  9’  sin  recurrir  (núm.  621)  al  plano  de  nacimiento  a’'u’.  Con 
efecto,  las  alturas  de  los  dos  puntos  (O,  «’)  y (9,0’)  sobre  el  plano  hori- 
zontal primitivo,  manifíestamente  nos  darán  las  razones  iguales 

OV  _ AV  _ _ DO  _ TO  . 

Ó uj’  ~ A’a’  ~~  Aa~  Dd  ~ T9  ’ 

pero  la  igualdad  entre  la  primera  y la  última  de  estas  fracciones,  indica 
que  las  ordenadas  verticales  de  los  puntos  (O,  a')  y (0,  9’)  son  proporcio- 
nales a sus  abscisos  contadas  desde  el  punto  (T,  T’);  luego  estos  tres 
puntos  se  hallan  en  línea  recta. 

624.  De  aquí  se  sigue  que  las  tanjentes  (DT,  D’T’),  (d3,  d'O’J, 
(>!■?,  'é’5’),....  a las  hélices  descritas  por  los  diversos  puntos  de  la  jene- 
ratriz (DO,  D’</'),  se  apoyan  todas  sobre  las  rectas  fijas  (TO,  T’a’)  y 
(DO,  D’rf');  y ademas,  como  estas  tanjentes  son  evidentemente  paralelas 
a un  mismo  plano  vertical  DT,  lesulta  de  aquí  (núm.  549)  que  su  con- 
junto forma  un  paraboloide  hiperbólico  toca  a la  superficie  del  heli- 
zoide en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  (DO,  D'd’). 

625.  Este  es  el  mismo  resultado  a que  hubiéramos  llegado,  si  según 
el  método  jeneral  del  núm.  577,  hubiésemos  querido  formar  el  hiperbo- 
loide de  identificación  al  largo  de  la  recta  (DO,  D’<D.  Porque  dcfinicn- 
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do  el  helizoidu  como  en  el  núiii.  615,  por  iiicdiu  de  las  tres  directrices 
(ABCI)....,  A’iyC'ü'....),  (alyí....  a'g’v’í’....)  y (O,  O'Z’),  este  hiperbo- 
loide hubiera  tenido  por  directrices  a las  rectos  (1)T,  D'T’),  (<Í0,  (5’9’) 
y (O,  0’Z’¡;  y supuesto  que  las  tres  son  cvidcntenieiite  paralelas  al 
inisniu  plano  vertical,  esta  última  superficie  dejetiero  (m'iin.  553)  en 
un  paraboloide  hiperbólico,  que  es  el  mismo  de  que  hace  poco  aca- 
bamos de  hablar. 

626.  Este  paraboloide  tiene  por  plano  director  del  primer  sistema 
dejeneratrices,  al  plano  vertical  I)T;  en  cuanto  al  segundo  sistetna,  el 
plano  director  deberá  pasar  por  ('l'O,  TV/’)  y por  nna  paralela  a (DO, 
D’d’).  Pero  si  hacemos  partir  esta  paralela  desde  el  punto  (O,  «’),  es  fácil 
ver  que  irá  a penetrar  al  plano  horizontal  en  D;  de  tnodo  que  TD  será 
también  la  traza  horizontal  del  segundo  plano  director,  y estará  inclinado 
una  cantidad  angular  igual  a a'A’O',  con  lo  cual  queda  completamente 
fija  su  dirección.  Según  esto,  vemos  que  los  dos  planos  directores  son  a 
la  vez  pcrpmidicnlures  ul  plano  vertical  OD  que  contiene  a lajcneratriz 
del  helizoide;  de  domie  podemos  concluir  que  el  eje  del  paraboloide 
' (núm.  572)  <s  horizontal  y paralelo  a DT. 

Pava  cualquiera  jcncratriz  diferente  de  (DO,  D’</’),  es  evidente  que  el 
paraboloide  de  identificación  permanecerá  constante  de  forma,  y solo  to- 
maria  una  posición  análoga  respecto  a la  nueva  jcncratriz. 

»ig.1í4.  627.  Hallar  el  punto  de  contacto  del  helizoide  gauso,  con  un  plano 

dado  que  pase  por  una  jcncratriz  conocida.  Este  problema,  que  será  útil 
en  la  Perspéctica  y las  Sombras,  para  hallar  la  curba  de  contacto  del 
helizoide  con  un  cono  o un  cilindro  circunscrito  a esta  superficie,  jtodrá 
resolverse  según  lo  hemos  indicado  números  585  y 587;  o mas  scncilla- 
incnte  aun,  por  los  procedimientos  de  los  números  586  y 588,  siempre  que 
principiásemos  por  sustituir  al  helizoide  el  paraboloide  de  identificación 
al  largo  de  cada  jeneratriz.  Pero  las  operaciones  gráficas  son  aun  mui  la- 
boriosas, y por  lo  tanto  vamos  a <lar  un  método  mucho  mas  corto,  fun- 
dado en  la  observación  del  núm.  622  (*). 

Sea  Vt  la  traza  horizontal  del  plano  dado  que  pasa  por  lajcneratriz 


(*)  Se  ha  indicado  este  método  en  el  tratado  de  las  superficies  re- 
gladas por  M.  Gascheau,  antiguo  alumno  de  la  Escuda  Politécnica. 
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(DO,  D’rf');  después  de  haber  construido  el  triángulo  rectángulo  TDO 
que  determina  la  tanjente  de  la  hélice  en  el  punto  (D,  D’)  de  la  jenemtriz 
propuesta,  tírese  por  el  punto  t una  paralela  tO  a DO, yen  seguida,  una 
perpendicular  Oí ; esta  última  nos  dará  a conocer  el  punto  (í,í')  en  que 
el  plano  dado  toca  al  helizoide.  Con  efecto,  para  construir  el  plano  tan- 
jentc  relativo  a este  punto  (í,  d’),  sera  preciso  (números  621  y 622)  tirar 
en  el  triángulo  ODT,  la  recta  dO  perpendicular  a la  dO,  tomar  en  se- 
guida a di^  igual  a DV,  y la  línea  0^  sería  la  traza  de  este  plano  tanjen- 
te sobre  el  plano  de  nacimiento  a'cu’  de  la  hélice  que  pasase  por(d,  d’). 
Pero  es  evidente  que  según  las  construcciones  empleadas  aquí  arriba, 
la  línea  6^  será  paralela  a Vt;  y en  virtud  de  esto,  tendremos  que  el  pla- 
no dado  y el  plano  tanjente  en  el  punto  (d,  d'),  tendrán  sus  trazas  hori- 
zontales paralelas;  y como  ámbos  pasan  por  la  recta  (OD V,  á’D’V’), 
coincidirán  indudablemente  uno  con  otro. 

628.  Helizoide  coh  plano  director.  La  definición  jencral  del  núm. 
610  supone  que  la  recta  rnócil  resbala  sobre  una  hélice  y sobre  un  eje, 
formando  con  este  último  un  ángulo  constante,  aunque  arbitrario:  cuando 
este  ángulo  es  recto,  todas  las  posiciones  de  la  jeneratriz  son  evidente- 
mente paralelas  al  plano  horizontal  que  es  también  un  plano  director 
de  la  superficie;  y esta,  que  siempre  es  gausa,  entra  entonces  en  el  jéne- 
ro  de  los  conoides  rectos  (núm.  520).  Es  fácil  ver  como  todas  las  propie- 
dades reconocidas  en  el  helizoide  ganso  jcneral,  so  reproducen  con  sim- 
plificaciones notables,  en  el  helizoide  particular  que  nos  ocupa;  por 
esta  razón  nos  contentarémos  con  indicar  la  forma  de  este  último,  em- 
pleando para  ello  un  solo  plano  de  proyección,  como  en  la  Jig.  126  que 
mas  adelante  debe  servirnos  para  representar  una  rosca.  En  ella  se  ve 

la  hélice  descrita  ABCDE....  y las  diversas  posiciones  AO,  B1,>C2 

de  la  recta  móvil;  demostrarémos  en  seguida,  con  mas  facilidad  aun  que 
en  el  núm.  614,  que  todo  punto  a de  la  jeneratriz  describe  una  hélice 
«6  yíe-—  concéntrica  con  la  primera  y que  tiene  el  mismo  paso  y el  mis- 
mo plano  de  nacimiento  que  ella. 

629.  En  cuanto  al  plano  tanjente  de  este  helizoide,  respecto  a un 
punto  asignado  sobre  una  jeneratriz,  se  construirá  también  hallando,  co- 
mo en  el  núm.  621,  el  ]>ie  de  la  tanjente  a la  hélice  que  pase  por  el  pun- 
to dado;  y este  pie  se  determinará  asi  mismo  por  medio  del  triángulo  rec- 
tángulo ODT  de  la^.  124;  pero  en  el  caso  presente,  las  trazas  horí- 
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’/.ontalcs  do  los  diversos  planos  tanjentes  al  largo  de  lajencratriz  OD, 
partirán  do  los  puntos  T,9,  5,....  y todas  serán  paralelas  a OD,  porque 
esta  recta  hnrizontal  será  cotmin  a todos  estos  planos, 
riii.  i'il.  6l$U.  Ademas,  la  recta  (TO,  TV)  sobre  la  cual  estaban  situados 
(núin.  623)  los  pies  de  las  tanjentes  a las  diversas  hélices,  se  reduciríi 
cu  la  actualidad  a la  línea  T(),  trazada  en  el  plano  horizontal;  y el  pa- 
raboloide de  identificación  (números  624  y 626)  tendrá  por  planos 
directores  al  plano  vertical  DT  y al  mismo  plano  horizontal. 

631.  Finalmente,  el  problema  del  núm.  627  se  resolverá  mui  senci- 
llamente, porque  como  se  nos  ha  dado  por  traza  horizontal  del  plano 
asignado,  a una  recta  f'3  paralela  a OD,el  punto  9 cu  que  esta  traza  en- 
cuentra a la  línea  TO,  nos  permitini  tirar  la  perpendicular  Oí  que  nos 
dará  a conocer  el  punto  de  contacto  í que  buscábamos. 

La  superficie  de  que  ahora  hablamos,  no  solo  se  emplea  para  for- 
mar la  rosca  de  filete  rectangular-,  sino  también  para  el  depurado  de  la 
escalera  llamado  de  caracol  circular  al  aíui;. 

§ 5.  De  la  rosca  de  filete  triangular. 

pig.IS¡5.  632.  Figurémonos  que  un  triángulo  isósceles  aAcz',  cuya  base  aa’ 
coincida  siempre  con  una  arista  de  un  cilindro  vertical  de  base  circular, 
y cuyo  plano  que  constantemente'  pase  por  el  eje  de  este  cilindro,  jire 
uuilbrnicmcutc  al  rededor  de  esta  recta;  concibamos  en  seguida  que 
al  mismo  tiempo  este  triángulo  se  eleva  cantidades  proporcióneles  a los 
espacios  angulares  descritos  por  su  plano  móvil,  de  tal  suerte  que  al  fin 
de  una  revolución  total,  el  triángulo  jenerador  se  haya  elevado  a una  al- 
tura igual  a su  base  oux.’,  es  decir,  que  haya  tomado  la  posición  a'A’a". 
En  este  caso,  el  sólido  enjendrado  por  este  triángulo  móvil,  será  alfilete 
de  la  rosca  cuyo  núcleo  es  el  cilindro  primitivo. 

633.  Es  evidente  que  según  estos  condiciones  y en  virtud  del  núm. 
446,  el  vértice  A del  triángulo  describe  una  hélice  AliCDEFA’B’.... 
que  pertenece  a un  cilindro  concéntrico  con  el  primero,  y cuyo  paso  es 
igual  a aa’;  ademas,  como  los  lados  Aa  y Aa’  encuentran  siempre  al  eje, 
formando  ángulos  constantes  con  esta  recta,  resulta  de  aquí  (núm.  610) 
que  las  dos  caras  del  filete  son  porciones  de  dos  helizoides  gausos,  do  los 
cuales  la  napa  superior  del  uno  (núm.  616)  forma  la  cara  inferior  del 
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tanto  que  la  cara  superior  del  filete  pertenece  a la  napa  injerior  del 
otro  helizoide. 

ti34.  Para  representar  completamente  esta  rosca,  será  preciso,  en 
primer  lugar,  construir  (núm.  451),  por  medio  del  plano  horizontal 
que  hemos  suprimido  en  e|  caso  presente,  la  proyección  vertical 

AUCDKA’B’ de  la  hélice  descrita  por  el  punto  A,  observando  que 

el  paso  A A’  de  esta  hélice  debe  tomarse  igttal  a la  base  aa'  del  triángu- 
lo dado.  En  seguida  deben  referirse  al  eje  las  divisiones  iguales  de  es- 
te paso  que  actualmente  son  diez  y seis,  principiando  desde  los  puntos 
0 y 16  eu  que  encuentran  a esta  recta  los  lados  Aa  y Aa’;  lo  cual  pro- 
duce jencralmente  dos  séries  distintas  de  puntos  de  división;  pero  aquí 
no  forman  sino  uno  solo,  en  virtud  de  que  hemos  elejido  el  trián- 
gulo Aaa’  de  modo  que  sus  lados  comprehendan,  sobre  el  eje,  un  núme- 
ro exacto  de  divisiones  del  paso  de  la  hélice.  Sentado  esto,  uniendo-  el 
primer  punto  de  división  B de  la  hélice  con  los  pantos  1 y 17,  el  punto 
C con  2 y 18,  el  punto  D con  3 y 19....,  obtendrémos  manifíestamente 
las  diversas  posiciones  del  triángulo  jenerador. 

635.  Esto  no  obstante,  es  preciso  terminar  estas  rectas  en  los  pun- 
tos § y S’,  y y V’,  í y en  que  van  a encontrar  al  núcleo  cilindrico 
de  la  rosca.  Pero  como  estos  no  son  otra  cusa  que  las  posiciones  sub- 
cesivas  que  toman  los  puntos  aya’  del  triángulo  móvil,  resulta  del* 
núm.  614,  que  la  curba  aSyv«’6’-—  es  una  hélice  del  mismo  paso  que 
ABCDFA’....;  por  consiguiente,  determinarémos  esta  nueva  hélice  cor- 
tando a las  jeneratrices  indefinidas,  con  horizontales  tiradas  desde  los 
puntos  4 y 14,  5 y 15,  6 y 16,....  Ademas,  como  el  punto  a’  es  común  a 
los  dos  triángulos  aAa’  y a'A’a”,  sucederá  precisamente  que  la  hélice 
agy^a'g’y’....  será  también  producida  por  la  intersección  de  los  lados 
Bg’y  B’g’,  Cy’  y C’y’,....  lo  cual  nos  dará  una  verificación  de  las  cons- 
trucciones precedentes.  Según  esto,  esta  hélice  formará  la  arista 
entrante  de  la  rosca,  en  tanto  que  la  arista  saliente  será  la  hélice 
ABCDFA’.... 

636. '  En  cuanto  al  contorno  aparente  de  las  dos  caras  del  filete,  de- 
bemos observar  que  no  está  formado  por  dos  jeneratrices  rectilí- 
neas, sino  por  dos  curbas  XY  y xy,  que  son  (núm.  617)  las  envolventes 
de  las  proyecciones  de  las  jeneratrices,  y qne  tienen  por  asíntotas  a las 
jeneratrices  paritculares  Aa’,  y A’a’,  Sin  embargo,  en  vista  de  que  las 
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porciones  de  las  dos  hélices  jiaiisas  <jne  forman  el  filete,  tienen  po- 
estension  y están  bastante  distantes  del  eje,  las  líneas  XY  y xy  podrán 
actualmente  trazarse  por  opro.ximacion  como  dos  rectas  converjeiites 
con  «’A  y a’ A’,  que  deberán  tocar,  una  a los  dos  arcos  AYB  y 
y la  otra  a los  otros  dos  arcos  A’yl'’  y «’Xtf.  Ademas,  una  de  estas 
dos  ramas  del  contorno  a[>arcntc,  la  primera  XY  oculta  una  parte  de  la 
segunda  iif,  que  entúnces  debe  terminarse  en  un  punto  ; situado  a la 
altura  de  ct,  en  razón  a la  forma  simétrica  de  estas  dos  curbas. 

Estas  observaciones  que  se  aplican  a cada  ángulo  entrante  del  filete 
situado  a la  izquierda,  y que  se  reproducirán  de  un  modo  incerso  en  los 
ángulos  entrantes  situados  a la  derecha,  son  sin  duda  ninguna  sufi- 
cieutes  para  que  el  lector  entienda  fácilmente  las  diversas  puntuaciones 
por  medio  do  las  que  hemos  espresado,  en  el  depurado  que  presentamos, 
las  partes  visibles  o invisibles  de  la  rosca  de  que  tratamos.  Solo  añadi- 
remos que  el  rectángulo  UVun  representa  el  paralelipípedo  que  forma 
la  cabeza  de  esta  rosca. 

^ 6.  Ve  las  roscas  de  filete  cuadrado. 

ric.  12C.  637.  El  filete  de  esta  rosca  es  enjendrado  por  un  rectángulo 

AoAL,  cuyo  planoque  pasa  por  el  eje  de  un  cilidro  recto  y circular,  jira 
uniformemente  al  rededor  do  este  eje,  en  tanto  que  el  rectángulo  se  ele- 
va al  largo  de  las  aristas  del  cilindro,  cantidades  proporcionales  a los 
espacios  angulares  descritos  por  su  plano  móvil.  De  aquí  resulta  eviden- 
temente que  los  puntos  A y L describen,  en  este  movimiento,  dos  héli- 
ces iguales,  cuyo  paso  común  AA’  o LL’  puede  elejirse  arbitrariamente, 
con  tal  que  por  lo  menos  sea  igual  al  duplo  de  AL,  a fin  de  dejar  un 
paso  libre  al  filete  saliente  de  la  tuerca  que  engarganta  con  la  rosco. 
Ademas,  los  dos  lados  Aoc  y LA  que  siempre  se  apoyarán  sobre  estas 
hélices  y sobre  el  eje,  cortando  a éste  bajo  un  ángulo  recto,  enjendraráii 
caras  gausas  que  pertenecerán  (núm.  62U)  a ¡ulizoides  de  plano  direc- 
tor-, en  tanto  que  el  lado  AL  describirá  una  zona  cilindrica,  que  termi- 
nará esteriormente  el  filete  de  esta  rosca. 

638.  Para  representar  gráficamente  la  rosca  de  fílete  cuadrada,  es  pre- 
ciso primeramente  construir  lashélicesdel  misino  paso  ABCDEFA’F’..., 
LMNPQAL’R’....,  sirviéndonos  (núm.  451)  del  plano  horizontal  que 
aquí  hemos  suprimido;  trazar  en  seguida  de  un  modo  semejante  sobre 
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.el  cilindro  del  núcleo,  las  otras  dos  hélices  que  son 

.producidas  (núm.  628)  por  los  pantos  a y A,  y cuyo  paso  comnn  aa’  debe 
ser  igual  a AA’.  Estas  dos  últimas  curbas  son  las  intersecciones  del 
núcleo  de  la  rosca  con  las  caras  inferior  y superior  del  fílete,  y sirven 
para  limitar  las  porciones  do  jeneratrices  B§,  y Mp,  Dd  y Pn,  Ftp  y Rp,.... 
que  pertenecen  a estas  dos  caras  gausas.  En  ñn,  podrémos  agregar  al- 
gunas de  las  aristas  del  cilindro  esterior,  tales  como  BM,  CN,  DP,.... 

639.  Entre  las  diversas  líneas  de  que  acabamos  de  hablar,  el  lector 
distinguirá  fácilmente  las  que  son  visibles  de  las  que  estén  ocultas.  Hcr 
mos  trazado  completamente  unas  y otras  en  la  primera  espira  del  fi- 
lete, puntuándolas  de  un  modo  conveniente  a su  posición;  pero  en  las 
otras  espiras,  no  hemos  conservado  sino  las  líneas  visibles,  con  el  fín  de 
presentar  un  resultado  enteramente  conforme  ol  que  presentaría  al  es- 
pectador la  vista  del  objeto  en  relieve. 

§ 7.  £fel  conoide  de  la  bóveda  por  arútas  en  cañón  circular, 

640.  Dejando  a un  lado  las  circunstancias  que  son  especialmente  ríe.  lüT. 
relativas  a la  estercotomía,  la  presente  cuestión  se  reduce  a hallar  la  in- 
tersección de  un  toro  con  un  conoide,  curba  cuyas  tanjcntes  dan  lugar 

« nuevas  indagaciones,  que  tendrán  aplicaciones  útiles  en  el  Corte  de 
piedra*.  El  toro  se  enjendra  por  la  revolución  del  semi-círculo 
B’C'é’  que,  levantado  en  el  plano  vertical  B’e),  jira  al  rededor  de  la  ver- 
tical <tí,  y forma  la  superficie  interior  de  la  bóveda  principal  que  se  llama 
lecho  jiratorio.  Una  puerta  practicada  en  estaprímeia  bóveda,  y limitada 
en  loe  planos  verticales  y Gg  que  converjen  hácia  el  eje  jiratorio, 
está  cubierta  con  un  conoide  cuya  jeneratriz  rectilínea  permanece  siem- 
pre horizontal,  cuando  resbala  sobre  la  vertical  cu  y sobre  otra  segunda 
directriz  formada  del  modo  siguiente.  Se  rectifica  el  arco  AOD  según 
su  tanjente  oOd,  y sobre  esta  recta,  como  eje  mayor,  se  describe  una 
semi-elipse  A”C”D”  cuyo  semi-eje  vertical  CC"  es  igual  al  radio  OB 
n O’B'  del  toro;  en  seguida,  imajinóndonos  que  esta  elipse  colocada 
desde  luego  en  el  plano  vertical  aOdesté  aplicada  eobre  el  cüindra  recto 
AOD,  de  modo  que  sus  abscisas  coincidan  con  loe  arcos  de  esta  circun- 
ferencia, y BUS  ordenadas  con  las  aristas  v«srticales  del  cilindro,  dicha 
elipse  se  convertirá  en  una  linea  de  doble  enrbatura  proyectada  sobre 
AOD,qae  es  la  que  se  adopta  por  segunda  directriz  o bate  del  conoide, 
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. G41.  SmUado  esto,  pura  obtener  la  intersección  <lc  este  conoide  con 
cl  toro,  cortemos  estas  dos  superficies  con  diversos  planos  horizontales. 
El  que  pase  por  el  punto  M’  del  meridiano  cortará  al  toro  según 

dos  círculos  descritos  con  los  radios  wP’y  <u;/;  si  en  seguida  indagamos 
los  puntos  M”  y N”  que  sobre  la  elipse  están  a la  misma  altura  que  M’,  y 
tomamos  los  arcos  OT  y OQ  iguales  a las  abscisas  O’T"  y 0”Q”,  ios 
puntos  F y Q serán  evidentemente  las  proyecciones  de  los  puntos  en 
que  cncuentraa  la  ¿irse  del  conoide  el  plano  secante  horizontal;}'  por  con- 
siguiente, las  secciones  producidas  en  esta  superficie  serán  dos  rectas 
proyectadas  sobre  oiP  y luQ.  Y como  estas  rectas  encuentran  a las  dos 
secciones  circulares  en  cuatro  puntos  M,  ni,  N y n que  pertenecen  a la 
intersección  de  las  dos  superficies,  esta  se  compondrá  de  dos  ra- 
mas de  doble  ciirbatura,  proyectadas  horizontalmente  sobre  CíMOii/ y 

642.  Observemos  1.”  que  si  prolongamos  el  conoide  ala  parte  de 
acá  del  eje  vertical  (a,  volverá  a encontrar  otra  vez  al  toro  según  otras 
dos  ramas  GjO^  y FjOjg,,  que  son  simétricas  con  las  primeras,  y se 
construyen  por  las  mismas  operaciones;  2.”  que  las  dos  napas  del  conoi- 
de se  consideran  terminadas  en  los  dos  cilindros  verticales  B’GBF.... 
y a quienes  cortan  según  curbas  do  doble  curbatnra,  que  no  son 

otra  cosa  que  elipses  aplicadas  sobre  estos  cilindros,  y todas  tie- 
nen por  semi-eje  vertical  a|  radio  del  toro;  esto  es  lo  que  evidentemen- 
te resulta  de  la  proporcionalidad  de  los  arcos  horizontales  BG  y BF,  o 
bg  y bf,  con  los  arcos  OA  y OD;  3.”  que  para  hacer  que  el  toro  y cl  co- 
noide sirvan  para  formar  nimbótcda  de  aristas,  es  preciso  suprimir  ente- 
ramente todas  las  porciones  interiores  de  las  jeneratriees  rectilíneas  y 
circulares,  que  en  el  caso  actual  están  puntuados  comoque  son  in- 
visibles. 

no.  127..  643.  Es  de  notar  que  cada  una  de  las  curbas  planas,  tales  como 
GO/,  que  reciben  las  proyecciones  de  las  curbas  de  arista,  es  una  espi- 
ral de  Arquimedes.  Con  efecto,  en  virtud  de  la  constniccion  que  nos  ha 
dado  (núm.  641)  el  punto  arbitrario  M,  el  arco  OP  y la  recta  PM  son 
respectivamente  iguales  a las  abscisas  0”P”  y O’P’  de  los  dos  puntos  M” 
y M’qne  corresponden  a una  misma  ordenada  vertical  en  la  elipse  y en 
el  círculo  meridiano  del  toro;  y como  estas  dos  curbas  tienen  un  eje  vertí 
cal  común,  sabemos  que  estas  abscisas  están  entre  si  en  la  misma  razón 
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(jiic  el  eje  mayor  con  el  menor;  por  consiguiente,  tendrémos  la  proporción 
OP ; PM  : : OA  : AG. 

Pero,  si  tomamos  un  arco  O A que  esté  con  OA,  en  la  razón  de  wO  con 
OB,  podremos  reemplazar  la  pioporcion  precedente  con  esta 

OP  : PM  : ; 0>1  : Ow,  y de  aquí  /IP  : tuM : : /lO  : cuO, 

cuyo  resultado  nos  dice  que  la  razón  del  arco  ,)P  al  radio  vector  uM 
permanece  constante  en  todos  los  puntos  de  la  curba  GMO/id;  por  con- 
siguiente, esta  curba  es  una  espiral  de  Arquímedea,  cuyo  onjen  está 
sobre  el  radio  tu>l  al  cual  toca  prolongándose  según  otra  rama  (iq>  simétri- 
ca con  la  primera.  Para  conocer  el  paso  de  esta  espiral,  es  decir,  el  radio 
vector  que  corresdonde  a una  revolución  entera,  bastará  construir  una 
cuarta  proporcional  & a las  tres  líneas  siguientes;  al  arco  /{O,  a la  circun- 
ferencia total  y al  radio  wO;  en  este  caso  podremos,  según  el  método  co- 
mún, contar  sobre  la  circunferencia  del  radio  d,  los  arcos  que  miden  el 
movimiento  angular  del  radio  vector  móvil. 

644.  La  curba  FOguy  es  también  una  espiral  de  Arquímedea  cuyo 
orijen  está  sobre  el  radio  y no  coincidirá  con  la  precedente,  sino 
cuando  el  arco  0,1  sea  igual  a un  cuarto  de  círculo;  para  obtener  esta 
coincidencia,  bastará  tomar  la  mitad  OA  de  la  abertura  de  la  puerta,  de 
modo  que  tenga  con  el  cuarto  de  círculo,  la  misma  razón  que  OB  con  Ou 
Finalmente,  las  otras  dos  curbas  Gfiffi  y F,0,^,  pertenecen  también 
a dos  nuevas  espirales  de  Arquímedea  que  tocan  a loa  mismos  radios 
y pero  que  tienen  una  situación  opuesta  a las  primeras  (*). 


C*)  El  análisi»  nos  da  también  estos  mismos  resultados-,  porque  si 
adoptemos  por  eje  de  las  xa  la  recta  uOB,  una  perpendicular  a esta 
por  eje  de  las  y,  y finalmente  la  tertical  w por  eje  de  las  z;  y si  en  se- 
guida hacemos  a 

wO=l,  OB=R,  y a 0A=0”A”=a, 

hallaremos  (Análisis  aplicado,  cap.  XIV)  que  las  equaciones  del  toro  y 
del  conoide  son  : 

(l— Fí+y)»-pz*=R’  e ^FR’— z*; 
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no.  137.  La  Utnjanu  ea  m ponto  cualquiera  M,  la  cooocerémoe  por 

medio  de  la  intersección  del  plano  tanjente  al  toro  con  el  plano  tanjen- 
te  del  conoide.  Pero  el  primero  de  estos  planos  tiene  por  traza  horizon- 
tal a la  recta  VK.  perpendicular  a wM,  la  cual  le  obtiene  refiriendo  a V 
el  pie  T’  ide  la  ta/i^ote  M’T’  del  meridiano  circular;  en  cnanto  ol  se- 
gundo plano  tanjente,  es  preciso,  primeramente,  construir  (núm.  580)  un 
paraboloide  que  aa  identifique  coa  el  conoide  en  todo  el  largo  de  lajene- 
ratnz  aiPM.  Paca  aste,  tiracémos  la  tanjente  M’  T”  a la  elipse  plana;  en 


y flitninandp  » z,  noi  remltará  para  la  proyección  horitomUd  de  ¡a  im- 
UrucfioH  de  etUu  da»  auperficiei 


y 


*«» 


4ntpíificarémfit  e»ta  Cfuadon  tntrodtecienda  en  ella  la»  coordenada»  pe- 
lare», por  medio  de  la»  fórmtdae  ox  o,  e y^x  »eu  u;  porque  »e  cem- 

tertiráep 


-K  » (1— t) 

y d*  aquí  oancüaréma*  que 


B-HUaw  fc 


aO- 

~w 


o bien 


r = I ±.  — u,  y r = I i:  — (n  — u). 

& A 


Etía»  cuatro  equacione»  dietinta»,  ton  las  de  las  cuatro  espírale»  cons- 
truida» en  el  depupado;  y para  referir  la  primera,  por  gemplo,  al 
polar  Md  que  le  es  tanjente,  no  kai  mas  que  recular  el  orfjen  de  lo»  án- 
gulo» u,  que  aquí  se  cuentan  desde  la  línea  aiO  y a derecha  de  ella,  ha- 
ciendo a 

R Rl 

n ss  a’ de  donde  resulta  mu  r = — -u’. 

a ^ a 

Esta  última  equacion  es  realmente  la  de  una  espiral  de  Arquimedes, 
cuyo»  ángulo»  u*  e^n  contado»  partiendo  del  radio  ad- 
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■eguida,  aplieuido  eaia  curbft  (núm.  640}  »ot»re  el  eilindro  witicei  DOA, 
ia  (ubtanjeote  será  PTa=F”T”,  de  modo  qoe  T será  el  pie  de  la  tae- 
jeote  en  el  pumo  P de  la  base  del  coooide;  en  este  cmo,  la  jeneratna  sdP 
del  paraboloide  auailiar  que  debe  reabaLar  sobre  eeta  taojentei  y sobre 
la  vertical  w,  permaneciendo  siempre  horizontal,  tomará  la  poekion  «T 
después  de  llegar  el  pie  de  esta  tanjente.  Sentado  esto,  si  cortamos  a las 
dos  jeneratrices  uP  y wT  con  el  plano  vertical  MS,  sabemos  (núm.  551} 
que  la  sección  será  una  recta  proyectada  sobre  MS,  que  unida  a la  je- 
nemtriz  uM,  determinará  el  plano  tanjente  del  paraboloide:  luego  este 
plano  tendrá  por  traza  horizontal  a la  línea  SK  paralela  a uM.  Como 
ahora,  las  dos  trazas  SK  y VK,  de  los  dos  planos  tanjenles  van  a cor- 
tarse en  K,  resultará  de  aquí  que  KM  es  la  tanjente  que  buscamos. 

646.  Este  método  no  puede  aplicarse  inmediatamente  alpunta  múl- 
tiplo O,  porque  como  con  este  sitio,  loe  dos  planos  tanjentes  son  hori- 
zontales, coinciden  enteramente,  y queda  indeterminada  su  intersección. 
Pero  si  tratamos  de  valuar  el  ángulo  VMK=  0 que  forma  una  tanjente 
cualquiera  con  el  radio  vector  correspondiente,  hallarémos  que 


lanj  0 = 


KV_  MS 
VH~  FT*  ’’ 


y en  seguida,  como  la  subtanjente  P^T  del  circulo  equivale  a la  aubtan- 
jente  P”T”  o PT,  de  la  elipse  multiplicada  por  la  razón  del  eje  menor 
al  mayor,  nos  resoltará 


tanj  0 = 


MS  OA 
PT  ■ OB 


o bien  tanj  0 =: 


Mw  OA 
Tí  ■ OB 


(l) 


Pero  en  esta  última  espresion,  la  cantidad  que  varia  con  el  punto  de 
contacto  M,  es  el  factor  Mu,  que  llega  a ser  igual  a su  denominador  Pw, 
en  el  punto  particular  O;  luego  la  inclinación  de  la  tanjente  en  este  pun- 
to nos  la  dará  la  fórmula 


tanj  0’  = 


OA  _Oa 
OB  ~ OB 


(2) 


la  cual  nos  dice  que  esta  tanjente  Oa  es  precisamente  la  diagonal  del 
rectángulo  construido  sobre  Oa  y OB. 

647.  La  construcción  jeneral  del  núm.  645  es  también  insuficiente  rio,  I3i. 
para  obtener  las  tanjentes  en  los  cuatro  pantos  F,  G,  g y/ que  están  en 

466 
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el  arranque  de  la  bóveda;  porque  como  en  estos  puntos,  los  planos  tan- 
jentes  de  las  dos  superficies  son  verticale»,  su  intersección  es  una  verti- 
cal que  será  tanjente  a la  curba  de  arista  en  el  espacio,  pero  que  so 
reduce  a un  solo  punto  en  proyección  horizontal,  y nada  nos  dice  sobre 
la  tanjente  a la  curba  plana  GOf,  en  el  punto  G.  Sin  embargo,  ai  recu- 
rrimos a la  fórmula  (1)  esta  se  convertirá  respecto  al  punto  G en 


porque  los  arcos  OA  y GB  son  semejantes  y proporcionales  a sus  radios 
Aid  y Gw.  De  lo  que  evidentemente  resulta  que  la  tanjente  en  G será  la 
diagonal  del  rectángulo  construido  sobre  G A y sobre  el  arco  GB  rectifi- 
cado; cuya  Operación  es  cstremadamente  sencilla,  y que  para  dejar  mas 
claridad  en  el  depurado,  hemos  efectuado  en  el  punto  F,  formando  un 
rectángulo  con  FD  y FS==FB. 

648.  Debemos  también  observar  que  este  método  tan  ventajoso  se 
aplica  también  a un  punto  arbitrario  M;  porque  si  en  la  fórmula  jeneral 
(1),  reemplazamos  la  razón  de  OA  a OB=AG;  con  la  de  OP  a PM, 
que  le  es  igual  según  el  núm.  643,  nos  resultará 


tanj  9 = 


p 


PO 


PM 


MP’ 


(4) 


lo  cual  prueba  que  la  tanjente  LMK  puede  obtenerse  inmediatamente, 
formando  sobre  MP  y el  arco  MI  rectificado,  un  rectángulo  cuya  diago- 
nal será  la  tanjente  que  buscamos.  En  el  caso  presente  no  hemos  traza- 
do sino  la  mitad  de  este  rectángulo,  tomando  a PL=M1,  y tirando  LM 
que  deberá  coincidir  con  la  tanjente  MK  que  está  ya  construida. 
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CAPITULO  PRIMERO. 

Sobre  las  curbuturas  y las  ecolutas  de  las  líneas  curbas. 

G49.  Se  dice  que  una  curbay  su  taiijcutc  tienen  cutre  sí  un  contacto 
(\e primer  órden,  porque  en  jcneral  no  hai  entre  ellas  sino  un  solo  elemen- 
to común;  pero  como  en  ciertas  cuestiones  hai  necesidad  de  considerar 
líneas  que  se  aproximen  a confundirse  con  la  curba  propuesta,  mas  de  lo 
que  la  tanjcntc  lo  hace  con  ella,  es  necesario  distinguir  estas  aproxima- 
ciones mas  o ménos  íntimas,  y asi  decimos  que  dos  curbas  cualesquiera, 
ya  sean  planas  o no,  presentan  un  contacto  de  primero,  segundo,  ter- 
cer.... ORUEN,  según  tienen  uno,  dos,  tres....  elementos  consecutiros 
comunes. 

550.  Como  el  contacto  de  segundo  orden  se  presenta  con  mucha  fre- 
cuencia en  las  aplicaciones  jeométricas,  le  espresarémos  comunmente 
por  el  nombre  abreviado  de  osculación-  y así  es  que  dos  curbas  oscula- 
doras  serán  las  que  tengan  dos  elementos  comunes.  Para  dar  un  ejemplo, 
que  nos  será  mui  útil  en  lo  subccsivo,  considerémos  una  curba  cualquie- 
ra AMB,  y después  de  haberla  dividido  en  elementos  iguales  (•),  levan- 


Si  estos  elementos  fuesen  desiguales,  pero  siempre  infinitamente 
pequeños,  subsistirían  las  mismas  consecuencias,  como  lo  proharinmos 
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témusen  las  mitades  de  MM’  y M’M”,  dos  normales  KO  y K’O  situada* 
m fl  plano  MM'M”,  el  cnal  no  contendrá  a los  otros  elementos  de 
AMB,  sino  cuando  esta  curba  sea  plana.  En  este  caso,  el  punto  O en 
que  se  cortan  estas  dos  normales,  será  el  centro  de  un  círculo  ocMS,  que 
pasando  evidentemente  por  los  tres  puntos  M,M’y  M”,  tendrá  también 
comunes  con  AMB  los  dos  elementos  MM’  y M’M”,  y será  por  consi- 
^niente,  el  círculo  oseulador  de  esta  curba,  respecto  al  punto  M.  El  ra- 
dio de  este  círculo  será  una  de  las  tres  distancias  iguales  OM,  OM’  ii 
OM”;  pero  en  su  lugar,  podemos  adoptar  una  de  las  dos  normales  igua- 
les OK  y OK’,  porque  la  diferencia  no  es  sino  infinitamente  pequeña  de 
segundo  orden  (téate  núm.  197). 

651.  Por  lo  que  antecede,  vemos  que  el  círculo  oseulador  para  cada 
punto  M señalado  sobre  la  curba  AMB  es  uno  solo,  en  tanto  que  existen 
una  infínidad  de  círculos  que  solo  son  tanjentes  en  este  punto;  pero  el 
círculo  oseulador  variará  de  posición  y de  magnitud  cuando  pasemos 
del  punto  M’  al  M”....,  porque  entónces  deberémos  operar  del  mismo 
modo  anterior  con  los  dos  elementos  consecutivos  M’M”  y M”M’”, 
M”M’”  y M'"M””,...  esto  hará  cambiar  al  radio  KO  en  K’O’,  K”0”..... 
Mui  pronto  examinarémos  (núm.  656)  si  estos  radios  se  cortan  consecuti- 
vamente. 

652.  El  plano  de  círculo  oseulador,  que  no  es  otra  cosa  que  el  de 
dos  elementos  consecutivos  MM'  y M’M”,  o el  de  dos  tanjentes  inñnita- 
mente  próximas  MT  y M'T’,  se  llama  también  plano  oseulador  de  la 
curba  AMB  en  el  punto  M;  y a no  ser  que  esta  última  sea  plana,  este 
plano  oseulador  variará  cuando  pasemos  de  un  punto  a otro  de  la  AMB. 
Ademas,  dos  planos  osculadores  consecutivos  TM’T’  y T’M”T”, 
se  cortarán  siempre  según  el  elemento  intermedio  M’M”. 

ris.  139.  653.  En  cuanto  a la  curvatura  de  la  línea  AMB  en  el  punto  M,  hemos 

dicho  ya  (núm.  198)  que  estaba  medida  por  el  ángulo  TM”P’  compre- 
hendido  entre  dos  tanjentes  infinitamente  próximas,  porque  este  ángulo. 


fácilmente  por  medio  del  cálculo.  No  obstante,  para  abreviar  las  demos- 
traciones, es  mas  sencillo  suponer  que  los  elementos  se  han  eltjido  igua- 
les, locual  es  siempre  permitido.  Véase  el  Análisis  aplicado  cap.  XVI, 
núm.  351. 
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llamado  ángulo  de  continjencia  o de  curbatwra,  espreta  manifiesta- 
mente la  cantidad  que  ha  sido  preciso  desviar  al  elemento  M’M”  de  su 
dirección  primitiva  M'T,  para  doblar  la  línea  recta  MM’T  como  lo  está 
la  línea  poligonal  (•).  Pero  el  ángnio  TM’T’  es  igual  al 

KOK';  y como  este  último  tiene  por  medida  al  arco  e descrito  con  un 
radio  igual  a la  unidad,  en  tanto  (pie  abraza  un  arco  KM’K’  de  círculo 
osciilador  cuyo  radio  esOK=p,  tendremos  por  espresion  de  la  curbatura 
en  el  punto  M,  a 

KM’K’  de 
OK  ~ p ■ 

Pero  como  se  ha  dividido  a la  curba  en  elementos  ¡guales,  la  cantidad  dx 
será  constante  en  todos  sus  puntos,  y podremos  decir  que  la  curbatura 
varia  de  un  punto  a otro,  en  razón  inreraa  del  radio  OK=p,  que  por 
esta  razón,  se  llama  también  radio  de  curbatura  de  la  curba  en  el 
punto  M. 

Con  todo,  observemos  que  para  tener  la  medida  exacta  de  la  mrbatu- 
ra  do  una  línea,  y para  hacer  esta  medida  aplicable  a dos  curbas  dife- 
rentes, en  las  cuales  pneden  los  elementos,  aiuiqnc  infinitamente  peque- 
ños, ser  desiguales  de  la  una  a la  otra,  y ann  tener  ademas  una  razón 
determinada  y necesaria,  es  preciso  considerar,  no  la  magnitud  absoluta 
del  ángulo  de  continjencia  z,  sino  su  razón  con  el  elemento  de',  porque 
solo  sobre  dos  arcos  de  la  misma  lonjiíud,  es  donde  el  ángulo  esterior 
de  las  tanjeiitcs  estreñías  puede  manifestar,  con  precisión,  la  curbatura 
mas  o ménos  pronunciada  de  uno  de  estos  arcos  réspecto  al  otro.  Por 
ejemplo,  un  dos  círculos  concéntricos,  que  el  radio  del  uno  sea  duplo  del 
otro,  y que  las  circunferencias  estén  divididas  en  un  mismo  número 
de  elementos  ¡guales,  los  ángulos  de  continjencia  correspondientes  a 
los  mismos  radios,  serán  iguales,  y sin  embargo,  la  curbatura  de  los  dos 
círculos  será  diferente;  pero  si  atendemos  a que  los  elementos  de  la  cir- 


(* ) Está  mui  bien  obsereemoe  que  el  ángulo  de  continjencia  TM’T’ 
ce  también  igual  al  ángulo  de  dos  j?la7ios  normales  consecuticos,  supuesto 
que  estos  planos  son  perpendiculares  en  medio  de  los  dos  elementos 
MM'  7j  M’M”. 
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conferencia  mayor  tienen  una  lunjitnd  dupla  de  los  de  la  segunda,  co- 

nocerémos  que  la  razón  — indica  efectivamente  una  curbotura  la  mitad 
as 

menor  en  el  círculo  mas  grande  que  en  el  mas  pequeño.  De  aquí  con- 
cluimos que  la  verdadera  espresiou  de  la  curbatura  de  una  linea  cual- 
quiera, nos  la  dará  siempre  a conocer  la  razón 

e 1 
ds  p’ 

representando  por  p el  radio  del  círculo  osculador  de  la  curba,  en  el 
punto  que  se  considera. 

654.  Todo  lo  que  ¡irecede  conviene  igualnicnie,  tanto  u las  curbas 
planas  como  a las  gausas;  haremos  uso,  lo  mismo  que  .M.  Vallen,  do 
esta  última  espresiou,  en  lugar  de  curba  de  doble  curbatura,  tanto  para 
abreviar  como  para  evitar  el  uso  de  la  jialabra  curbatura  en  un  sentido 
inexacto.  Con  efecto,  una  línea  que  no  es  plana,  no  admite  sino  una  sola 
curbatura  que  se  estima  como  cu  el  número  precedente;  pero  ademas, 
presenta  una  flexión,  o mas  bien  una  torsión  que  se  ha  orijinado  ha- 
ciendo jirar  uno  do  los  planos  osculadores  consecutivos  TM’T' y T’M’’T” 
al  rededor  del  elemento  común  M'M”;  de  suerte  que  en  una  curba  gau- 
sa,  la  torsión  en  cada  punto  se  mide  por  el  ángulo  de  los  dos  planos 
osculadores  tccinos.  Pero  si  este  ángulo  se  hace  nulo,  abatiendo  el  plano 
T’M”T”  sobre  TM’T’  por  medio  de  una  rotación,  ul  rededor  do  la  rec- 
ta M’M”,  desaparecerá  la  tursión,  y la  curba  será  plana  en  la  pro.vinii- 
dad  del  punto  que  se  ha  considerado,  sin  que  su  curbatura  haya  aumen- 
tado o disminuido,  supuesto  que  los  ángulos  de  continjencia  TM’T’  y 
T’M”T”  habrán  permanecido  constantes;  iniéntrus  que  sin  cambiar  nu- 
da en  la  posición  de  estos  dos  planos  osculadores,  o en  la  torsión  de  la 
curba,  podremos  alterar  su  curbatura,  desviando  o aproximando  los  dos 
elementos  M.M’  y M’M”:  por  consiguiente,  la  curbatura  y la  torsión  de 
una  línea  son  inudincacioncs  independientes  una  de  otra.  Pero  las  cur- 
bas planas  y las  curbas  gausus  presentan,  en  cuanto  al  lugar  de  sus  cen- 
tros de  curbatura,  una  diferencia  esencial  que  vamos  a hacer  resallar. 

655.  Existen  siempre  una  infinidad  de  normales,  para  un  mismo  punto 
señalado  sobre  una  curba  cualquiera;  pero  la  normal  KO  según  la  que 
está  dirijido  el  radio  do  curbatura  del  punto  M,  debe  oslar  trazada 
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(núin.  650.)  en  el  plano  osculador  MM’M”,  y la  distinguirénios  con  el 
nombre  de  normal  principal.  Pero  enando  la  curba  AMB  es  plana,  to- 
das las  normales  principales  relativos  a los  varios  puntos  M,  M’,  M”,..., 
se  hallan  en  su  plano;  y por  consiguiente  , se  cortan  consecutica- 
mente,  do  modo  que  forman  una  curba  OO’O”....,  a la  que  estas  di- 
versas normales  son  eviilentemento  tanjentes;  de  donde  se  sigue 
(núm.  199)  que  aplicando  un  hilo  0”'0”0’0K  sobre  esta  eroluta 
y desarrollándolo  subcesivaraente,  su  estremo  K describirá  la  línea 
AMM’M’B. 

656.  Por  el  contrario,  cuando  la  curba  propuesta  es  gausa,  las  ñor-  fio.  I30. 
males  principales,  y los  radios  de  curbatura,  no  se  encuentran  ya  conse- 
cutiramente.  Con  efecto  {Jig.  130),  coiisiderémos  tirados  por  el  medio 
K,  K’,  K”,....  de  los  diversos  elementos,  los  planos  normales  PQS, 
P'Q’S’,  P”(i”S”,....  que  se  cortarán  de  dos  en  dos  según  las  rectas  QS, 
Q’S’,....  y de  este  modo  formarán  una  superficie  desarrollable  (núm. 

186)  cnrolcente  de  todos  estos  planos.  Si  entúnccs  cortamos  a los  pla- 
nos P y P’  con  el  plano  osculador  jni’M”  que  es  perpendicular  a los 
dos  anteriores,  obtendrémos  por  intersecciones  las  dos  normales  KO  y 
K’O,  que  evidentemente  determinarán  el  centro  O del  círculo  osculador 
correspondiente  al  punto  M,  de  las  que  la  primera  será  el  radio  de 
curbatura  relativo  a este  punto  (*).  Así  mismo,  cortando  los  planos  nor- 
males P'  y P”  con  el  segundo  plano  osculador  M'M’'.M”’,  tendrémos 
por  sección  las  normales  K’O’  y K’'ü’,  la  primera  de  las  que  será 
también  el  radio  de  curbatura  relativo  al  punto  i\P.  Pero  este  radio  K’O’ 
no  coincide  con  la  otra  normal  K’O,  puesto  que  estas  rectas  provienen 
del  mismo  plano'  P’  cortado  por  dos  planos  o.sculadores  di.stintos;  y así, 

K’O’  va  a encontrar  a QS  en  un  punto  I diferente  del  O;  y por  consi- 
guiente, no  teniendo  los  dos  radios  de  curbatura  consecutivos  KO  y 
K’O’  ningnn  punto  común  sobre  la  intersección  QS  de  los  planos  P y 
' P’  (pie  los  contienen,  no  podrán  ellos  mismos  encontrarse. 

657.  De  aquí  resulta  que  no  siendo  dados  los  centros  de  curbatura 


(*)  Mas  adelante,  nos  será  útil  obsercemos  aquí  que  todo  esto  tiene 
a reducirse  a bajar  desde  el  punto  K,  una  perpendicular  KO  a la  jenc- 
ratriz  'iS  déla  superficie  que  es  intoluero  de  los  planos  normales. 
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o,  O',  O’’,,-  por  las  intersecciones  subccsivas  de  los  radios  de  carbatnra 
KO,  K'O’,  la  cnrba  que  se  hiciese  pasar  por  todos  estos  cen- 

tros no  tendría  por  tanjentes  a estos  mismos  radios;  y por  consiguiente, 
no  podrian  mirarse  a estos  como  formados  por  el  desarrollo  de  un  hilo 
que  envolviese  a la  línea  OO’O”....  Luego,  fíimlincntc,  el  lugar  de  los 
centros  de  curbatura  de  una  curbagausa  AMM’M"....  no  es  una  kvoli  ta 
de  esta  última  linea. 

piG.  130.  G58.  Sin  embargo,  la  curba  gausa  AMM'M”....  admite  una  infinidad 

de  cvoliitns,  como  lo  hizo  ver  Moivoc.  En  efecto,  si  en  el  primer  plano 
normal  P,  trazamos  arbitrariamente  una  recta  KD,  que  será  siem- 
pre normal  a la  curba  propuesta,  e irá  a encontrar  a QS  en  un  pun- 
to D;  y tiramos  en  seguida  por  los  puntos  K’  y D la  recta  K’DD' 
que  catará  en  el  segundo  plano  normal  P’,  y cu  seguida  la  recta 
K”D’D”  situada  en  el  plano  P”,  y así  de  las  demas  : obtendremos,  por 
medio  de  las  intersecciones  subcesivas  de  estas  normales,  una  curba 
DD’D”D”’,...  a la  cual  estas  normales  serán  tanjentes,  y que  podrá  servir 
para  describir  la  línea  AMM’....  por  medio  del  desarrollo  de  un  hilo  apli- 
cado al  contorno  de  esta  ecoluta  DD’D”....  Para  probarlo,  basta  hacer  ver 
que  las  porciones  DK  y DK’  do  las  laiijentes  a esta  evoluta,  son  iguales 
entre  sí,  o bien  .que  el  punto  D está  a igual  distancia  de  los  tres  puntos 
M,  M'  y M”;  esto  resulta  de  que  siendo  la  recta  QS  la  intersección 
de  dos  planos  P y P’  tirados  perpendicularincntc  en  medio  de  los  ele- 
mentos iguales  MM’  y M’M”,  cada  punto  de  QS  se  halla  a la  misma 
distancia  de  M,  M’  y M”;  y por  esto  la  recta  QS  se  llama  la  linea  de 

los  polos  del  arco  MM’M”,  y las  distancias  DK,  D'K’,  D”K’’ son  los 

radios  de  la  evoluta  que  es  preciso  no  confundir  con  los  radios  de  cur- 
batura KO,  K’O’,  K”0’’....  Como  por  otra  parte, la  primera  normal  KD 
se  ha  tirado  arbitrariamente  en  el  plano  P,  podremos,  por  consiguiente, 
haciendo  variar  la  dirección  de  esta  normal,  obtener  una  iiifinidud  de  , 
evolutas,  situadas  todas  sobre  la  superficie  desarrollablc  que  es  el  invo- 
lucro do  los  planos  normalesP,  P’,  P”,....  de  la  curba  AMM'M”.... 

659.  Esta  superficie,  lugar  de  todas  las  ccolutas  de  la  curba  AMM’..., 
o bien  lugar  de  todos  los  polos  de  c.sta  línea,  tiene  por  jcncratriccs  rec- 
tilíneas alas  intersecciones  subcesivas  QS,'Q’S’,  Q”S’,...  de  los  planos 
normales;  y estas  rectas,  que  precisamente  so  cortan  de  dos  en  do.s,  for- 
man de  este  modo  (núm.STdj  la  arista  de  retroreso  IJV  de  c.sta  superficie 
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sarrolloble.  Ademas,  como  cada  jeneratriz  (iS  es  perpendicular  al  plano 
oscnladcr  correspondiente  MM’M",  y pasa  por  el  centro  de  curbatnra 
O,  en  que  se  cortan  las  dos  normales  iguales  KO  y K’ü,  resulta  mani- 
íiestaincnte  de  aquí  que /o*  ángulos  RDO  y K’T)0,  furmatlos  por  dos 
tanjrntes  de  la  eroluta  con  la  jeneratriz  intermedia  QS,  son  iguales-, 
y por  consiguiente  (núm.  187),  podemos  afirmar  que  cada  eeoluta 
DDD’....  se  conrcrtirá  en  una  linea  recta,  cuando  se  desarrolle  la  su- 
perficie involucro  de  los  planos  normales.  Esto  quiero  decir  (núm.  187) 
que  esta  evolutacs  la  línea  mas  corta  que  puede  trazarse  sobre  la  su- 
perficie desarrollablc,  entre  dos  do  sus  puntos;  por  consiguiente,  un  hilo 
que  amarrado  en  K estuviese  tendido  y aplicado  libremente  sobre  esta 
superficie  dcsarrollable,  tomaría  por  sí  mismo  la  forma  de  una  de  las 
evolutas  KDD’D’’....,  porque  a causa  de  su  elasticidad,  dicho  hilo  no 
podrá  permanecer  en  equilibrio  sobre  la  superficie,  sino  cuando  haya 
seguido  el  camino  mas  cono. 

“ En  vista  de  esto,  dice  Monge,  se  concibe  fácilmente  la  posibilidad  de 
enjendrar  una  curb.i  cualquiera  de  doble  curbntura,  por  un  movimiento 
continuo.  Porque  después  de  haber  construido  la  superficie  dcsarrollable 
a quien  son  tmijentes  todos  los  planos  normales  de  lacurbn,  si  desde  un 
punto  dudo  en  el  espacio  y por  el  que  deba  pasar  la  curba,  se  dirijen  dos 
hilos  taiijeiites  a esta  superficie;  y sí  después  de  haberlos  aplicado  sobre 
la  superficie  y do  haberlos  tendido,  se  fijan  en  los  otros  estremos;  el 
punto  do  reunión  de  los  dos  hilos,  que  tendrá  la  facultad  de  moverse 
con  el  plano  tanjente  de  la  superficie,  sin  resbalar  ni  sobre  el  uno  ni 
el  otro  de  los  hilos,  enjendrará  en  su  movimiento  la  curba  propuesta”. 

660.  Cuando  la  curba  AMM’....  sen  esjerica,  es  decir,  situada  cntc-pio.  130. 
rnmento  sobre  una  esfera  do  un  radio  cualquiera,  todos  los  planos  nor- 
males P,  P’,  P” irán  a pasar  precisamente  por  el  centro  do  esta  esfe- 

ra, y su  involucro,  que  es  el  lugar  de  todas  las  evolutas  de  AMM’.... 
se  reducirá, en  el  caso  presente,  a un  cono  cuya  cúspide  estará  colocada 
en  el  centro  do  la  esfera  de  que  tratamos.  Este  punto  único  podrá  con- 
siderarse como  que  os  una  evoluta  particular  de  la  curba  A.MM’...,  y con 
efecto,  un  hilo  amarrado  a este  centro,  podrá  jirar  al  rededor  de  este 
punto,  sin  alargarse  sensiblemente,  en  tanto  que  el  otro  estremo  perma- 
necerá sobre  la  curba  AMM’....  cuyos  puntos  todos  están  a una  distan- 
cia constante  del  centro. 

476  * 
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G6].  Finalmente,  bÍ  la  curba  fuese todos  los  planos 

normales  P,  P’,  P”,.--  serian  perpendiculares  al  plano  de  esta  curba, 
así  como  también  lo  serian  sus  intersecciones  consecutivas  QS,  Q'S’,.-- 
de  modo  que  el  involucro  de  estos  planos  normales,  se  redudria  a un  ci- 
lindro, sobre  el  cual  estarían  situadas  todas  las  evolutas  rjue  admitiese 
aun  la  curba  jjlana  AMM’.,..  Ademas,  cada  una  de  estas  evolutas 
DD’D”....  será  en  este  caso  una  hélice;  porque  sus  varias  tanjentes,  o los 
radios  de  evoluta  KD,  K’D',...  formarán  todos  ángulos  iguales  (nnni. 
659)  con  las  rectas  paralelas  QS.Q’S’,.—  que  son  las  jeneratrices  de  este 
cilindro.  Por  otra  parte,  el  lugar  de  los  centros  de  curhaturas  OO’O”.... 
se  convertirá  al  presente  en  una  terdadera  evoluta,  porque  esta  curba 
seiá  la  sección  recta  del  cilindro  involucro,  que  desde  luego  podemos 
mirar  como  una  hélice  cuyo  paso  es  nulo;  ¡)ero  esta  línea  OO’O”.... 

será,  entre  todas  las  evolutas  de  la  curba  AM.M’ la  única  plana. 

Y así,  por  ejemplo  96),  la  voluta  del  círculo  .AHCDL....  tiene  por 
evoluta  plana  al  círculo  Agy3/i...,  en  tanto  que  por  evolutas  gansos  ad- 
mite a todas  las  hélices  que  coma  (Ag-ydA.—i  .Y’S'y'd'/l’....),  tienen  su 
oríjen  en  el  punto  (A,  A’). 

rto.  129.  662.  Observemos  ahora  que  el  círculo  osculudor  aMg  de  la  cur- 

ba  plana  AMB,  jeneralmente  cruza  a esta  curba,  es  decir,  que  se  halla 
fuera  de  ella  a la  izquierda  del  punto  M,  y a la  derecha  está  dentro  de 
la  curba.  Con  efecto,  la  parte  rectilínea  OK  del  hilo  que  abraza  a la 
evoluta  OO’O”....  va  aumentando  continuamente  a medida  que  se  de- 
sarrolla luego  los  radios  de  curbatura  que  preceden  a OK,  son  me- 
nores que  esta  recta,  y los  que  la  siguen  son  mayores;  Inego  también 
el  arcoMA  de  la  curba  propuesta  estará  contenido  dentro  del  arco  de 
círculo  Ma,  en  tanto  que  M”B  se  hallará  fuera  de  M”g,  a lo  menos  en 
las  inmediaciones  del  punto  M que  ahora  consideramos.  Sin  embargo, 
cuando  la  evoluta  presenta  un  punto  de  retroceso,  como  sucede  en  los 
vértices  de  una  elipse  {fig-  76),  en  este  caso,  el  radio  de  curbatura  es  nn 
mínimo  o un  máximo,  y el  círculo  oscnlador  se  halla,  tanto  a la  derecha 
como  a la  izquierda  del  punto  de  contacto,  colocado  dentro  de  la  curba, 
o fuera  de  ella.  Kn  este  caso  particular,  el  círculo  oscnlador  adquiere 
nn  contacto  de  tercer  orden  con  la  curba. 

no.  I3B.  66ÍÍ.  luía  circunstancia  análoga  nos  presenta  <;l  plano  oscnlador 
.MM'.M”  de  una  curba  gnnsa  .\MB;es  decir,  tpio  este  plano  ¡enera  luiente 
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cruza  a la  curba,  dejando  debajo  de  él  al  arco  MA,  y encima  al  M”B, 
ponjiie  la  torsión  de  los  elementos  producida  (núm.  654)  por  la  dife- 
rencia de  inclinación  de  los  planos  osculadores  consecutivos,  persevera 
en  jeneral  en  el  mismo  sentido.  Sin  embargo,  como  por  la  prosecución 
de  continuidad  de  la  curba  propuesta,  no  varia  la  inclinación  del  pla- 
no osculador,  sino  por  grados  iiidnitamente  pequeños,  si  hubiese  un  pun- 
to singular  en  que  esta  torsión  cambiase  de  sentido,  no  podrá  tener  lugar 
esto,  sino  cuando  el  ángulo  de  torsión  haya  pasado  por  cero;  y en 
este  lugar  de  la  curba,  tres  elementos  consecutivos  estarán  situados  en 
un  mismo  plano  osculador,  que  en  el  caso  actual  se  hallará  todo  él  en- 
cima de  la  curba  AMB,  o todo  debajo  de  ella. 

664.  Construir  el  plano  osculador  relatiro  a un  punto  asignado  so- 
bre una  curba  gausa. 

8ea  N el  punto  señalado  sobre  la  curba  gausa  VNU,  que  deberá  estar  no.si. 
definida  por  sus  dos  proyecciones.  Si  para  obtener  apro.vimativamente  dos 
tanjentes  inlinitamentc  pró.ximas,  tiramos  la  del  punto  N y otra  extrema- 
damente cecina,  dos  rectas  tan  cercanas  determinarán  con  poca  precisión 
la  traza  del  plano  que  las  contiene.  Por  consiguiente,  será  mejor  cons- 
truir diferentes  tanjentes  a la  curba  VU,  tanto  por  el  punto  N como  por 
otros  varios  situados  a distancias  mcdianis,  detrás  y delante  de  N;  y en 
seguidn, hallar  las  trazas  de  estas  tanjentes  sobre  el  plano  horizontal,  por 
ejemplo,  y reunir  todos  estos  puntos  por  una  curba  continua  ALD  que 
será  la  traza  de  la  superficie  dcsarrollable,  lugar  de  todas  las  tanjentes 
a la  curba  VU.  Como  hecho  esto,  sabemos  (núm.  181)  qncel  plano  tán- 
jante de  esta  superficie,  es  el  plano  osculador  de  su  arista  de  retroceso, 
no  habrá  mas  que  tirar  la  tanjeiito  L9  a la  traza  ALD,  y el  plano  NL9 
será  el  plano  osculador  pedido. 

665.  Construir  el  radio  de  curbatura  relativo  a un  punto  dado  so- 
bre una  curba  gausa. 

8ca  M el  jiuiito  dado  sóbrela  curba  gausa  que  distingiiirémos  per  A: 
construyamos  como  arriba,  el  plano  osculador  rt  correspondiente  al  pun- 
to M,  y proyectéiiios  sobre  este  plano  a la  curba  A,  que  se  converti- 
rá en  otra  línea  B que  evidentemente  tendrá  dos  elementos  comunes 
con  la  primera.  Como  desde  este  estado  la  curbatura  de  A en  M,  es  la 
iiiismaqiicju  de  B;  quedará  lacuestion  reducida  a hallar  el  radio  de  cur- 
bntiiru  de  una  curba  15,  que  e.s plana. 
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666.  Para  resolver  este  último  problema,  sea  MN  la  normal  de  B 
en  el  punto  dado  M,  y MC,  MC’,....  varias  cuerdas  que  salen  de  este 
mismo  punto.  Si  por  el  medio  de  la  cuerda  MC,  le  tiramos  una  perpen- 
dicular lP,y  por  el  punto  P en  que  va  acortar  a la  normal  MN,  levanta- 
mos a esta  última  recta,  otra  perpendicular  Pa=MC;  y si  en  segui- 
da repetimos  construcciones  análogas  con  las  otras  cuerdas,  la  ciirba 
aa’a”66’  •''á  a cortar  a la  normal  MN  en  un  punto  O que  determinará  al 
radio  de  curbatura  MO  de  la  línea  propuesta.  Con  efecto,  a medida  que 
la  cuerda  MC"  vaya  disminuyendo  cada  vez  mus,  también  Inordenada 
P”«"  disminuirá  igualmente,  y la  perpendicular  P'P”  se  aproximará  ca- 
da vez  mas  a ser  normal  a la  curba  MB;  luego  el  punto  O en  que  la  lí- 
nea ansiliar  aa'S  va  a cortar  a MN,  será  la  intersección  de  esta  nor- 
mal con  otra  normal  infínitamente  próxima;  y por  consiguiente,  el  radio 
de  enrbatnra  de  la  línea  B respecto  al  punto  M,  tendrá  ciertamente  por 
lonjitnd  a MO  (•). 

667.  Dada  una  curba  cualquiera  A,  construir  una  de  sus  ecolutas, 
y el  lugar  de  los  centros  de  curbatura. 

Tirarémos  varios  planos  normales  a esta  curba,  por  puntos  que  estén 
bastante  próximos  unos  de  otros;  y después  de  haber  construido  sus  tra- 
zas sobre  loa  dos  planos  do  proyección,  describiremos  una  curba  a tan- 
jente  a todas  las  trazas  horizontales,  y en  seguida,  otra  curba  g tanjente 
a todas  las  trazas  verticales.  Estas  dos  cuchas  z y g,  serán  evidente- 
mente las  trazas  de  la  superficie  2,  que  es  el  lugar  de  todas  las  evolu- 

tasde  A (num.  659);  y obtendremos  diversas  jcncratriccs  G,  G’,  G” 

de  esta  superficie  desarrollablc,  uniendo  de  dos  en  dos  los  puntos  en  qiio 
lascurbas  ay  g son  tocadas  por  el  mismo  plano  normal.  Sentado  esto,  tim- 
rémos  dede  el  punto  departida  M,  tomando  adiscreciou  sobre  la  curba 
A,  una  tanjente  MD  a la  superficie  S;  en  seguida,  efcctuiirémos  el  desa- 
rrollo de  2 sobre  un  plano  cualquiera,  como  la  evoliita  que  buscamos  de- 
be ser  una  línea  recta  sobre  este  plano  (núin.  659),  síguese  que  será  la 


f* ) Este  método  es  sacado  de  la  Jeometría  de  las  ^urbas,  por  M. 
Bergery;  y presenta  la  ventaja  de  que  la  curba  ausiliar  corta  a la  recta 
normal  dada,  formando  ángulo  recto,  en  virtud  de  lo  que  se  fija  mejor 
la  posición  del  punto  que  buscamos. 
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prolongación  iiic'efíiiida  de  MD.  Señalando  eniúnccs  los  puntos  en 
que  esta  recta  Mü  encuentra  a cada  una  de  las  jeiicratricea  7,  7’,  7”.... 
de  X desarrollada,  y refiriendo  en  seguida  estos  puntos  a las  jeneralrices 

primitivas  G,  G’,  G" Iiallarétnos  la  evuluta  que  es  tanjente  al  radio 

MÜ.  Haciendo  variar  esta  recta  que  heñios  podido  trazar  de  muchos 
modos,  hallaremos  también  otras  evolutns  de  la  ciirba  A. 

G6Í1.  Si  desde  el  punto  M bajamos  una  perpendicular  a la  jenera- 
triz  G (¡lie  se  halla  en  el  |ilnno  normal  relativo  a M,  el  pie  de  esta  per- 
pendicular será  el  centro  do  curbntura  de  respecto  ol  punto  M (núm. 

654,  nola,',y  el  lugar  ilu  todos  los  centros  de  curijatiira  se  obtendrá  repi- 
tiendo esta  construcción  en  los  diversos  puntos  M',  de  lo  linea 

duda  A. 

Estas  varias  operaciones  serán  de  ordinario  mui  laboriosas,  pero 
llegarán  muchos  casos  interesantes  cu  qiicscrán  bastante  sencillas,  como 
sucede  en  los  dos  cjem|)los  que  vamos  a estudiar,  y ademas,  servirán 
para  aclarar  la  Jeiicrulidad  de  las  consideraciones  precedentes. 

GGí).  Dada  una  valuta  r.ijírien  proyectaila  sobre  D.Ml’GCiE,  AaWarno.iOl. 
el  lugar  de  sus  centras  de  carbatura,  y una  de  sus  cealutas. 

Hemos  dicho  cu  el  núin.  4U3  que  esta  epicicloide  particular,  es  enjen- 
drada  por  un  punto  m,  de  un  círculo  móvil  S”,  cuyo  plano  rueda  sobre 
un  cono  fijo  8'AE,  en  tanto  que  su  centro  coincida  perpétnamonte  con 
la  cúspide  S'  de  este  cono:  también  humos  visto  en  el  núm.  495  que  el 
'plano  normal  de  esta  ciirba,  para  un  punto  cualquiera  (.M,  M'),  os  el 
plano  8’ ,\V' en  el  cual  se  halla  cntúnces  el  círculo  móvil,  que  es  tanjen~ 
te  al  cono  fijo  S'AE.  Do  aquí  so  sigue  que  este  cono  os  precisamuiitu  la 
superficie  involucro  de  todos  los  planos  normales,  do  que  hornos  habla- 
do en  el  núm.  659,  sobre  la  cual  deben  estar  colocadas  todas  las  evo- 
liitasy  todos  los  centros  de  curbutiira  de  la  voluta  esférica  DMEGQF; 
y asi,  en  virtud  de  la  nota  del  núui.G5ü,  si  bajamos  desde  ol  punto  (M,M’) 
la  perpendicular  .(MR,  M’)  a la  joneratriz  de  contacto  B’A  del  plano 
normal,  ol  pie  (R,  M’)  de  esta  perpendicular  será  el  centro  do  curbatn- 
ra  corespondiente  a (.M,  M'),  y la  verdadera  magnitud  del  radio  de  cur- 
batura  será  R.VI.  Del  mismo  modo,  cuando  el  punto  jenerador  esté  pro- 
yectado en  N5,  época  en  que  el  contacto  del  círculo  móvil  ha  llegado  a 
Au  la  perpendicular  N^R-  bajada  a la  jencratriz  OA,  será  el  radio  de 
curbatura,  y R¡  la  proyección  del  centro  de  curbatura;  su  proyeocion 
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vertical  será  fácil  de  obtener,  l’or  último,  para  el  punto  P ijue  corres- 
ponde a un  cuarto  de  la  revolución  del  círculo  móvil,  el  radio  de  cur- 
batura  será  PO  igual  a S”A;  de  modo  que  el  lugar  de  los  centros  de 
curbutura  tendrá  por  proyección  horizontal  a tina  curba  de  doble  nudo 
DRR,OR,G....O....  F' que  no  licmo.s  concluido,  con  el  objeto  de  evitar 
confusión,  pero  que  pasaria  dos  veces  por  el  |)unto  O,  y cuya  parte 
OR,GO  correspondo  a un  arco  situado  sobre  la  napa  superior  del  co- 
no S’AE. 

670.  Para  suplir  a la  proyección  vertical,  que  no  hemos  querido  tra- 
zar aquí,  vamos  a construir  en  el  plano  del  círculo  móvil,  las  posiciones 
que  subcesivanientc  ocupan  todos  los  centros  de  curbatura.  Pero  según 
el  método  espucsto  arriba,  respecto  a un  punto  arbitrario  (M,  M') 
de  la  voluta  esférica,  podemos  ver  que  si  tiramos  los  radios  S”í?5, 

S”a,....  que  representen  las  jeneratrices  según  las  cuales  el  plano  del 
círculo  móvil  toca  siibcesivamcute  al  cono,  y les  tiramos  también  las  per- 
pendiculares mr^,  mr¡,  que  partan  del  punto  jenerador  m,  estas 

perpendiculares  serán  las  lonjitudes  exactas  de  los  diversos  radios  de 
curbatura; y sus  pies,  que  manifiestamente  forman  una  circunferenciade 
círculo,  irán  a coincidir  alternativamente  con  los  verdadedos  centros  de 
curbatura  de  la  voluta  esférica,  cuando  se  baga  rodar  el  círculo  S”A  so- 
bre el  cono  S’AE.  Esto  mismo  sucederia  si  doblásemos  el  plano  de  este 
círculo  para  aplicarlo  sobre  el  cono,  por  medio  de  una  operación  inver- 
sa a la  que  sirve  para  desarrollar  esta  superficie;  de  modo  que  la  circun- 
ferencia mrr,r5B”r,....  puede  mirarse  como  la  trmtufirrmada  del  lugar 
de  los  centros  de  curbatura  cuando  se  desarrollo  el  cono  8'AE  que  es 
el  que  realmente  contiene  a todos  estos  centros  (•). (*) 


(*)  Este  notable  resultado  est&  sacado  de  una  memoria  interesante 
de  M.  Th.  Olivier,  sobre  los  centros  de  curbatura  de  las  epicicloides,  in- 
serta en  el  cuaderno  XXII  del  Diario  de  la  Escuela  Politécnica.  Sin 
embargo,  creemos  deber  adrertir  que  en  esta  memoria  se  ha  introducido 
un  error  relativo  a la  forma  de  la  proyección  del  lugar  de  los  centros 
de  curbatura  de  la  voluta  esférica;  porque  esta  proyeceion  no  podrá  ser, 
como  por  inadvertencia  se  ha  dicho,  la  evolnta  de  la  proyección  horizon- 
tal de  la  voluta  esférica. 
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G71.  Kn  ciiaiitü  a la  cou9triicc¡oii  de  xina  cvnlutn  de  la  voluta  esfé- 
rica, 09  preciso  que  nos  recordemos  (uúm.  G59)  que  una  curba  de  esta 
naturaleza  debe  convertirse  en  rfctilinta  cuando  se  desarrolle  la  super- 
ficie involucro  de  todos  los  planos  normales,  cuya  superficie  es,  en  el 
caso  actual,  el  cono  S’AE.  Luego,  si  sobre  el  círculo  abatido  en  S”, 
trazamos  una  recta  arbitraria  que  salga  desde  m,  como  la  wagyí,  no 
habrá  masque  hacer, que  transportar  sobre  el  cono  B’AE  los  puntos  a, 

6,  y en  que  esta  recta  encuentra  a los  diversos  radios  S”i7s,  S”o„ 

que  representan  otras  tantas  jcncratriccs  de  este  cono;  pero  es 
mui  fácil  hallar  las  verdaderos  posiciones  de  estas  jcncratiiccs  sobre  los 
dos  planos  de  proyección,  y referir  a ell.as,  partiendo  desde  la  cúspide 
S’,  las  lonjitudcs  S”a,  S”g,  S”y,....  lo  cual  nos  dará  a conocer  las  dos 
proyecciones  de  la  evoluta  de  que  tratamos.  No  hemos  efectuado  estas 
operaciones  cu  el  depurado,  a causa  do  evitar  la  confusión  que  hubiera 
resultado  para  el  lector; 'pero  las  acabaremos  en  el  problema  siguiente, 
en  que  los  resultados  presentan  mas  interés. 

G72.  Dada  una  hélice dehase circular  A’B'C'D’E’F’...), 

kallar  el  lugar  de  sm  centros  de  curhatura,  y una  de  sus  erolutas. 

Después  de  haber  construido  la  tanjente  (ET,  E’T’)  de  esta  hélice, 
tiremos  el  plano  normal  correspondiente  E’N’N,  que  evidentemente  pa- 
sa por  el  radio  (OE,  E’)  del  cilindro  que  contiene  a esta  hélice,  y forma 
con  el  eje  vertical  O un  ángulo  complementario  del  que  forma  la  tanjen- 
te. Pero  como  esta  última  línea  tiene  una  inclinación  constante  (núm, 
450),  sea  cual  fuere  la  posición  del  puntqde  contacto  (E,  E’)  sobro  la 
hélice,  síguese  de  aquí  que  todos  ios  planos  normales  de  esta  curba  ten- 
drán también  una  inclinación  constante,  y que  cada  iiuo  de  ellos  pasará 
por  el  radio  del  cilindro 'que  termina  en  el  punto  considerado  sobre  la 
hélice.  Por  consiguiente,  si  concebimos  que  estos  planos  normales  se 
han  tirado  por  pantos  infinitamente  próximos,  tomados  a distancias  igua- 
les sobre  la  hélice  propuesta,  estos  planos  se  cortarán  consecutivamen- 
te según  rectas  que  todas  tendrán  posiciones  perfectamente  simétricas 
con  respecto  al  eje  vertical  O;  es  decir,  que  estas  rectas  estarán  igual- 
mente inclinadas  sobre  este  eje,  y colocados  a la  misma  distancia  de  esta 
vertical.  De  lo  cual  concluimos  que  estas  rectas,  que  son  las  intersec- 
ciones de  los  planos  normales  consecutivos,  son  tanjentcs  a otra  nueva 
hélice  trazada  sobre  un  cilindro  recto  de  base  circular  abede.,..  cuyo  ra- 
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dio  es  aun  incógnito,  y formarán  un  heltznide  (¡fsrrolhible  (núni.  45G)  que 
será  el  lugar  de  (os  potos,  o el  lugar  de  todas  las  íToZuta*  (núin.  659) 
de  la  hélice  primitiva  (ADCDE....,  A’B'C'Ü’E’....;. 

673.  Para  determiunr  este  hclizoide,  observemos  que  su  traza  hori- 
zontal ser.á  precisamente  la  voluta  del  círculo  incógnito  ahtde....  (núm. 
453),  y que  esta  cnrba  deberá  ser  tiinjento  a las  trazas  de  todos  los  pla- 
nos normales.  Pero  cuino  el  plano  normal  relativo  al  punto  (A,  A’)  tie- 
ne manifiestamente  una  traza  AOI  que  pasa  por  el  centro  O,  tendréinos 
qno  el  radio  OI  preci.sninente  contendrá  el  oríjen  de  esta  voluta;  mien- 
tras que  la  traza  N'N  per|>cndicular  a OI,  corres|>oiiderá  ni  primer 
cuarto  de  revolución  de  esta  voluta;  por  consiguiente,  su  distancia  al 
centro,  es  decir  OI  o en,  deberá  ser  precisamente  igual  al  cuarto  de  la 
circunferencia  incógnita  abale.  Pero  existe  ya  una  relación  semejante 
entre  la  subtunjente  ET  y el  cu.adrantc  de  círculo  AE;  de  modo  que  el 
radio  OA  de  este  último  debe  tener  con  ET  la  misma  razón  que  tendrá 
el  radio  incógnito  Oa  con  OI.  En  virtud  de  esta  observación,  tiraréinoa 
la  recta  A’<í’  poralehi  a E’T',  y en  seguida  !?’«'  piirnleln  n E'N’,  y esta 
última  paralela  detenniuará  la  innugnitud  OV  que  debemos  dar  ni 
radio  del  circulo  pedido  abede;  en  seguida,  coiistriiiréinos  lu  bélico 

(abede a'b'c'd'c'....)  del  mismo  paso  que  la  liclice  primitiva,  y esta 

será  la  arista  de  retroceso  del  hclizoide  de  que  tratuino.s.  Ademas,  esta 
anpcrñcie  tendrá  por  traza  liorizoutul  a la  voluta  ancr  del  círculo 
abede...,  y por  joneratrices  u las  taiijentu.s  de  la  ntiiiva  hélice,  como  las 
{en,  E’N’)  y (/ir,  A'p’)  que  rcprosuiitan  las  intersecciones  consocutivaa  de 
los  planos  normales  infinitamente  próximos,  tirados  a la  hélice  (ABCD..., 
A’B’C’D’....). 

674.  Para  hallar  el  radio  do  curbatnra  de  esta  última  línea  en  el 
pnnto(E,  E’),  por  ejemplo,  es  preciso  bajar  desdo  este  punto  (ñola  del 
núm,  656)  una  perpendicular  (EOe,  E’)  sobre  la  jenerntriz  (en,  E'N’) 
que  está  en  el  plano  normal  correspondiente  al  punto  asignado.  Pero 
como  cata  perpendicular  termina  evidentemeuto  cu  el  punto  (r,  E’), 
y hallaríamos  resultados  semejantes  respecto  a cnalqiiieru  otro  plono 
normal,  concluirémos  de  oqiií  estos  dos  teoremas  mni  notables:  l.'‘íoda 
hélice  de  base  circular  {A.BCDE....,  A’B’C’D'E’....)  tiene  por  lugar  de 
tus  centros  de  curbatura,  a otra  hélice  (abede...,  a’b’c’d’e’...,)  determina- 
da como  arriba;  2,°  el  radio  de  curbatura  de  la  primera  hélice  es  cons- 


Digitized  by  Google 


CAPITBtO  I.  Ct-RBATIBÍ  Y r.VOI.CTÍS  nr.  I.AS  I.INEAS.  Í58I 

TANTE,  e igual  a la  suma  OE+Oe  de  los  radios  de  los  cilindros  en  que  es- 
tán situadas  estas  dos  curias. 

G75.  Reciprocamente,  veremos  con  facilidad,  empleando  para  con- 
scgiiirlü  consideraciones  semejantes,  a las  anteriores  que  la  segunda  hé- 
lice (abede a'b'c'd’e’....)  tiene  por  lugar  de  sus  centros  de  curbatura, 

a la  primera  (ABCD....  A’B’C’D'....);  y que  el  radio  de  curbatura  de 
aquella,  es  también  constantemente  igual  a la  suma  Oe^-OE.  Esto  de- 
pende de  que  el  plano  normal  E’N’N  de  la  primera  hélice,  es  el  plano  os- 
culador  (núin.  4G3)  de  la  segunda;  y que  también  el  plano  normal  de  es- 
ta, que  sería  E'TT  perpendicular  a la  tanjente  (en,  E’N’),  es  el  plano  os- 
culadorde  la  primera;  de  modo  que  hai  una  completa  reciprocidad  entre 
estas  dos  hélices  y los  ángulos  de  continjencia  y de  torsión  (números  653 
y 654)  de  la  una  son  respectivamente  iguales  a los  ángulos  de  torsión,  y 
de  continjencia  de  la  otra  (•). 

676.  Si  queremos  espresar  por  medio  del  análisis  la  magnitud  de  los  ra- 
dios de  curbatura  p y p*,  de  estasdos  hélices,  no  habrá  mas  que  hacer  a 

OA=R,  Oa=r,  ángulo  T’=w,  N’=90 — 10=10,  0’E’=J  h, 

y el  triángulo  rectángulo  A’d'a’  que  hemos  trazado  cu  el  depurado,  nos 
dará  evidentemente  la  relación  r=R  tanj  ‘üj,  y de  aquí  deducirémos  que 

p=  R 4-  r = R (1  + tanj  ’w)  = R^  1 -f 
para  la  primera  hélice;  y para  la  segunda 


(■•_)  Esta  reciprocidad  entre  los  ángulos  de  continjencia  y de  torsión, 
tiene  también  lugar  en  una  curia  cualquiera  AMM’M”B  (fig.  130) 
comparada  con  la  arista  de  retroceso  UV  de  la  superficie  involucro  de 
los  planos  normales  de  la  primera  linea.  Porque,  de  lo  que  hemos  visto 
en  el  núm.  659  resulta  que  los  planos  P,  P’,  P”,.—  normales  a AMM’, 
sanios  planos  osculadores  de  UV,  en  tanto  que  siendo  los  planos  oscula- 

dores  de  perpendiculares  a QS,  d’S’ son  solamente  parco- 

lelos  a los  planos  normales  de  UV;  pero  esto  es  suficiente  para  que  los  án- 
gulos de  continjencia  y de  torsión  de  AMM’  sean  respectivamente  iguales 
a los  ángulos  de  torsión  y de  continjencia  de  la  linca  UV. 

4Sb 
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p’  = ;•  4-  U = ;•  ( l + laiij  V)  = r ^ 1 + • 

ni¡.  I2i?.  C77.  ('oMstruyniiios  aliora  tinit  erolula  do  la  hélice  ( ABCD.,.., 

A’B’C'D’....),  tirando  en  primer  lugar  por  un  punto  arbitrario  (E,  E’) 
de  esta  curba,  una  recta  que  esté  situada  (núin.  658)  en  el  plano  normal 
E'.N’N  relativo  n este  punto;  o bien,  una  tanjente  a la  superficie  involu- 
cro de  los  planos  normales  cuya  superficie  es,  en  el  caso  presente,  el 
helizoidodesarrollable  que  tiene  por  arista  de  retroceso  a la  hélice (nécd..., 
ti'b'c’d’....).  Con  el  objeto  de  obtener  resultados  mas  simétricos,  elijamos 
para  esta  primera  tanjente,  al  radio  de  curbatura  (Ee,  E’)  y acordémo- 
nos que  después  du  efectuado  el  desarrollo  de  este  helizoide,  la  evoluta 
que  buscamos  será  una  línea  recta  (núm.G59)  que  deberá  ser  la  prolon- 
gación indefinida  de  (Ec,  E’).  Luego  si  queremos  desarrollar  este  heli- 
zoide sobre  su  plano  tanjente  E'N’N,será  preciso  (núm.  467)  abatir  las 
tanjentes  (ne,  N’E')  y (Na,  N’a’)  según  ne,y  Na”,  y levantar  en  seguida 
en  BUS  estremos  dos  perpendiculares  cuy  a”(u  que  por  medio  de  su  en- 
cuentro determinarán  el  centro  u y el  radio  tue  (•)  del  círculo  e/l  según 

el  cual  se  transformará  la  hélice  {ahed....,  a'h'c'd' );  ademas,  en  este 

desarrollo,  la  recta  indefinida  usn  representará  la  transformada  do  la 
evoluta  hallada. 

En  cuanto  a la  posición  que  sobro  este  desarrollo  tomará  una  jencra- 
triz  cualquiera  (Ap,  /<’»')  del  helizoide,  la  obtendrémos  tomando  el  arco 
de  círculo  de  la  misma  lonjitud  que  el  arco  de  hélice  (fA,  E’A’)  cuya 
lonjitud  se  nos  ha  dado  (núm.  468)  por  hipotenusa  del  triángulo  E’V|’vi”  y 
cuya  base  E’v|’  es  igual  al  arco  horizontal  eA;  y entonces  la  jeneratriz  que 
buscamos  será  la  tanjente  ^,n.  Pero  como  esta  última  va  a encontrar  a la (*) 


(*)  Este-radio  tus  debe  ser  igual  a Ee,  supuesto  que  este  es  el  radio 
de  curbatura  (núm.  674)  de  la  Ailice  (abed,  a’b’c’d’....),  y que  esta  linea 
no  debe  cambiar  de  curbatura  cuando  se  desarrolle  la  superficie  cuya 
arista  de  retroceso  es  (núm.  179,  nota).  Yasí,  hubiera  valúlo  mas  abatir 
una  sola  tanjente  según  ne,  y levantar  la  perpendicular  ecd  igual  a Ee, 
que  hubiera  sido  suficiente  para  trazar  el  circulo  esta  es  la  snarcha 
que  hemos  aconsejado  ya  en  el  núm,  468. 
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tnuisfurinadu  ue  <lc  la  cvoluta  en  el  punto  n,  trataremos  de  referir  la 
distancia  'iti  a la  jeneratriz  primitiva  (/tr,  k'v');  para  esto,  tomarénios  la 
hipotenusa  E’n”=v!n,  y la  base  EV  de  este  nuevo  triángulo  rectángulo, 
luego  de  transportada  desde  It  a p,  nos  dará  rnanifiestaincnte  la  proyec- 
ción horizontal  p:  y en  seguida  la  proyección  vertical  p’  de  un  punto  de 
la  voluta  que  buscamos,  quesera  la  (epx,  E'p’x'). 

678.  Así  es  que  un  hilo  arrollado  sobre  esta  rama  según  la  direc- 
ción (xpeE,  x'p'E’)  describirá  con  su  estrcmidad  (E,  E’),  la  parte  supe- 
rior (EFGII....,  E’F’G’H’....)  de  la  hélice  dada,  por  lo  niénos  hasta  cier- 
to límite  que  es  el  que  vamos  a determinar;  y el  radio  de  eroluia  que 
termine  en  el  punto  (/j,  p’),  será  la  tanjente  (Hp,  II’p’).  En  cuanto  a 
la  parte  inferior  (EDCB....,  E’D’C’IÍ’....),  tendrá  por  cvoluta  otra  rama 
(cPX,  E’P’X’),  que  se  construirá  como  la  primera,  o mas  bien  que  se 
deducirá  inmediatamente  do  ella,  determinando  puntos  tales  como 
(P,  P’)  colocados  simétricamente  con  (p,  p’). 

679.  Habrá  en  el  desarrollo  del  helizoide,  una  tanjente  Ap  paralela  a 
la  transformada  ttcjt  de  la  evoluta;  luego,  si  referimos  el  punto  X a la 
hélice,  tomando  el  arco  de  círculo  efil  igual  a la  base  E’A’  del  triángnlo 
rectángulo  E'/l”/l’  cuya  hipotenusa  es  el  arco  c/1  rcctiGcado,  la  jeneratriz 
{Ir, Ir)  del  helizoide  corresponderá  a Ap,  y no  irá  ya  a encontrar  a la 
cvoluta  (cp.r,  E’p'z’)sino  al  iulinito.  Esta,  sin  embargo,  no  es  la  asíntota 
de  esta  rama;  porque  una  recta  de  esta  naturaleza  debe  no  solo  encon- 
trar a la  curba  en  un  punto  infinitamente  distante,  sino  que  también 
debe  serle  tanjente.  Pero  como  respecto  al  punto  (j7,  p')  situado  sobre 
la  jeneratriz  (/ir,  /i'v'),  la  tanjente  es  (IIp,  H’p’);  para  el  punto  infinita- 
mente distante  situado  sobre  {Ir,  l'r'),  la  verdadera  tanjente,  o la  asín- 
tota, saldrá  del  punto  (L,  L’)  colocado  en  dirección  diametralmentc 
opuesta  a {l,  F),  y será  la  recta  (Lr,  LV)  paralela  a {Ir,  l'r’). 

680.  En  lo  espuesto,  vemos  que  la  rama  de  cvoluta  {epx,  E'p’x'), 
aun  cuando  es  infinita,  no  pnede  servir  sino  para  describir  la  porción  de 
hélice  fEKL,  E’K’L’^;  y cuando  el  punto  jenerador  (E,  E’)  del  hilo 
móvil,  haya  llegado  a (L,  L’),  es  preciso  que  este  hilo  prolongado  en 
sentido  contrario  (LZ,  L’Z’)  y estando  fijo  en  el  cstremo  opuesto,  princi- 
pie a doblarse  sobre  otra  nueva  rama  ('YQ6,  Y’Q’b’J  que  tiene  la  mis- 
ma asíntota,  y servirá  para  describir  otro  segundo  arco  de  hélice 
(LAB,  L’A”B” ) igual  al  precedente.  Para  construir  esta  nueva  rama 
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lie  evoluta,  cuya  proyección  horizontal  debe  ser  evidentemente  simé- 
trica con  c/tx,  tomaremos  el  arco  lh=le,y  en  seguida  describiremos  la 
circunferencia ^P^Q,  sobre  la  cual  colocaremos  el  punto  Q.  a laizijiiicr- 
da  del  radio  0¿>,  así  como  el  punto  está  situado  a la  derecha  del  radio 
Oe;  finalmente  proyectaréinos  Q a Q’,  levantando  este  último  sobre  la 
horizontal  la  misma  cantidad  que  el  punto  //  se  halla  debajo 

de  E’/l’. 

681.  A la  rama  de  evoluta  fYQJ,  Y'Q’ú")  sucederá  otra  tercer  rama 
(bqy,  b”q'y')  en  la  cual  cada  punto  ( q,  q' ) se  construirá  como  preceden- 
temente, y de  un  mudo  que  bacc  bastante  sensible  el  depurado  que 
presentamos;  esta  tercer  rama  servirá  para  describir  un  nuevo  arco  de 
hélice  (BES,  B”E”S”)  igual  siempre  al  precedente,  y así  en  seguida. 
La  asíntota  de  esta  última  rama  sería  también  paralelan  la  jeneratriz 
del  helizoide,  que  partiese  del  punto  diametralmcntc  opuesto  a fS,  S”>; 
pero  será  mas  sencillo  tirar  la  tanjente  SWU  al  círculo,  que  cortará 
a LZ  en  el  punto  W situado  sobre  el  radio  Oú;  y como  este  punto  esta- 
ría proyectado  en  W sobre  la  primera  asíntota,  será  preciso  colocar  el 
punto  W”  a la  misma  altura  encima  de  B”i”;  y en  seguida  tirar  la  rec- 
ta VV”U’  de  modo  que  forme  con  la  vertical,  el  mismo  ángulo  que  W’Z’. 

082.  En  cuanto  a la  asíntota  (V5,  V”^’)  de  la  rama  (ePX,  E’P’X’), 
su  proyección  horizontal  tiene  una  posición  simétrica  con  Vz;  y como  su 
proyección  vertical  es  cvidenieinente  paralela  a V’z’,  bastará  tirarla  por  el 
punto  V”  colocado  encima  de  E’,  lo  mismo  que  el  punto  V’  lo  está  debajo. 

683.  Para  coinpreheiider  mejor  la  rotación  de  estas  diversas  ramas 
do  la  evoluta  total  de  una  hélice,  y entender  bien  la  descripción  de  esta 
curba  por  medio  de  un  mutimicnto continuo,  sin  que  nos  veamos  preci- 
sados a transportar  el  punto  de  amurra  del  hilo  móvil,  de  una  rama  a 
otra,  no  habrá  mas  que  representarnos  una  recta  indefinida  e in~ 
flexible,  colocada  desde  luego  en  la  posición  horizontal  ("Ec,  E’^, 
que  ruede  A7II  resbalítr,so\)tc  larama(<y/x,  E’/íV)  permaneciéndole  tan- 
jente. En  este  movimiento,  ol  punto  jonenidor  (E,  E’)  principiará  por 
describir  el  arco  de  hélice  (EKL,  E’K’L');  y cnando  haya  llegado  a 
la  recta  móvil  se  habrá  convertido  en  la  asíntota  (Lr,  L’i’J;  pe- 
ro como  en  el  mismo  instante  esta  recta  tocará  al  infinito  a la  segunda 
rama  (iY,  b”Y’),  si  principia  a rodar  en  sentido  contrario  sobro  esta  úl- 
tima rama,  para  aproximarse  a la  posición  horizontal  (BiW,  B”b"),  en 
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este  segando  período  de  su  movimiento  no  interrumpido,  oí  punto  jene- 
rador  describirá  al  arco  de  hélice  fLAB,  L’A”B”).  Si  en  seguida  desdo 
la  posición  horizontal  (Bá,  B”b")  vuelve  la  recta  móvil  a rodar  sobre  la 
tercer  rama  (bqtf,  V'q'y'),  cl  punto  jenerador  describirá  otro  nuevo  arco 
de  hélice  ('BES,  B”E”S”),  hasta  que  la  recta  haya  tomado  la  posición 
do  la  asíntota  ('SVVÜ,  S”W”UV:  desdo  donde  pasará,  sin  interrup- 
ción, a otra  cuarta  rama,  que  tiene  la  misma  asíntota,  y asi  en  seguida. 

Si  tuviésemos  alguna  diñcultad  en  seguir  estos  diversos  movimientos  en 
cl  espacio,  podríamos  estudiarlos  primeramente  sobre  una  sinusoide  (núm. 
451,  nota)  que  es  una  curba  plana  cuya  evoluta  situada  en  su  plano,  pre- 
senta también  ramas  infinitas  que  de  dos  en  dos  tienen  una  asíntota  común . 


CAPITULO  II. 

De  la  curhatura  de  loa  superficies. 


(384.  Decimos  que  dos  superficies  son  oiculadora»  una  de  otra,  cuan- 
do cualquier  plano  tirado  por  la  normal  común,  las  corta  según  dos  cur- 
bas  que  son  onculadoras  entre  sí  ( núm.  650),  o que  tienen  el  mismo  ra- 
dio de  curbatura.  Pero  debemos  conocer  que  entro  todas  las  esferas  que 
pueden  tocar  a una  superficie  S en  un  punto  dado,  ninguna  podrá  serle 
osculadora;  supuesto  que  la  curbatura  de  una  esfera  es  uniforme  en  todo 
cl  contorno  de  su  normal,  en  tanto  que  no  sucede  asi  con  una  superficie 
cualquiera.  Para  apreciar  en  este  caso  la  curbatura  de  esta  última  en 
un  punto  cualquiera  dado,  indagarémos  los  radios  de  curbatura  de  las 
diversas  secciones  normales,  y por  medio  de  su  comparación,  adquiriré- 
mos  nociones  exactas  sobre  la  forma  mas  o ménos  aplanada  de  la  su- 
perficie al  rededor  del  punto  que  consideramos,  así  como  también  su  po- 
sición respecto  a su  plano  tanjento.  Pero  entre  los  radios  de  curbatura 
de  estas  aeccionos  normales,  existe  una  lei  mui  notable  que  vamos  desde 
luego  a estudiar  cu  las  superficies  de  segundo  grado. 

4» 
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no.  131.  08'».  JCii  lili  cli]>eoidc  cuyos  trc8  seini-cjes  son  ()A=ff,  <)B=i  y 

OC=c,  consideremos  especialmente  una  cúspide  C,  en  fjno  la  normal 
es  el  eje  (’OZ  perpendicular  a las  taiijentea  CX  y ('Y  de  las  dos  elip- 
ses principales  CA  y CB.  Si  jior  este  punto  tiramos  otro  tercer  plano 
normal  VCZ,  cuya  tra/.a  sobre  el  plano  taiijente  XCY  es  CV,  este 
cortará  a la  superficie  según  una  elijisc  CD  ipic  tendrá  evidenteinente 
por  scmi-cjcs  a OC=cy  a OD=f/.  Pero  sabemos  (níim.  200)  ipic  los 
radios  de  curbatura  en  el  vértice  C de  las  tres  elipses  C.\,  CB  y CD, 
tieiioii  por  magnitudes  respectivas  a 

h-  íP 

CG=-==U.  CH=  i = V ci  = l=p; 

f c'c 

y como  el  semi-diámetro  d de  la  elipse  ADB,  tendrá  siempre  una  lonji- 
tiid  compreheiulida  entre  a y b,  vemos  que  suponiendo  que  a cb,  Imlla- 
rémos  que  el  radio  p es  siempre  mayor  que  R y menor  que  R’;  es  decir, 
que  de  todas  las  seccione»  normales  dadas  por  la  cúspide  C,  la  curbii  CA 
es  la  sección  de  curbatura  máxima,  supuesto  que  su  radio  R es  el  menor 
(núm.  653),  y la  curba  CB  es  la  sección  de  curbatura  mínima,  porque 
su  radio  R’  es  mayor  que  todos  los  demas. 

Si  ademas  de  esto,  representamos  por  9 el  ángulo  que  forma  el  plano 
normal  VCZ  con  el  plano  principal  XCZ,  9 será  también  el  ángulo 
comprchendido  entre  el  eje  OA  y el  diámetro  OD  de  la  elipse  ADB;  y 
sabemos  que  la  lonlituddc  este  diámetro,  la  conocerémos  por  medio  de 
la  equacion 

11,1. 

¿i=a«cos-f+j,scirv. 

multiplicando  todos  los  términos  por  c,  y prestando  atención  a los  valores 
precedentes  de  los  radios  p>  R y R’>  nos  resultará 

1 = l^cos’94-  ^ sen’9,  ......  (1) 

cuya  relación  nos  permite  calcular  inmediatamente  el  radio  de  curbatu- 
ra p de  cualquier  sección  normal  que  pase  por  la  cúspide  C,  cuando 
se  conozca  el  ángulo  9 de  esta  sección  con  una  de  las  dos  secciones 
principales,  y los  radios  de  curbatura  R y R’  de  estas  últimas  curbas. 
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ÜUÜ.  CoTisideréinos  aliora  a un  hiperboloide  do  iiiia  napa,  en  el  qnenn.  132. 
( lAKE  sea  la  elipse  de  la  garganta  que  tiene  por  ejes  a los  dos  ejes  rea- 
les de  la  superficie,  a .saber:  OA=rt,  y Oc=c;  en  tanto  que  el  eje-  imaji- 
iinrio  es  una  horizontal  Ob=b  perpendicular  al  plano  de  la  elipse  que 
inirarénios  como  el  plano  vertical  de  la  figura.  El  radio  de  curbatura  de 

á‘ 

esta  elipse,  respecto  al  vértice  C,  será  una  línea  CG= — =R;  y el  de 

c 

la  hipérbola  lid,  contenida  en  el  plono  de  los  dos  ejes  OC  y 06,  será 
b‘ 

(MI  = — = R’,  pero  estará  colocado  encima  dcl  plano  tanjente  XCY, 

en  lugar  de  estar  debajo  como  CG.  Tirémos  ahora  por  el  punto  C un 
plano  normal  cualquiera  VCZ  que  forme  con  el  plano  principal  XCZ  un 
ángulo  designado  por ; s¡  este  ángulo  es  bastante  pcqucilo,  la  sección 
será  una  elipse  CDF  que  tendrá  por  ejes  aOC=cyaOD=¿,  y este 
(dtimo  será  evidentemente  un  diámetro  de  la  hipérbola  ADK  contenido 
en  el  plano  de  los  dos  ejes  horizontales  OA  y 06.  Y como  sabemos  qu» 
este  diámetro  está  ligado  con  los  ejes  de  la  hipérbola,  por  medio  de  la 
relación 


1,1, 

:-,cos’-f-^scnV 


Si  ahora  multiplicamos  todos  los  términos  por  c,  y observamos  que  el 
radio  de  curbatura  en  el  vértice  C de  la  elipse  CDF  es  p = — , conclui- 
rénios  de  aquí  que 

i = cos’qi—  senV (2) 

cuya  relación  está  precisamente  comprehendida  en  la  fórmula  (1)  con 
tal  que  en  ella  se  mire  como  negativo,  aquel  de  los  dos  radios  principa- 
les R o R’,  que  esté  colocado  encima  del  plano  tanjente  (•). 


Jeneralmente,  se  adopta  la  hipótesis  contraria,  porque  el  análi- 
sis nos  da  un  valor  positivo  para  el  radio  de  curbatura  de  una  curba 
situada  encima  de  su  tanjente,  a lo  menos  cuando  se  cuentan  las  orde- 
nadas positivas  de  abajo  a arriba.  Pero  como  en  el  caso  actual  hemos  di- 
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G87.  Sentado  esto,  teiidrénios  que  niiéiitras  el  ángulo  '-f  se  diferencie 
poco  de  cero,  es  claro  que  el  primer  término  del  segundo  miembro  de  la 
<iÁrmula(2),  prevalecerá  sobre  el  término  negativo,  y así  el  radio  docurba- 
tura  p de  la  sección  normal  CDP  será  positivo,  esto  nos  anuncia  que  esta 
enrba  es  ronrcjra,  es  decir,  situada  debajo  del  plano  tanjeiitc  XCY. 


Ademas,  como  -^cs  evidentemente  menor  que^í^-5,  y con  mayor  ra- 
zón aun  menor  que  resulta  de  aquí  qucol  radio  variable  p será  ma- 


yor ()ue  R,  y que  aumentará  continuamente  con  9,  hasta  que  este  án 
guio  haya  ndipiirido  el  valor  u determinado  por  la  equacioii 


cos'iü  8cn*«p 

“ÍT=“R^’ 


y de  aquí  tanj  w = 


Luego,  si  se  trazan  sobre  el  plano  XCY,  o sobre  el  plano  horizontal  (•) 
paralelo  a este,  dos  rectas  O’P  y O’U,  que  formen  con  O’X’  ángulos 
iguales  a tu;  en  este  coso,  cuando  el  plano  secante  normal  llegue  a la  posi- 
ción O’P,  cortará  al  hiperboloide  según  una  línea  cuya  curbatura  será 
nula,  porque  p será  infínito;  y con  efecto,  debemos  ver  que  esta  sección 
será  una  de  las  dosjcneratriccs  rectilíneas  que  pasan  por  la  cúspide  C,en 
virtud  de  que  según  los  valores  de  R y R’,  la  espresion  de  u se  couvier- 
¿> 

te  en  tanj  (u=— . 

a 

rta.  1.02.  688.  Cuando  el  ángulo  9 haya  llegado  a ser  mayor  que  u,  y el  pla- 

no normal  haya  tomado  la  posición  O’W’,  en  este  caso  la  fórmula  (2)  nos 
dice  que  el  radio  p tendrá  un  valor  negativo;  de  modo  que  la  sección  co- 


rijído  el  eje  de  lasz  potUivae  de  arriba  a bajo,  el  concenio  hecho  en  el 
testo  está  en  consonancia  con  el  análisis-,  Jumos  preferido  esta  disposición, 
porque  es  mas  cómodo  figurar  las  secciones  normales,  cuando  se  colocan 
debajo  del  plano  tanjente. 

(*)  Empicamos  aquí,  ademasde  la  figura  en  perspéctica  sobre  el  cua- 
dro vertical  XCZ,  nna  proyección  horizontal  ejecutada  sobre  un  plano 
perpendicular  a la  normal  CZ,  con  el  objeto  de  hacer  apreciar  tn^or  los 
límites  que  separan  las  secciones  convexas  de  las  cóncavas. 
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rrespolulieiiU'  será  aíncaea,  es  decir,  situada  encima  del  plano  tanjente, 
yserá  una  hipérbola  cuyo  radio  de  ciirbaturap  irá  disininuyeiido  numé- 
ricnnieiite,  imsta  que  tcnguiiios 

•_  = 9Ü“,  y tie  n(|uí  p = — li’  = CIl ; 

este  último  resultado  se  refiere  al  plano  normal  Ü’V,  que  corta  a la  su- 
perficie según  la  hipérbola  principal  IICL. 

üliy.  Si  continuamos  esta  discu-sion  desde  9=90'',  hasta  9=360“, 
hallaréinos  resultados  subccsivamente  análogos,  port|ue  la  fórmula  (2) 
no  contieno  sino  los  cuailrados  de  sen  v y eos  9.  De  donde  debe- 
mos concluir,  l.“  que  los  dos  planos  normales  PO’p  y QO'5,  dividen  a 
la  superficie  en  cuatro  rejiones  distintas  al  rededor  del  punto  (O’,  C);  en 
los  dos  ángulos  PO’íi  y pO'q  opuestos  al  vértice,  todas  las  secciones 
normales  son  convexas,  o situadas  debajo  del  plano  tanjente  XCY;  y en 
los  otros  dos  ángulos  PO'^  y qO'p  todas  las  secciones  normales  son  c6n. 
raras,  o situadas  encima  do  este  plano  tanjente;  ademas,  el  paso  do  las 
unas  a las  otras,  se  efectúa  por  dos  secciones  rcctilineas  PO’y>  y QO’^, 
que  son  las  jcneratriccs  del  hiperboloide  situadas  en  el  plano  tanjente 
XCY.  2.”  El  radio  de  curbatura  R do  la  otra  sección  principal  CAE  es 
el  mínimo  do  todos  los  radios  positivos,  que  varian  desde  p=R  hasta 
p=  » ; en  tanto  que  el  radio  de  curbatura  R’  de  la  otra  sección  princi- 
pal BCL,  es  el  mínimo  de  los  radios  negativos;  o teniendo  en  considera- 
ción el  signo  de  estos  últimos,  podremos  decir  que — R’  es  un  máximo, 
jicro  solo  con  respecto  a los  radios  negativos  que  varian  desde  p= — R’ 
hasta  p= — co  . 

690.  Las  proposiciones  que  acabamos  de  demostrar  respecto  a la  ría.  1 33 
cúspide  real  de  un  elipsoide  o de  un  hiperboloide  de  una  napa,  son  así 
mismo  ciertas  pura  cualquiera  superficie  S,  y para  un  punto  cualquiera 
M de  esta  superficie  cuya  normal  es  MZ.  Es  decir,  que  entre  todas  las 
secciones  normales  que  jmsan  por  este  punto,  hai  siempre  dos  MA  y MB, 
que  se  llaman  secciones  PRixcir.vi.Es,  de  las  cuales  la  primera  tiene  un 
radio  de  curbatura  MG=R  que  es  .\iiM.uo,  y la  segunda  un  radio  de 
curbatura  JIH=R’  que  es  máximo  : estas  dos  seccionas  principales  están 
situadas  en  los  planos  XMZ  e YMZ,  perpendiculares  entre  sí;  y una 
tez  conocida  la  posición  de  estos  planos  y los  radios  pri.vcipales  R y 
R’,  conoceremos  también  el  radio  de  curbatura  p de  cualquiera  otra 
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xfccion  normal  MD  que  pase  por  el  mismo  punto,  por  medio  déla 
formada 

~ ¡I  j{-  

en  la  cual  esprcsa  el  ángulo  riel  plano  de  MD  con  el  plano  MA,  y es 
preciso  mirar  en  ella  como  negatieo  arpiel  de  los  dos  radios  principa- 
les R o R’,  que  cslédirijido  por  encima  del  plano  tanjente  A'MY,  si  la 
superficie  fuese  no  conrexa,  es  decir,  atravesada  por  su  plano  tanjeii- 
te  en  M. 

Este  importante  teorema,  debido  a Eulero,  no  es  posible  demostrarle 
de  un  modo  completo  y riguroso,  por  medio  de  coiisidcracioncs  pura- 
mente sintéticas;  y por  esta  ra/on  hemos  preferido  admitirle  como 
un  resultado  del  cálculo  diferencial  (•);  pero  también  es  lo  único  que  to- 
marémos  del  análisis,  y ahora  vamos  a desarrollar,  por  el  solo  medio 
de  la  Jeometría,  las  interesantes  consecuencias  de  que  es  susceptible 
este  teorema. 

ric.  133.  691.  Cuando  los  dos  radios  principales  MG=R  y MII=;R’,  son  po- 

sitivos, como  en  la  Jig.  133,  lalbrinula  (3)  nos  dice  que  p es  constante- 
mente positivo,  sea  cual  fuere  el  ángulo entóneos  todas  las 
secciones  normales  se  hallan  debajo  del  plano  tanjente  XMY,  a lo  me- 
nos en  los  alrrcdedorcs  del  punto  Al,  y la  superficie  es  convexa  en  este 
punto.  Ademas,  suponiendo  a R <R',  nos  es  fácil  ver  que  R es  cntúnccs 
el  rntniMo  nóso/uto  de  todos  los  radios  do  curbatura  de  las  secciones 
normales  que  pasan  por  M,  y R’  el  máximo  absoluto  de  todos  estos 
mismos  radios;  con  efecto,  la  fórmula  (3)  escrita  alternativamente  bajo 
una  a otra  de  las  formas  siguientes; 


1 

P 


nos  dice,  que  sea  cual  fuese  el  ángulo  tendremos  siempre 

í ^ y - > ; y de  aquí  sacaremos  que  p > R y p < R’. 

p R p K 


(•)  Véase  el  Análisis  aplicado  a la  Jeometría  de  las  tres  dimensiones, 
cap.  XVI.  . 
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Iguales  consecuencias  resultarían,  si  los  dos  radios  principales  fueseA  a 
nn  mismo  tiempo  negativos;  solo  que  entónces  estarla  colocada  la  su- 
perficie encima  del  plano  ta  njeiitc,  en  todo  el  alrededor  del  punto  M. 

(>9i.  Cuando  respecto  a un  punto  particular  M de  una  superficie 
cualquiera,  sucede  que  los  dos  radios  principales  11  y R’  son  iguales  y 
del  mismo  signo,  la  fórmula  (3 J evidentemente  se  simplifica,  y el  ángulo 
<i<  desaparece;  de  suerte  que  hallaremos  p=R  para  cualquiera  sección 
normal  que  pase  por  este  punto,  al  rededor  del  cual  presenta  la  superfi- 
cie una  curbatiira  uniforme  en  todos  sentidos,  como  la  de  una  esfera. 

Hatos  puntos  particulares  so  llaman  ombligos,  y haremos  observar  niu- 
eho.s  de  este  jénero  en  el  helipsoide  ( núm.  739J;  pero  es  ya  evidente 
que  cnaiido  la  meridiana  de  una  superficie  de  revolución  corta  al  eje 
formando  ángulo  recto,  este  punto  es  siempre  un  ombligo. 

693.  Cuando  los  dos  radios  principales  son  de  signos  contrarios,  co-no.  t34. 
mo  sucedo  en  la  ftg.  134,  en  la  que  MG=R  que  se  refiere  a la  sección 
f .VIA,  M’A’J  es  posivo,  y MII=R’  relativo  a la  sección  ("MB,  M’B’^  es 
negativo;  en  este  caso,  la  fórmula  (3)  escrita  con  el  signo  evidente  de 
R’,  se  convierte  en 

1 — 1 - 1 
- — g cos-<f—  gr  sen^í (4) 

Q.ue  desde  luego  nos  dice  que  p será  positivo  o negativo,  según  sea  el  va- 
lor del  ángulo  9;  es  decir,  que  habrá  secciones  normales  situadas  unas 
debajo  y otras  encima  del  plano  tanjente  XMY;  y así  la  sección  será  no 
convexa  o de  curias  opuestas.  Rara  determinar  los  límites  de  estas  di- 
versas secciones,  indaguemos  el  valor  particular  to  del  ángulo  que  cum- 
pla con  la  cquacion 

^ cos’ti; — sen’w=0,  de  la  cual  sacaremos  que  tanj  w=  — Vg; 

en  segnida  tracemos  sobre  el  plano  tanjente  XMY,  o sobre  el  plano  ho- 
rizontal (*)  que  le  es  paralelo,  dos  rectas  M’P  y M’Q,  que  cada  una  for- 


(*)  Para  mayor  claridad,  empleamos  también  a^ui  una  perspectiva 
sobre  un  plano  vertical,  y una  proyección  sobre  otro  plano  horizontal;  si 
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m<?  fiiii  M’\’ lili  átigiilii  igual  t>;.  En  cuyo  cano  Imllnri'iiius  para  lo(l<i.í1os 
valores  coinprelicndiiios  entre  9= — tu  y <^  = +u>,  y también  jiura  todos 
los  qnc  se  tmlleii  entre  tf=llj0‘' — -uy  ?=  ]{í0‘'4-tu  ipie  lafúrinnia  (4)  nos 
dará  nmnificstamente  valores  de  p ipie  serán  positivos:  es  decir,  (|ue  to- 
das las  secciones  norinales  coinprchendidas  en  los  án<;nios  diedros 
l’Aríi  y yi.MVy,  estarán  situadas  debajo  del  plano  tanjeiile  lioriitonlal 
,\MY.  Por  el  contrario,  cuando  el  valor  de  \ caiga  entre  tu  y 180" — tu, 
o bien  entre  180"-|-tuy  oGü" — tu,  la  fórmula  (4)  nos  dará  ¡lara  p un  valor 
negativo:  lo  cual  prueba  <]ue  todas  las  secciones  normales  comprelicndi- 
das  en  los  dos  ángulos  diedros  PM’// y QM’yt,  estarán  situadas  en- 
cima del  plano  tanjentc  XMY,  por  lo  ménos  en  los  alrededores  del 
punto  M. 

694.  Einalinente,  cuando  a tf  se  le  dé  uno  de  los  valores  ty=íitu,  o 
tfi=18ü“— tu,  como  según  la  fóriuula  (4)  p es  infinito,  síguese  de  aquí 
que  los  dos  planos  normales  límites  PiM'y;,  y C4M’//,  cortarán  a la  super- 
ficie según  ciirbas  qnc  sin  ser  rectilíneas,  como  sucedia  en  el  hiperboloide 
(nt'im.  687)  serán  a lo  ménos  mui  aplanadas  en  las  cercanías  del  punto 
M,  y prcscntar-ui  en  él  tina  curbalura  nulo;  es  decir,  que  cada  una  ten- 
drá en  este  sitio  dos  cicmcnto.s  comiiiics  con  su  tanjentc  que  será  preci- 
samente la  traza  MT  o M’(4  del  plano  normal  limite  sobre  el  plano 
tanjentc  X.M  Y.  Y así  podemos  decir  (pie  los  dos  planos  iiornmles  PM’/> 
y QM’9  dividen  a la  superficia  en  cuatro  rojiones  distintas  que  alternati- 
vamente son  conrexas  y cóncavas. 

695.  Supuesto  que  en  las  superficies  no  convc.xas,  los  radios  de  curba- 
tura  positivos  vnrian,  según  la  fórmnln(4,)  desde  p=  R hasta  =p  -|- 
c:  , y los  radios  negativos  desde  p= — R’  hasta  p= — co  , síguese  de  aquí 
que  R será  en  este  caso  un  mínimo  cou  relación  a los  radios  de  primera 
clase,  y — R’  nn  máximo  analítico  para  los  de  sogunda,  teniendo 


ademas,  querenwsfijar  nuestras  ideas  por  medio  de  un  ejemplo,  podremos 
mirar  a la  superficie  que  nos  ocupa  como  que  es  la  garganta  de  una  polea, 
cuyo  eje  es  horizontal  y está  qnoysctado  según  (B’L',  G).  Til  punto  que 
consideramos  (M,  M’)  se  halla  entonces  sobre  el  círculo  de  la  garganta 
(EMA,  E M’A’)  y la  srrcwn  (BML,  H’M’Í/)  es  un  semi-círcuto  t/ue 
sirve  de  meridiano  al  toro  de  esta  polea. 
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signos;  pero  si  solo  quisiéramos  hablar  de  sus  magnitudes  absolutas,  R’ 
sería  también  un  mínúno. 

En  cuanto  a la  construcción  gráfica  de  las  secciones  principales  y de 
sus  radios  decurbatura,  esperamos  para  citar  ejemplos  sobre  este  asunto, 
a que  hayamos  hablado  de  las  lineas  de  curbatura;  porque  estas  darán 
a la  Jeometría  resultados  mui  útiles  (*). 

69G.  En  cada  punto  »\I  de  una  superficie  cualquiera  S,  puede  cont-  no.  135. 
truirse  una  superficie  de  segundo  grado  2 que  sea  osculadora  de  S 
(núm.  684)  al  rededor  de  dicho  punto.  Supongamos  en  primer  lugar  que 
la  superficie  dada  S sea  convexa  en  M,  y que  MA  y MB  representen 
sus  dos  secciones  principales,  o las  secciones  normales  de  curbutura 
máxima  o mínima,  que  tengan  por  radios  a MG=R  y MH=R’.  Tome- 
mos sobre  la  normal  MZ  una  distancia  arbitraria  MO=c,  que  adopta- 
remos por  uno  de  los  ejes  de  una  elipse  MA’  que,  trazada  en  el  plano  de 
la  sección  MA,  deberá  serle  osculadora;  para  cumplir  con  esta  condición, 
basta  elejir  el  segundo  ejo  OA’=a,  de  modo  que  el  radio  de  curbatura 
do  la  elipse  en  el  vértice  M,  sea  igual  a R,  lo  cual  nos  da  la  relación 


(*)  Para  completar  las  nociones  precedentes,  añadiremos  que  si  por 
la  tanjente  MV  (fig.  133)  damos  una  sección  oblicua  cuyo  plano  forme 
un  ángulo  9 con  la  sección  normal  MD  que  pasa  por  la  misma  tanjente 
M\’,  el  radio  de  curbatura  p,  de  la  sección  oblicua  tendrá  con  el  radio  p 
deMD  la  relación  siguiente-. 

Pi  = p eos  0, 

que  espresa  que  p,  es  la  proyección  de  p sobre  el  plano  de  la  sección  obli- 
cua-, o bien  que  la  esfera  descrita  con  el  radio  p quedará  cortada,  por  el 
plano  de  la  sección  oblicua,  según  un  cículo  menor  que  precisamente  se- 
rá el  círculo  osculador  de  esta  sección.  Este  teorema  es  debido  a Meunier, 
y para  su  demostración  puede  verse  nuestra  Análisis  aplicada,  cap.  XVII\ 
solo  haremos  observar  aquí,  que  según  la  Jórmula  precedente,  las  seccio- 
nes oblicuas  ejecutadas  en  una  superficie  cualquiera,  serán  siempre 
convexas  o cóncavas  aúna  con  la  sección  normal  que  pase  por  la  misma 
tanjente. 

50 
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y de  aquí  a = ^Rc; 


y así  el  8emi-cjeOA’=a  se  determinará  hallando  una  media  proporcio- 
nal a R y c.  Así  mismo,  construyamos  en  el  plano  de  la  sección  MB  una 
elipse  MB’  que  lo  sea  osculadora,  y que  tenga  por  semi-ejes  a OM=c 
y OB’=¿>;  este  último  se  determinará  también  por  medio  de  la  re- 
lación 


J»  , , 

— =R’  y de  aquí  i=/'RV. 


Sentado  esto,  las  dos  elipses  MA’y  MB’ determinarán  completamente 
a un  elipsoide  S que  tendrá  por  senii-ojes  a O.M,  OA’  y ÜB’,  en 
atención  a que  el  plano  de  la  ciirba  MB  os  perpendicular  sobre  el  de 
M A;  decimos  que  este  elipsoide  será  oaculador  de  la  superficie  S,  lo  que 
se  reduce  a probar  (iiúm.  684)  que  todo  plano  normal  MüD  corta  a S 
y S según  dos  curbas  MD  y MI)’  que  tienen  el  mismo  radio  de  curbatu- 
ra.  Pero  llamando  p y p’  a los  radios  do  estas  dos  secciones,  hallarémos 
sus  valores  (números  690  y 685)  por  medio  de  las  fórmulas 


1 

P 


1 I 1^  1 I, 

= cos\+  ^ sen^T», 


las  cuales  nos  prueban  que  p=p’,  en  virtud  de  los  valores  precedentes 
de  a y de  b. 

697.  Debemes  observar  que  no  es  uno  solo  el  elipsoide  S osculador 
de  S respecto  al  punto  M,  porque  hemos  tomado  arbitrariamente  la  lon- 
jitud  del  eje  c\  y así  haciendo  a 0=17=  R o a f=6=R’,  haríamos  que 
fuese  de  revolución,  pero  no  al  rededor  de  la  normal  MZ.  Ademas,  hu- 
biéramos podido  emplear  por  curbas  osculadoras  de  las  secciones  prin- 
cipales MA  y MB  a dos  hipérbolas  o dos  parábolas,  y la  superficie  oscu- 
hidora  de  S se  habria  convertido  en  un  hiperboloide  de  dos  napas,  o en 
nn  paraboloide  elíptico,  que  ambas  son  superficies  convexas, 
na.  138  698.  Sea  ahora  una  superficie  S no  convexa,  cuyas  secciones  prin- 

cipales MA  y MB  tengan  radios  de  curbatura  en  sentido  opuesto, 
MG=R,  MH=R’. Construyamos,  como  arriba,  una  elipse  MA’,  que  sea 
osculadora  de  MA  et^el  punto  M,  y cuyos  semi-ejes  sean  MO=c,  lonji- 
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lud  arbitraria  tomada  sobre  la  normal,  y OA’=a  línea  determinada  por 
la  relación  a = pero  para  cnrba  osciiladora  de  la  sección  MB,  no 
podemos  ya  adoptar  a una  elipse,  porque  no  existe  superficie  de  segundo 
grado  que  admita  dos  secciones  de  este  jéiiero,  situadas  una  encima  y 
la  otra  debajo  del  plano  tanjento.  Por  consiguiente,  construirémos  una 
hipérbola  B’ML’,  que  tenga  por  semi-eje  real  a la  línea  MO=c,  y por 
senii-eje  imajinario  a una  recta  OB”=6  perpendicular  al  plano  de  la  elip- 
se, y de  tal  naturaleza  que  el  radio  de  curbatura  de  esta  hipérbola  (núm. 
200)  verifique  la  relación. 

¿,s  

— = R’,  y de  aquí  h f'R’c 


En  este  caso,  la  elipse  MA’  y la  hipérbola  MB’  determinarán  comple- 
tamente un  hiperboloide  de  una  napa  S,  que  será  osculadorde  S en  el 
punto  M (núm.  (i84);  porque  todo  plano  normal  que  forme  iin  ángulo  9 
con  MA,  cortará  a Sy  S según  dos  enrbas,  cuyos  radios  de  curbatura 
p y p’  los  conoccrémos  (números  093  y 686)  por  medio  de  las  fórmulas 


1 

? 


1 

R’' 


c 

a’ 


cos*9 — 


c 

¥ 


scn^i?. 


que  prueban  que  p=p’,  en  virtud  de  los  valores  precedentes  de  a y ú. 
Hubiéramos  tenido  también  un  hiperboloide  osculador  de  >S,  pero  vuelto 
cu  sentido  contrario,  si  hubiésemos  colocado  la  elipse  en  el  lugar  de  la 
hipérdola,  y recíprocamente;  no  debemos  tampoco  olvidarnos  de  que  el 
eje  c que  está  dirijido  según  la  normal  MG  o Mil,  puede  recibir  una 
lonjitud  arbitraria.  Por  último,  si  hubiésemos  adoptado  por  curbas  oscu- 
ladoras  de  las  secciones  M.\  y MB  a dos  parábolas,  hubiéramos  obteni- 
do por  superficie  osculadora  de  S?,  a un  paraboloide  hiperbólico. 

699.  LiMJ.ts  DE  cünBATUit.4  (¿e  una  superficie  cualquiera.  Moxge  hann.  I35. 
llamado  así  a la  série  de  puntos  en  que  las  normales  de  la  super- 
ficie S van  a encontrarse  coiisecutivameute,  y vamos  a demostrar 
que  partiendo  de  cada  punto  M dado  sobre  S,  no  existen  cu  jeneral  sino 
dos  lineas  de  curbatura  Malí  y M§  V,  las  cuales  se  cortan  formando  án- 
gulo recto,  y son  tanjentes  a las  secciones  principales  3IA  y .MB  (núm. 

690)  de  las  que  sin  embargóse  diferencian,  porque  comunmente  no  son 
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planas  como  estas  últimas.  Frincipienios  por  estudiar  estas  líneas  de 
curbatura  en  la  cúspide  de  unasuperfície  de  segundo  grado. 

Fie.  I3I.  700.  Sean  CA  y CB  las  dos  secciones  principales  que  se  cortan  en 
la  cúspide  C de  un  elipsoide,  en  cuya  cúspide  es  CO  la  normal  de  la  su- 
perllcic;  tirando  un  plano  paralelo  al  plano  tanjente  XCY,  a una  distan- 
cia infinitamente  pequeña,  nos  dará  una  sección  elíptica  aSt'  cuyos  vér- 
tices « y 6 están  colocados  sobre  CA  y CB;  y si  tomamos  sobre  esta 
curba  un  punto  cualquiera  N diferente  de  y g,  decimos  que  la  normal 
NK  del  elipsoide  no  encontrará  a la  normal  CO  relativa  a la  cúspide. 
Con  efecto,  esta  última  está  proyectada  en  el  centro  tu  de  la  elipse  me- 
nor, mientras  que  NK,  que  debe  ser  perpendicular  a la  tanjente  NT,  se 
proyectará  sobre  el  plano  de  esta  misma  elipse  según  una  recta  NK’ 
perpendicular  también  a NT:  pero  sabemos  que  una  normal  NK’  de  la 
elipse  age  no  va  a pasar  por  el  centro  w;  luego  la  normal  NK  de  la  su- 
perficie no  encontrará  nunca  a C<i¡,  por  mas  próximo  a C,  que  se  tome  el 
punto  N;  a no  ser  que  se  elija  en  a o g,  sobre  una  de  las  dos  secciones 
principales  CA  o CB,  porque  cntúnccs  la  normal  del  helizoide  estará 
pioyectada  según  uno  de  los  ejes  «tu  o gw,  que  van  a pasar  por  el 
centro  tu. 

De  aquí  resulta  que  para  la  cúspide  de  un  elipsoide  C,  no  hai  sino 
dos  líneas  de  curbatura  que  estén  dirijidas  según  los  elementos  Ca  y 
Cg  de  las  dos  secciones  principales.  Ademas,  para  este  punto  particular, 
las  dos  línaas  de  curbatura  coincidirán  totalmente  con  las  secciones  CAF 
y CBF;  porque  las  normales  del  elipsoide  tiradas  por  todos  los  puntos 
de  la  curba  CA,  estarán  situados  en  el  plano  de  esta  enrba,  y las  tan- 
jentes  de  las  secciones  horizontales  en  los  vértices  a,  A,...  serán  todas 
perpendiculares  al  plano  do  la  elipse  CAF.  Los  mismos  motivos  se  apli- 
can a la  sección  CBF. 

Fie.  132.  ”01.  En  el  hiperboloide  de  una  napa  de  la  132,  veremos  con 

facilidad  que  una  sección  paralela  al  plano  tanjente  XCV,  dada  de- 
bajo do  él  a una  distancia  infinitamente  pequeña,  nos  dará  una  hi- 
pérbola cuyos  dos  vértices  reales  a y s se  hallarán  sobre  ACE;  en  tonto 
que  si  esta  sección  estuviese  encima  do  XCY,  sería  una  hipérbola  trans- 
tornada cuyos  vértices  reales  g y á se  hallarian  sobre  BCL.  Y como  la 
normal  de  la  superficie  se  proyectaría  sobre  la  normal  de  una  u otra 
de  las  dos  hipérbolas,  y esta  última  recta  no  va  a pasar  por  el  centro, 
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Sino  cuando  el  punto  de  contacto  coincida  con  una  de  las  cúspides,  con- 
cluiréaios  de  aquí,  como  lo  liemos  hecho  arriba,  que  la  normal  OCH  del 
hiperboloide  en  C,  no  puede  ser  encontrada  por  una  normal  infinita- 
mente pró.xima,  sino  cuando  esta  última  parte  de  un  punto  de  la  sección 
principal  UA  o CH.  l’orcoii.si'íuientc,  queda  demostrado  que  en  la  cús- 
pide C del  hiperboloide,  no  Imi  tampoco  sino  dos  líneas  de  curbatura, 
que  coincidan  ciitcramcute  con  ACE  y líCL,  por  las  mismas  razones 
que  en  el  elipsoide. 

702.  Volvamos  ahora  a examinar  una  superficie  jcncrnl  S quOp,o  135^ 
desdo  luego  supondremos  ser  convexa,  al  rededor  del  punto  arbitrario 
M que  os  el  que  se  considera.  Ilai  siempre  (núm.  <i9G)  un  elipsoide  S 
que  es  osculador  de  tí  en  AI;  y si  cortamos  a estos  dos  superficies  con 
un  plano  paralelo  al  plano  tnnjente,  e infinitamente  próximo  a él,  no  so- 
lo todos  los  puntos  do  le  sección  a.NS  obtenida  de  este  modo,  serán  co- 
munes aS  y^tl,  sino  que  también  las  norinuics  de  estas  dos  superficies, 
respecto  a cada  uno  de  los  puntos  a,  N,  serán  las  mismas.  Con 
efecto,  hemos  visto  que  dos  secciones  -MÜ  y AID’,  contenidas  en  un  mis- 
mo plano  normal  cualquiera,  eran  osculadoras;  es  decir,  rpic  tcnian  dos 
tanjentcs  cousccutivas  comunes,  una  en  Al  y la  otra  en  N;  y como  esta 
última  tanjente  unida  con  la  tanjente  NT  do  la  enrba  «Na  determina 
un  |ilano  que  torarii  al  mismo  tkmpo  a id  y ^ en  el  punto  N,  sígue- 
se que,  la  perpendicular  a esto  plano  será  una  normal  común  a 
las  superficies  H y Hentado  esto,  hemos  probado  (núm.  700)  que  so- 
bre el  cli|)soidc  S,  ninguna  normal,  por  mas  próxima  que  este,  puede  en- 
contrar a la  normal  AlO  de  la  cúspide,  sino  cuando  la  primera  salga  del 
punto  a situado  sobre  AI  A’,  o de  un  punto  § situado  sobre  AIB’;  luego 
tampoco,  sobre  la  superficie  id,  hai  sino  las  dos  normales  aG  y gil 
que  vayan  a cortar  a la  normal  AlO;y  por  consiguiente  no  hai,  partien- 
do desde  el  [lunto  AI,  sino  dos  líneus  do  curbatura  cuyos  primeros  ele- 
mentos Ala  y .AI 3 sean  comurus  a las  secciones  principales  M.\  y AIB. 

Bi  ahora,  partiendo  de  a,  quisiéramos  hallar  un  punto  infinitamente 
próximo  aC  cuya  normal  fuese  a cortar  a la  precedente  *G,  sería  preci- 
so olejir  este  nuevo  |)unlo  sobre  una  de  las  dos  secciones  principales  re- 
lativas a a;  pero,  en  joneral,  ninguna  de  estas  dos  últimas  estará  en  el  pla- 
no MA;  por  consiguiente,  la  primera  línea  de  curbatura  Alaa’U  será  co- 
munmente y solo  será  tanjente  a la  sección  principal  AlaA.  Una 
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consecuencia  análoga  tiene  lugar  respecto  a la  lineado  curbatura  M6V 
que  tocará  a la  sección  principal  MgB,  pero  jeneralinenle  se  diferencia- 
rá de  esta  en  el  resto  de  su  curso;  y ademas,  estas  dos  lincas  de  curbatu- 
ra 3IU  y MV  se  corlarán  formando  ángulo  recto  en  M,  como  sucede  a 
las  dos  secciones  principales  a quien  son  tanjentes. 
no.  135.  703.  .\deinas,  las  porciones  .\IG  y MH  de  la  normal  primitiva  MO, 

determinadas  por  su  encuentro  con  las  dos  normales  vecinas,  y que 
Monge  lia  llamado  radios  de  curbatura  de  la  superficie  en  el  punto  M, 
no  son  otra  cosa  que  los  dos  radios  principales  definidos  en  el  núm. 
490.  Con  efecto,  siendo  las  rectas  MG  y aG  normales  a la  superficie  S, 
precisamente  lo  son  a la  curba  MA;  y como  ademas  se  hallan  en  su  pla- 
no, su  encuentro  (i  es  ciertamente  el  centro  del  círculo  osculador  (núm. 
650)  de  la  sección  MA  : así  mismo,  H es  el  centro  de  curbatura  de  la 
sección  MB;  pero  la  denominación  adoptada  por  Mo.\ge  se  funda  en 
una  propiedad  que  importa  hagamos  conocer. 

Si  desde  un  punto  G como  centro,  y con  una  de  las  normales  GM  o 
Ga,  que  son  iguales  (núm.  650),  describimos  una  esfera,  esta  tocará  a 
lo  superficie  S en  dos  puntos  consecutiros  M y a,  supuesto  que  dos  de 
sus  radios  son  normales  a S;  y esto  mismo  sucederá  a la  esfera  descri- 
ta desde  el  punto  II,  con  el  radio  Il.\f=113.  Mientras  que  si  con  el  radio 
de  curbatura  MI=NI  de  otra  sección  normal  MND,  describimos  una 
esfera,  esta  tocará  solo  a la  superficie  S en  M,  y no  en  N;  porque  el  ra- 
dio NI  no  serta  normal  a la  superficie  S,  pues  acabamos  de  probar  que 
la  verdadera  normal  NK  no  puede  ir  a cortar  a MO.  Y así  es  que  las 
porciones  MG  y Mil  de  la  normal  en  M,  son  los  radios  de  dos  esferas 
únicas  que  pueden  tener  dos  planos  tanjentes  consecutiros  comunes  con 
8,  y cuya  curbatura  espresa  el  mk.ximoy  el  mínimo  de  curbatura  que  pre- 
sentan las  diversas  secciones  normales  dadas  al  rededor  dcl  punto  M. 
Sin  embargo,  no  podemos  decir  que  estas  dos  esferas  son  osculadoras 
de  8;  porque  el  doble  contacto  que  cada  una  de  ellas  tiene  con  esta 
superficie,  no  tiene  lugar  sino  en  una  dirección,  y no  en  todos  los  alrede- 
dores del  punto  M,  como  lo  requerirla  el  verdadero  carácter  de  la  oscu- 
lación (núm.  684). 

704.  Es  también  preciso  que  nos  guardemos  de  creer  que  MG  sea 
el  radio  de  curbatura  de  la  linca  MsU,  es  decir,  el  radio  del  circulo  que 
tenga  con  esta  línea  dos  elementos  comunes.  Con  efecto,  os  mui  cierto 
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quo  BÍciido  las  dos  rectas  MG  y acG  normales  a la  superficie,  lo  son  tam- 
bién respecto  a la  cutba  Malí;  pero  para  que  su  encuentro  G dé  el  cen- 
tro de  ciirbatura  de  MaU,  es  preciso  (]uc  estas  normales  esten  ámbas 
situadas  en  el  plano  oscnlador  de  esta  enrba  (púin.  650);  lo  que 
no  sucederá  sino  en  el  caso  particular  en  que  MU  coincida  con  MA,  o 
a lo  inénos  cuando  MU  y MA  tengan  un  contacto  de  segundo  orden. 

705-  Respecto  a una  superficie  no  conve.\a,  desmostrarémos  de  unrio.  136. 
modo  enteramente  semejante  la  existencia  y propiedades  de  las  doa 
imea»  de  curhatura  relativas  a un  punto  culaquicra  M,  construyendo 
(m'im,  0!)8)  el  hiperboloide  osculador  do  esta  snpcfície  en  M,  y aplican- 
<lo  lo  que  hemos  probado  para  el  encuentro  de  las  normales  en  la 
cúspide  de  un  hiperboloide  (núm.  701).  Solo  que  en  el  caso  presente, 
los  dos  centros  de  curhatura  G y H,  estarán  colocados  uno  debajo  y 
otro  encima  del  plano  tanjente;  pero  todas  las  domos  relaciones  prece- 
dentes serán  así  mismo  ciertas. 

706.  ('uando  el  punto  M que  consideramos  sobre  una  superficie 
cualquiera,  sea  un  ombligo  (602),  llegará  a ser  infinito  el  número  de  lí- 
neas de  curbatura,  lo  mismo  que  el  número  de  secciones  principales  a 
quienes  deben  ser  tanjentes;  pero  esta  circunstancia  particular  no  se 
])resenta  nunca  en  las  superficies  no  convexas,  porque  aun  cuando  los 
radios  principales  sean  iguales  en  magnitud  absoluta,  no  serian  idénticos 
en  cuanto  n su  posición. 

707.  Despules  de  haber  demostrado  de  este  modo  jencral  la  existen- 
cia de  dos  línea^i  de  curbatura  para  cada  punto  de  una  superficie  cual- 
quiera, está  bien  citemos  varios  ejemplos  en  que  se  efectúe  inmediata- 
mente la  determinaciiU)  de  estas  líneas 

En  uní  superficie  de  revolución  descrita  pornn  meridiano  cualquiera 
AME,  este  misino  meridiana  es  la  primera  línea  de  curbatura  para  ca-  v 140. 
da  uno  desús  pinitos,  tai  como  el  M;  porque  como  las  normales  MG, 

«G,  a'G’,....  de  la  superficie,  se  hallan  todas  contcnidus  en  el  plano  me- 
ridiano (núm.  130),  irán  a cortarse  cousecntivamente  sobre  la  evoliita 
GG’G”....  de  la  enrba  .VIA.  Gomo  la  segunda  lineado  curbatura  pasa 
pir  el  punto  M,  es  evidentemente  eJ  paralelo  M$V,  supuesto  que  todas 
las  normales  do  la  superficie  que  salen  de  los  puntos  M,  5,  V,....  van  a 
terminar  (núm.  130)  en  el  mismo  punto  II  del  eje.  Agreguemos  que  en 
el  caso  presente  los  dos  radios  de  curbatura  de  la  superficie  son  el  radio 
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de  ciirbatura  MGdel  incridiniio,  y la  porciuii  MH  de  lu  normal  compro- 
hcndida  entre  cl  punto  considerado  M y el  eje  de  rovolucioii. 

708.  En  cuanto  a las  dos  secciones  principales  do  la  superficie  (núm. 
690j  relativas  a un  punto  cualquiera  .M,  la  [)riinera  es  también  el  ineri' 
diano  MA;  porque  el  plano  de  esta  sección  debo  contener  a In  normal 
MG  do  lu  superficie,  y al  elemento  ^la  de  la  línea  de  curbatnru  que  le 
es  tanjente  (núm.  702);  y esta  coincidencia  completa  entre  la  sección  prin- 
cipal y la  línea  de  ciirbatura,  manifiestainente  se  reproducirá  siempre 
que  esta  última  sea  plana,  y rjue  s«  plano  contenga  a la  normal  de  la 
superficie.  La  segunda  sección  principal  respecto  al  punto  51,  no  coinci- 
de con  la  otra  línea  de  curbaturu  513  V,  porque  esta,  mimpic  es  plana,  no 
contiene  a la  normal  5IH;  pero  esta  segunda  sección  |)riiicipal  .MAB  lu 
obtendréinos  fácilmente,  tirando  según  5111G  un  plano  secante  per- 
pendicular al  plano  de  la  ])rimera  sección  MA,  y la  ciirba  5lgB  tendrá 
un  elemento  513  común  con  cl  paralelo  513V.  Ademas,  los  dos  radios  de 
curbatnru  de  las  secccioncs  normales  51 A y 51 B.  serán  (núm.  70‘3)  los 
radios  do  curbatura  MG  y 5111  de  la  superficie. 

7U9.  Eli  un  cilindro  cuya  base  sea  cualquiera,  la  joncratriz  rectilí- 
nea que  pase  por  el  punto  que  se  considera,  será  evidentemente  la  pri- 
mera línea  de  curbatura;  porque  como  cl  plano  tanjente  es  común  en  to- 
do el  largo  de  la  jencratriz,  las  diversas  normales  serán  [laralclas  entre 
si,  y desde  luego  estarán  contenidas  cu  un  mismo  plano,  aunque  en  el 
caso  presente  no  vayan  a oiicoiitrnr.se  sino  ni  infinito.  Esta  jencratriz 
será  al  mismo  tiempo  la  primera  sección  principal,  ]>nr  la  razón  jencral 
citada  en  el  número  |)reeedeutc;y  la  curbatura  de  la  superficie  será  nu- 
la en  cl  sentido  de  la  jencratriz,  porque  cl  radio  de  curbatura  ¡iroduci- 
do  por  el  encuentro  de  dos'  iioriiialcs  veeiiius,  se  lialliirá  al  infinito.  Si 
en  seguida  tiramos,  por  cl  punto  considerado,  un  plano  perpendicular 
a la  jeneratriz,  ¡a  sección  ortogonal  producida  por  este  medio  será  la  se- 
gunda línea  de  curbatura,  supuesto  que  las  normales  del  cilindro  relati- 
vas a los  diversos  puntos  deestuciirba,sc  liallarán  cvideiitcincntc  en  su 
plano,  e irán  a cortarse  sobre  la  evoluta  de  esta  sección  ortogonal  cuyo 
radio  de  curbatura  es  según  esto  cl  radio  mininw  de  la  superficie;  es 
decir,  que /n  c«r/;aí«ra  del  cilindro  tirmo  lugar  cu  sentido  de 

la  sección  ortogonal,  la  cual  inanifieslumente  es  también  (núm.  708)  la 
segunda  sección  principal. 
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710.  Del  mismo  modo  veremos  que  en  nn  cono  cuya  base  sea  cufil- 
quiera,  cada  jencratriz  rectilínea  es  a nn  mismo  tiempo  una  línea  de  cur- 
batura  y una  sección  prncipal,  en  cuyo  sentido  presenta  la  superficie 
una  curbatura  nula;  )'  como  todas  estas  jeneratriees  deben  ser  cortadas 
formando  ángulo  recto  por  las  líneas  de  la  segunda  curbatura,  estas  úl- 
timas serán  las  intersecciones  del  cono  con  esferas  cuyo  centro  común 
estará  colocado  en  la  cúspide.  En  cuanto  a la  segunda  sección  princi- 
pal relativa  aun  punto  dado  sobre  nnn jencratriz,  la  obtendrámos tiran- 
do por  la  normal  del  cono  en  este  punto,  un  plano  secante  perpendicular 
a la  jencratriz. 

711.  Si  se  trata  do  cualquiera  superficie  desarrollablc,  la  jencratriz 
rectilínea  será  siempre  una  línea  de  curbntnrn  y una  sección  principal  al 
mismo  tiempo,  y su  radio  de  curbatura  se  hallará  al  infinito,  a causa  de 
que  el  plano  tanjentc  de  la  superficie  es  común  en  todo  el  largo  de  esta 
jencratriz.  La  segunda  sección  principal  relativa  a un  punto  dado  M, 
se  obtiene  tirando  por  la  normal  a este  punto  un  plano  secante  perpendi- 
cular a la  jencratriz  que  pasa  por  él,  y la  segunda  línea  de  curbatura  que 
debe  cortar  furmando  ángulos  rectos  a todas  las  jeneratriees  será  una 
voluta  de  la  arista  de  retroceso  de  la  superficie.  Y así,  en  el  helizoide  de- 
sarrollable  de  la  fig.  96,  las  jeneratriees  rectilíneas  son  las  lineas  de  pri- 
mera curbatura,  y las  de  segunda  son  las  secciones  liorizontaics,  como 
ABCDLMFQ....;  porque  esta  espiral  corta  formando  ángulo  recto  a to- 
das las  jeneratriees,  y es  también  una  voluta  (núm.  661)  do  la  hélice 
(ASyJ....  A’S'y’í’....). 

712.  Cuando  la  superficie  propuesta  S sea  ganso,  la  jencratriz  pn,.  143, 
GMP  no  será  ya  utia  línea  de  curbatura,  porque  las  normales  al  largo 

de  esta  recta,  lejos  de  encontiarsc,  forman  un  paraboloide  hiperbólico 
(núm.  593);  pero  como  G.MP  se  halla  en  el  plano  tanjentc  tirado  por 
precisamente  será  la  sección  de  uno  de  los  dos  planos  normales  limites 
(núm.  694)  que  separan  las  secciones  normales  colocadas  debajo  del 
plano  tanjentc,  do  lasque  están  situadas  encima  do  él.  Y como  el  plano 
tanjentc  en  M cortará  a la  superficie  gausa  segnn  otra  segunda  rama 
Ma,  si  le  tiramos  su  tanjente  MQ  que  será  la  traza  del  segundo  plano 
normal  límite,  y si  so  divide  por  mitad  al  ángulo  PMQ  y a su  suplemen- 
to, por  medio  de  las  rectas  M.\  y MB,  estas  últimas  serán  las  trazas 
de  las  dos  secciones  principales  sobre  el  plano  tanjentc,  y también 

51 
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serán  Ins  tanjentes  a las  dos  lineas  deciirbatura  que  parten  desde  M. 

713.  Hallaríamos  resultados  enteramente  semejantes  a éste,  en  tina 
Bupcrfícic  S que,  sin  ser  gausa,  fuese  no  convexa,  porque  el  plano  tan- 
jciitc  de  semejante  superficie,  precisamente  la  cortarla  según  dos  ramas 
que  pasarían  por  el  punto  de  contacto,  y cuyas  tanjentes  indicarían  tam- 
bién la  posición  de  los  planos  normales  limites;  y de  aquí  concluiría- 
mos, lo  mismo  que  arriba,  la  dirección  de  las  secciones  principales  y de 
las  lincas  de  curbatura  en  este  punto. 

rio.H2.  714.  Después  de  estos  varios  ejemplos,  volvamos  a la  teoría  jeneral, 
y concibamos  que  partiendo  desde  un  punto  M,  tomado  a discreción  so- 
bre una  superficie  cualquiera  S,  se  tratan  de  hallar,  entre  los  puntos  in- 
finitamente próximos  al  punto  de  partida,  solos  los  dos  M’  y K,  cuyas 
normales  vaj'aii  a cortar  a la  do  M:  hecho  esto,  y partiendo  de  M’,  haga- 
mos la  misma  indagación  respecto  alos  dos  puntos  M"y  K’,  y continue- 
mos operando  del  mismo  modo  con  los  puntos  M” K,  K’....,  II,  R’....; 

y hallaremos  por  este  medio  dos  series  de  lincas  de  curbatura, 

MM’U,  KK’U’,  RR’U” y MKV,  M’K’V-,  M ’ K ’V’- 

que  divididirán  a la  superficie  propuesta  eii  cuadriláteros  curbilíneos 
cuyos  lados  se  cortarán  siempre  formando  ángulos  rectos  (núm.  702)  e 
ndicarán  las  direcciones  de  las  do*  curbaturas  de  la  superficie,  es  decir, 
'las  direcciones  al  rededor  de  cada  punto,  en  que  presentará  una  curba- 
tura máxima  o mínima  (núm.  703). 

715.  Si  ahora  concebimos  tiradas  por  todos  los  puntos  de  una  de 
las  líneas  de  la  primera  curbatura  MU,  las  diversas  normales  do  la  su- 
perficie S,  estas  rectas  que  consecutivamente  se  encontrarán,  formarán 
una  superficie  desarrollablc  cuya  arista  de  retroceso  GG’G”  que  es  tan- 
jentea  todas  estas  normales,  será  la  série  de  centros  de  la  primera  cur- 
batura de  S,  relativos  a la  linca  MU.  Observémos  ademas,  que  esta  arista 
de  retroceso  será  una  ecoluta  (núm.  C58)  déla  línea  MU,  y hallaréiuus 
también  que  esta  última  es  una  linea  de  curbatura  (núm.  71 1)  respec- 
to a la  superficie  desarrollablc  formada  perlas  normales  deque  estamos 
tratando.  Operando  lo  mismo  con  cada  línea  KU’,  RU”,  TU’”,..,,  de  la 
primera  curbatura,  obtendrémos  una  serie  do  superficies  dcsarrollobles, 
fjue  cada  una  será  normal  a S,  y coyas  aristas  de  retroceso  GG’G”...., 
G,Gi’G,” formarán,  por  medio  de  su  reunión,  tina  su  ^ erficie  5!  lugar 
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de  lo»  centros  de  la  primera  curbatura  do  S,  y a la  que  serán  tanjentes 
las  normales  de  esta  última.  Así  mismo,  existirá  también  otra  segunda 
superficie  lugar  de  los  centros  de  la  segunda  curbatura  de  S,  que  se 
formará  por  las  aristas  de  retroceso,  tales  como  HH’H”....,  de  todas  las 
superñcies  desarrollables  producidas  por  las  normales  tiradas  al  largo  de 
cada  línea  de  segunda  curbatura  MV,  M’V’,  y tocarán  también 

a esta  superficie  las  mismas  normales  que  a 

716.  De  ordinario,  los  lugares  S y S*  de  todos  los  centros  de  curba- 
tura, no  serán  otra  cosa  quedos  napas  distintas  de  una  misma  superfície 
curba,  sujetas  a una  jeneracion  común,  y representadas  por  una  equa- 
cion  sola.  Pero  algunas  veces,  serán  también  dos  superñcies  independien- 
tes, como  sucede  en  las  superficies  de  revolución,  en  que  la  napa  S’  de 
los  centros  de  curbatura  relativos  a los  paralelos,  se  reduce  al  mismo  eje 
de  revolución  (núm.  707),  y la  napa  E de  los  centros  de  curbatura  rela- 
tivos a los  diversos  meridianos,  es  una  nueva  superficie  de  revolución 
enjendradapor  la  rotación  de  la  evoluta  plana  del  meridiano  (núm.  707) 
al  rededor  del  mismo  eje.  Por  lo  demás,  las  dos  napas  de  los  centros 
de  curbatura  de  la  superficie  S son,  con  respecto  a esta,  lo  quo  las  evo- 
lutas  son  relativamente  a las  líneas  curbas. 

717.  Es  preciso  observemos  bien  que  las  superficies  desarrollables,  ric.  421. 
normales  a S al  largo  de  las  líneas  de  primera  curbatura  MU,  KU’, 
RU”,....  son  tanjentes  a la  segunda  napa  de  los  centros  S’,  en  tanto  que 

a la  primera  napa  E la  tocan  las  superficies  desarrollables  que  pasan 
por  las  líneas  de  segunda  curbatura  MV,  M’V’,  M”V”....  Con  efecto,  las 
normales  que  parten  de  M,  M’,y  M”,  se  cortan  sobre  la  primeranapa  E en 
G,  y G’,  lo  mismo  quo  los  normales  que  salen  de  K,  K,’yK”,  que  se  cor- 
tan en  G„  y G,’;  pero  el  encuentro  de  las  normales  desde  M a K,  desde 
M’a  K’,  y desde  M”  a K”,  tiene  lugar  en  H,  II„  y II¡,  sobre  la  segunda 
napa  E’:  luego  esta  napa  es  el  lugar  de  las  intersecciones  consecutivas  de 
todas  las  superficies  desarrollables  de  la  primera  serie,  o bien  es  su  invo- 
lucro (núm.  190),  y por  consiguiente,  es  tanjente  a cada  una  de  ellas.  Del 
mismo  modo  veremos  que  la  napa  ^ es  el  involucro  de  todas  las  superfi- 
cies desarrollables  relativas  a las  líneas  de  la  segunda  curbatura. 

718.  Lo  que  precede  nos  enseña  quo  dos  superficies  desarrollables 
normales  a S,  y que  pertenecen  a la  misma  série,  o que  pasan  por  dos  lí- 
neas de  curbatura  de  la  misma  especie,  como  MU  y KU’,  se  cortan  según 
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unacurba  HH,!!,  que  está  situada  en  la  napa  de  lus  centros  de  la  especie 
opuesta.  Puro  si  cumpuranios  lus  superficies  dcsarrollables  de  series  dife- 
rentes, veremos  que  se  cortan  de  dos  en  dos  según  una  normal  de  S,  co- 
mo sucede  con  G.MM’U  y GMKV  que  tienen  por  intersección  a la  recta 
MG.  Ademas,  esta  intersección  se  efectúa  siein()re  formando  ángulo 
recto,  porque  los  planos  MM'G  y KMG  quo  inaniliestnmente  son  tanjen- 
tes  a estas  dos  superficies  dcsarrollablcs,  son  perpendiculares  uno  a otro, 
en  virtud  de  que  los  elementos  MM’  y .MK  de  las  do.s  líneas  de  curba- 
tnra  son  perpendiculares  entre  sí  y a la  normal  MG. 

719.  Pero  el  plano  M’MG  tanjciitc  a una  superficie  dcsarrollable 
de  la  primera  série,  debe  tocar  (uúm.  717;  a la  segunda  napa  de  los  cen- 
tros S’;  y así  mismo,  ol  plano  KMG  será  tanjente  a la  primera  napa  E: 
luego,  supuesto  que  estos  planos  son  rectnngttlnres,  siempre  que  consi- 
derómos  a estas  dos  napas  desde  un  punto  de  ruta  IM  tomado  arbitraria- 
mente sobre  S,  veremos  los  contornos  aparentes  de  estas  dos  napas 
como  cortados  siempre  formando  ángulos  rectos. 

720.  Observemos  también  que  el  plano  M’MG  es  el  plano  osculodor 
de  la  arista  de  retroceso  GG’G”....  situado  sobre  la  napa  E;  y como  este 
plano  es  perpendicular  al  K.MG  que  toca  a esta  napa  (núm.  717),  sígue- 
se que  la  curba  GG’G”....  tiene  todos  sus  planos  osculadores  normales 
a la  na/ta  E;  )'  por  consiguiente  (núm.  189)  esta  curba  es  ¡a  línea  mí- 
nima entre  dos  de  sus  puntos  sobre  la  superScie  E-  La  misma  conse- 
cuencia tiene  lugar  cu  todas  lus  demas  aristas  de  retroceso  situadas  so- 
bre esta  napa,  así  como  también  respecto  a todas  lus  que  componen  la 
napa  E'. 

721.  Si  las  dos  ñipas  Ey  S’  se  cortan  cu  alguna  parte,  lo  efectua- 
rán en  virtud  de  lo  que  acabamos  de  decir,  formando  ángulos  rectos, 
y su  intersección  ifi  se  llama  el  lugar  de  los  centros  de  curbatura  esférica, 
porque  cada  tanjente  a la  curba  ^ será  una  normal  de  tí,  que  irá  a pene- 
trar a esta  superficie  en  un  punto  A en  el  cual  las  dos  curbaturas  ten- 
drán evidentemente  el  mismo  radio  y el  misino  centro:  de  suerte  que 
serán  iguales,  que  es  lo  misino  que  sucedo  en  cada  punto  de  una  esfera. 
El  conjunto  de  tudas  las  taiijentes  a la  intersección  ^ irá  también  a pe- 
netrar a la  superficie  tí  según  una  curba  .lá  /i”"-!  9'ie  se  llama  línea  de 
las  curbaturas  esféricas,  y que  necesariamente  curta  a todas  las  líneas 
de  curbatura  de  la  primera  y de  segunda  especie. 
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“ Ele  mui  evidente,  ” dice  Monge,  “ que  la  línea  de  las  cnrbaturae  es- 
féricae  sobre  la  superficie  Si  es  una  voluta  de  la  línea  de  los  centros  de 
curbatura  esíerica  Y así,  después  de  haber  fijado  un  hilo,  en  uno  de 
los  puntos  de  esta  intersección  de  las  dos  napas  de  los  centros,  si  al  es- 
tenderle,  le  hacemos  mover  de  modo  que  se  envuelva  sobre  esta  inter- 
sección, y que  la  parte  rectilínea  del  hilo  sea  siempre  tanjente  a esta 
curba,  uno  de  los  puntos  de  este  hilo  recorrerá  la  línea  de  las  curbatu- 
ras  esféricas.  Pero  si  al  estender  el  hilo,  no  nos  sujetamos  a ninguna 
condición,  y suponemos  que  no  ejerce  ningún  razonamiento  en  la  napa 
de  los  centros,  cualquiera  que  sea  la  posición  en  que  se  le  considere, 
estará  dividido  en  tres  partes : la  primera  estará  envuelta  en  una  parte 
de  la  intersección  de  las  doá  napas;  la  segunda  estará  doblada  y tirante 
sobre  la  napa  de  los  centros  a que  el  hilo  se  haya  aproximado,  y se  halla- 
rá aplicada  sobre  una  de  las  aristas  de  retroceso  (*)  cuyo  lugar  es  esta 
napa,  y estas  dos  partes  de  curba  se  tocarán  en  su  punto  coman;  la 
tercera  parte  del  hilo  en  línea  recta  será  tanjente  a esta  arista  de  retro- 
ceso, y normal  a la  superficie  6;  por  último,  la  estremidad  del  hilo  se 
hallará  sobre  esta  misma  superficie.  Así  es  que,  ajitaudo  el  hilo  cons- 
tantemente tendido,  podremos  transportar  el  mismo  punto  de  él  a todos 
los  puntos  subcesivos  de  la  superficie.  Por  consiguiente,  vemos  que 
puede  eujcndrarse  una  superficie  cualquiera  por  los  dos  movimien- 
tos continuos  del  punto  de  un  hilo  tendido  que  se  envuelve  sobre 
la  napa  de  los  centros,  lo  mismo  que  puede  enjendrarse  una  curba  pla- 
na, por  el  punto  de  un  hilo  estirado  que  se  envuelve  sobre  la  evolnta  de 
la  curba. 

723.  “ Presentemos  ahora,  ” continúa  Monge,  “ algunos  ejemplos  de 
la  utilidad  que  estas  jeneralidades  pueden  presentar  a ciertas  artes.  El 
primer  ejemplo  le  tomarémos  de  la  arquitectura. 

o Las  bóvedas  que  se  construyen  de  piedra  sillar  se  componen  de 
diferentes  piezas,  a las  cuales  se  les  da  el  nombre  jenérico  de  dóne- 
las. Cada  dovela  tiene  varias  caras  cuya  ejecución  requiere  el  ma- 
yor cuidado : l.°  la  cara  que  debe  formar  el  paramento,  y debe  ser 


Porque  esta  arista  e»  la  eurba  mínima  entre  dos  de  tus  puntos, 
según  lo  hemos  demostrado  nám.  720. 

51Ó 
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una  parte  visible  de  la  bóveda  debe  también  ejecutarse  con  la  mayor 
exactitud,  esta  cara  ee  llama  intrador,  2.°  las  caras  cu  que  las  dovelas  se 
aplican  unas  a otras  se  llaman  jcncralnicntc  juntas.  Las  juntas  requieren 
también  la  mayor  exactitud  en  su  ejecncicn,  porque  la  presión  se  trans- 
mite de  una  dovela  a la  otra  pcrpcndicularincnte  a la  superficie  de  la  jun- 
ta, y es  necesario  que  las  dos  piedras  se  toquen  en  el  mayor  número  posi- 
ble de  puntos,  con  el  fin  de  que  cada  punto  de  contacto  sufra  la  menor 
presión,  y que  en  todos  ellos  se  aproxime  cnanto  se  pueda  a la  igual- 
dad. Porconsiguiente,  es  preciso  qu3  en  cada  dovela  se  acerquen  las 
juntas  lo  mas  que  so  pueda  a la  verdadera  superficie,  de  que  deben  for- 
mar parte;  y para  que  este  objeto  quede  mas  fácilmente  sntisfocbo,  es  in- 
dispensable que  la  superficie  de  las  juntas  sea  delanatnrale/a  mas  senci- 
lla y do  la  ejecución  mas  susceptible  de  precisión.  Por  esto  es  por  lo  que 
de  ordinario  se  liaccn  las  juntas  planas,  pero  no  todas  las  superficies  de 
las  bóvedas  admiten  esta  disposición,  y en  algunas  Uc  cll.as  chocaríamos 
con  lo  mas  conveniente  de  que  luego  Imblarémos,  sino  diésemos  a las 
juntas  una  superficie  cnrba.  En  este  caso,  es  preciso  clcjir  entre  todas 
las  superficies  curbas  que  puedan  cumplir  cxactamcncon  las  demás  con- 
diciones, aquellas  cuya  jcncracion  sea  la  mas  sencilla,  y su  ejecución 
mas  susceptible  do  exactitud.  Y como  cutre  todas  las  superficies  curbas, 
lasque  son  mas  fáciles  de  ejecutar  son  las  eiijendradus  por  el  movimiento 
de  una  línea  recta,  y sobre  todo  las  superficies  dcsarrollables;  síguese 
que  cuando  se  necesite  que  las  juntas  de  las  dovelas  sean  superficies  cur- 
bas, las  compondremos  en  cuanto  sea  posible  de  superficies  desarro- 
llables”. 

“L’nadc  las  principales  condiciones  con  que  debe  cumplir  la  forma 
de  las  juntas  de  las  dovelas,  es  la  de  ser,  en  todas  partes,  perpendicu- 
lar es  a la  superficie  do  la  bóveda  que  forman  estas  dovelas.  Porque  si 
los  dos  ángulos  que  forma  una  misma  junta  con  la  superficie  de  la  bó- 
veda, fuesen  sensiblemente  desiguales,  el  que  entre  estos  ángulos  exce- 
diese al  ángulo  recto,  seria  capa/,  de  una  resistencia  mayor  que  el  otro, 
yen  la  acción  que  dos  dovelas  consecutivas  ejerciesen  una  sobre  otra, 
el  ángulo  menor  que  el  recto  estarla  espuesto  a romperse,  o por  lo 
ménosesto  deformarla  la  bóveda  y aun  podria  alterar  su  solidez,  y dis- 
minuir la  duración  del  edificio.  Aun  cuando  la  superficie  de  unajunta 
deba  ser  curba,  conviene  enjendrarla  por  una  recta  que  siempre  sea 
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perpendicular  a la  superficie  do  la  bóveda;  y si  ademas,  queremos  que 
la  superficie  de  junta  sea  dcsarrollnhlc,  es  preciso  que  todas  las  norma- 
les a la  superficie  de  la  bóveda,  que  componen,  por  decirlo  así,  la  junta, 
estén  consecutivamente  de  dos  en  dos  cu  un  misino  plano.  Y como  aca- 
bamos de  ver  que  no  puedo  quedar  sotisfecha  esta  condición,  a no  ser 
que  todas  las  normales  pasen  por  uiia  misma  línea  de  curbatura  do  la  su- 
perficie de  la  bóveda;  síguese  que  si  las  superficies  de  las  juntas  de  las 
dovelas  de  una  bóveda  deben  scrdcsarrollables,  es  precisamente  necesa- 
rio que  estas  superficies  encuentren  a la  do  la  bóveda  en  sus  lincas  de 
curbutura. 

“ Ademas,  cualquiera  que  sea  la  exactitud  con  que  se  hayan  ejecutado 
las  dovelas  de  una  bóveda,  su  división  es  siempre  aparento  cu  la  super- 
ficie, y trozan  en  ella  lineas  mui  sensibles,  estas  líneas  deben  estar  su- 
jetas n loycs  jencrales,  y cumplir  con  convenios  particulares,  según 
sea  la  naturaleza  de  la  superficie  de  la  bóveda.  Entre  las  leyes  jenera- 
les,  unas  son  relativas  a la  estabilidad,  y otras  a la  duración  del  edi- 
ficio; de  este  número  es  la  regla  que  prescribe  que  las  juntas  de  una 
misma  dovela  sann  rectangulares  entre  sí,  por  la  razón  misma  de  que  de- 
ben estas  ser  pcndiculnres  a la  superficie  de  la  bóveda.  Y así,  las 
líneas  de  división  de  las  dovelas  deben  ser  do  tal  naturaleza  que  las  que 
dividan  a la  bóveda  en  hiladas,  sean  todas  perpendiculares  a las  que  di- 
vidan a iiiin  misma  hilada  cu  dovelas.  En  cuanto  a los  convenios 
particulares,  los  hai  de  muchas  clases,  nuestro  objeto  no  es  hacer  aqui 
BU  enumeración;  pero  hai  uno  principal,  y es  que  las  lineas  de  divi- 
sión do  las  dovelas,  que  según  acabamos  de  ver  son  de  dos  especies,  y 
que  todas  deben  encontrarse  perpcndicularmente,  deben  también  conte- 
ner el  caráter  de  la  superficie  a que  pertenecen.  Y como  no  existe  otra 
línea  sobre  la  su|)crficie  curba,  que  pueda  a un  mismo  tiempo  llenar  to- 
das estas  condiciones,  sino  las  dos  séries  de  líneas  de  ciirbotura,  y estas 
las  satisfacen  completamente:  síguese  que  la  división  de  una  bóveda  en 
dovelas  debe  siempre  hacerse  según  las  lincas  do  curbatura  de  la  superfi- 
cie de  la  bóveda,  y las  juntas  deben  ser  porciones  de  superficies  desarro- 
llables  formadas  por  las  normales  a la  superficie  que,  consideradas  conse- 
cutivamente, estén  de  dos  en  dos  en  el  mismo  plano;  con  el  fin  de  que  en 
cada  dovela,  las  superficies  de  las  juntas  y la  de  la  bóveda  sean  todas 
rectangulares. 
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'<  Antes  del  descubrimiento  de  las  cunsideraciuoea  JetMiiótrieason  que 
está  fundado  todo  cuando  que  acabamos  de  decir,  teuiaa  los  artistas 
una  idea  confusa  de  las  leyes  a que  conducen,  y jeneralmente  era  eos-  - 
lumbre  el  conformarse  con  ellas.  Asi  es  que,  por  ejemplo,  cuando  Isau-  . .. 
perficie  de  la  bóveda,  era  de  revolución,  ya  sea  que  fuese  esférica,  o ya 
en  lecho  jirante,  dividían  sus  dovelas  por  medio  de  meridianos,  y de  pa- 
ralelas, es  decir,  según  las  líneas  de  curbatura  de  la  supei^ie  de  la  bó- 
veda. Las  juntas  que  correspondían  a los  meridianos  , eran  planos 
tirados  pos  el  eje  de  revolución;  las  que  correspondian  a los  paralelos, 
eran  superficies  cónicas  de  revolución  al  rededor  del  mismo  eje:  y estas 
dos  especies  de  juntas  eran  rectangulares  entre  sí,  y perpendiculares  a 
la  superficie  de  la  bóveda.  Pero,  cuando  las  superficies  de  las  bóvedas  • 
DO  tenian  una  jeneracion  tan  sencilla,  y cuando  sus  lineas  de  curbatura 
no  se  presentaban  de  un  modo  tan  marcado,  como  en  las  bóvedas  de 
esferoides  slongados,  y en  otro  gran  número  de  ellas,  no  podían  loa  aiv 
listas  satisfacer  a todos  las  conveniencias,  y sacrificaban,  en  cada  caso 
particular,  las  que  les  presentaban  mayores  dificultades. 

“ Por  consiguiente,  convendria  que  en  cada  una  de  las  escuelas  de 
jeometría  descriptiva  establecidas  en  los  departamentos,  se  ocupase  el 
profesor  en  la  determinación  y construcción  de  las  líneas  de  curbatura  de 
las  jBuperfícíes  de  que  con  mas  jeneralidad  se  hace  uso  en  las  artes,  con 
el  objeto,  de  que  cu  caso  necesario,  los  artistas  que  no  puedan  consa- 
grar mucho  tiempo  a esta  clase  de  investigaciones,  pudiesen  consultar- 
las con  fruto  y aprovecharse  sus  resultados. 

724.  “ El  segundo  ejemplo  que  indicamos,  lo  tomarétnos  del  arta 

del  gravado 

“ En  el  gravado,  so  espresan  los  tintas  de  las  diversas  partes  de  loa 
superficies  de  los  objetos  representados,  por  medio  de  raiias.que  se  ha- 
cen tanto  mas  próximas  y fuertes  cuanto  mas  oscura  deba  ser  la  tiota. 
Cuando  la  distancia  a que  debe  verse  el  gravado,  es  bastante  grande  pa- 
ra que  los  tra:^o3  individuales  de  las  raitas  puedan  percibirse,  el  jénero 
de  estas  raitas  es  casi  indiferente;  y cualquiera  que  sea  el  contoruo  de 
estos  traeos,  puedo  el  artista  variarlos  y multiplicarlos,  hasta  que  obtea- 
ga  la  tinta  qne  desea  para  producir  el  efecto  pedido.  Pero,  y esto  os  lo 
que  mas  jeneralmente  sucede,  cuando  el  gravado  está  destinado  a ver- 
se de  bastante  cerca  para  que  los  contornos  de  los  trazos  de  las  raitas 
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»c  perciban,  no  hoii  ciuóiices  indiferentes  estos  contornos.  Para  cada 
objeto,  y para  cada  parte  do  la  superficie  de  un  objeto,  hai  contornos  de 
raitas  mas  propios  unos  que  todos  los  otros,  de  dar  una  idea  de 
la  curbatiira  de  la  superficie;  estos  contornos  particulares  son  siempre 
dos  en  número,  y algunas  veces  los  gravadores  emplean  al  mismo  tiem- 
po los  dos,  cuando  para  recargar  con  mas  facilidad  las  tintas,  cruzan  las 
raitas.  Estos  contornos,  de  que  no  tienen  aun  los  artistas  sino  un  senti- 
miento confuso,  son  las  proyecciones  de  las  lincas  de  curbatura  de  la 
superficie  que  quieren  espresar.  Como  la  superficie  de  la  mayor  parte 
de  los  objetos  no  son  susceptibles  de  definición  rigurosa,  no  son  tampo- 
co sus  líneas  de  curbatura  de  naturaleza  adecuada  a poderse  determi- 
nar ni  por  el  cálculo  ni  tampoco  por  medio  de  construcciones  gráficas. 

Pero,  si  desde  su  tierna  edad,  se  hubiese  ejercitado  a los  artistas  en  di- 
ferentes superficies  susceptibles  de  definiciones  exactas,  serian  mas  sen- 
sibles a la  formación  de  estas  líneas,  y a su  posición,  aun  respecto  a los 
objetos  méiios  determinados;  los  ejecutarían  con  mas  precisión,  y sus 
obras  tendrían  mas  espresion. 

“ No  insistiremos  mas  sobre  este  objeto,  que  quizás  no  presenta  sino 
las  menores  ventajas  que  las  artes  e industria  pueden  sacar  del  estable- 
cimiento de  las  escuelas  de  Jeometría  descriptiva  en  cada  una  de  las 
villas  principales  de  Francia”. 

725.  Df.TKRMt.NAcroN  GRAFICA  de  las  líneas  de  curbatura.  Hemos  no.  135. 

citado  ya  (números  707,  708 ) varios  jéneros  de  superficies  en  que 

es  fácil  percibir  inmediatamente  la  forma  de  estas  líneas;  pero  si  qui- 
siáscinos  hallar  sus  direccionsc  en  un  puntoM  dado  sobre  una  superficie 
cuahjuiera  S,  ved  aquí  la  marcha  que  sería  preciso  seguir,  suponiendo 
que  esta  superficie  ca  convexa.  Figurémonos,  sin  construirle,  el  elipsoide 
osculador  S en  el  punto  M,  que  es  el  mismo  que  hemos  representado 
ya  en  la  fig.  135;  y en  seguida,  recordemos  (núm.  696)  que  todo  plano 
normal  corta  a estas  dos  superficies  según  las  curbas  MD  y MD’,  que 
tienen  en  M el  mismo  radio  de  curbatura  p,  y que  ademas,  este  radio  es- 
tá unido  a los  semi-ejes  MO=c,  OD’=d  de  la  elipse  MD’,  por  la  rela- 
¿1  

clon  P ” d = y c^.  De  aquí  se  signe  que,  conociendo  a p y c 

que  tiene  una  lonjitud  arbitraria,  podrémos  hallar  a OD’=d  por  una  mc- 
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dio  proporcionol;  ademas,  esta  última  línea  será  siempre,  respecto  a 
cada  plano  normal,  iiii  semi-diámetro  de  la  elipse  A’B'E’,  cuyos  ejes, 
desconocidos  aquí  do  inagnitnd  y posición,  evidentemente  serán  sufi- 
cientes para  hallar  la  enrimtnra  y posición  de  las  secciones  principa* 
les  ^1.4  }'  MB  de  la  superficie  S en  M;  por  esta  razón,  llainarémos  indi- 
catriz  a esta  elipse  A’B’E’  qnc  es  la  sección  dada  ol  elipsoide  oscula- 
dor,  con  iin  plano  tirado  por  el  centro,  paralelamente  al  plano  tan- 
jente  del  punto  iM. 

no.  135  726.  Para  construir  esta  indicatriz  {*),  dirijiréinos  por  el  plano  ñor* 

’’  mal  en  M diversos  planos  secantes  bastante  próximos  unos  de  otros,  y 
despnes  de  haber  construido  en  rm/rtr/cra  las  secciones 

que  de  esto  modo  resulten  en  S,  indagarémos  por  el  método  del  iiúm: 
666,  sus  radios  de  enrbatnra  p,  p',  p",....  relativos  al  panto  .M;  en  segui- 
da, sobre  im  [llano  cnalqniern  y partiendo  del  punto  arbitrario  m,  traza- 
rémoa  los  radios  vectores  md,  md\  md",....  qnc  formen  entro  sí  los  mis- 
mos úngnios  qiiR  los  que  coinprehendian  entre  sí  los  [danos  secantes,  y 
que  sus  lonjitudes  sean  iguales  a las  medias  proporcionales  siguientes: 

md—  Ví-p,  md'  = Vtp’,  md"  = Vrp”, 


en  cuyas  fórmulas  c espresa  una  lonjitud  arbitraria,  pero  constante. 
Hecho  esto,  la  curba  que  pase  por  todo.s  los  puntos  rf,  d’,  d",....  será  ia 
indicatriz  de  que  acabamos  de  hablar  arriba;  y si  después  de  haber  tra- 
zado esta  elipse,  describimoíc  con  el  radio  md"  un  arco  de  círculo  que 
la  corte  en  /,  la  recta  mu  tirada  por  el  medio  de  este  orco,  y la  perpen- 
dicular mh,  serán  los  dos  somi-ejes  do  la  indicatriz,  los  cuales  son  tam- 
bién los  dcl  elipsoide  oscnlador  que  tiene  por  tercer  eje,  según  la  nor- 
mal, a la  línea  2c.  De  aquí  resulta  (números  696  y 703)  que  los  radios  de 
curbaturade  la  superficie  S cu  M,  tendrán  por  magnitudes  a 


(* J Esta  marcha  la  ha  empleado  untes  M.  Dupin,  en  sus  Desarrollos 
de  Jeometría. 
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y será  tambicn  conocida  la  posición  de  las  secciones  principales,  porque 
sos  planos  deberán  |>asar  por  la  iiorinnl  en  M,  y formar  con  el  [linno  de  la 
sección  rnr/ún^ulos  ignaicsar/imr  y (//ná;  o mas  bien,  si  tniramosel  plano 
de  la  Jig.  137  como  paralelo  al  plano  (alíjente  de  S en  M {fig.  135),  las 
rectas  ma  y mb  serán  las  trazas  de  los  [llanos  normales  que  contienen  a 
esas  secciones  principales;  y también  serán  las  proyecciones  de  las  tan- 
jciucs  a las  dos  líneas  de  enrbatnra  que  parten  del  punto  M,  do  modo 
que  el  primer  elemento  de  cada  una  de  estas  lineas  estará  dirijido  se- 
gún ma  o }nh. 

727.  Cuando  la  superficie  propuesta  S,  sea  wo  conreza  ul  rededorFin- 136 
del  panto  asignado  M,  nos  iiiiajiiiarémos,  sin  necesidad  do  construirle,  * 

el  biporbolo'.de  oscnlador  que  liemos  representado  ya  en  la  Jig.  13G,  y 
recordaremos  (níiin.  G36)  que  los  radios  de  enrbatnra  de  las  secciones 
normales  dadas  perla  cúspide  .M  do  este  hiperboloide,  están  ligados  a 
los  diámetros  de  la  sección  paralela  al  [llano  tuiijentc  que  [lasa  ¡lor  el 

í/* 

centro  O,  por  medio  do  la  relación  p = — ; y en  seguida,  como  estas 

secciones  normales  tienen  la  misma  enrbatnra  que  las  producidas  por  losa 
mismos  planos  en  la  superficie  S,  deducirémosdcaqni  el  procedimiento 
gráfico  siguiente. 

Dirijirénios  por  la  normal  de  S en  .M,  varios  planos  secantes  bastante 
próximos  linos  a otros,  y después  do  haber  construido  cit  su  verdadera 

magnitud  estas  secciones  y sus  radios  de  ctirbatura  p,  p’,  p” (núm. 

6G6)  relativos  al  ¡iiinto  M,  detcrininarémos  las  medias  proporciónalas 
siguientes : 

d = V<p,  íf  = Vcp’,  V'rp”, 

en  lascnalcscrcpresenta  una  línea  arbitraria  pero  constante;  en  seguida* 
tomarémos  estas  hinjitudus  d,  r/',  ri”,....  según  las  rectas  md,ind',  md",... 
trazadas  sobro  un  plano  cualquiera,  pero  de  modo  que  formen  entre  sí 
los  mismos  ángulos  que  comprelicnden  los  [danos  normales  de  que  nos 
hemos  servido;  y la  indicatrh  que  paso  por  todos  los  puntos  d,  d\  d'\.... 
determinados  do  esto  modo,  será  la  hi[iérbola  que  [iroducirá  en  el  hiper- 
boloide osculador,  un  plano  secante  tirado  por  el  centro  paralelamente 
al  plano  tanjente  del  punto  M. 

728.  Las  construcciones  precedentes  suponen  que  todos  los  radios 
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p,  p’,  p”, son  positivos;  porque,  si  uno  de  los  planos  nornmiea  a S nos 

diese  una  sección  situada  encima  del  plano  tanjente,  como  el  radio  de 
curbatura  p^  de  esta  sección  seria  ncgatiio  (iiúin.  G8G,  nota),  tendríamos 
que  la  inedia  proporcional  ^ cp,  sería  imajinaria,  cuyo  resultado  cierta- 
mente está  en  perfecta  armonía  con  la  naturaleza  de  los  diámetros  de 
la  hipérbola  d,  d\  d",....  que  ya  no  encuentran  a esta  enrba  cuando  se 
desvian  mas  allá  de  cierto  limite,  pero  que  exije  una  modificación  en 
las  operaciones  gráfícas.  Aun  cuando  encontremos  secciones  normales 
situadas  encima  del  plano  tanjente  de  Sen  M,  no  liaremos  cuenta  sino 
de  la  mognitud  absoluta  desús  radios  de  curbatura  p„  p/,  pj”,....  y des- 
pués de  haber  construido  las  medias  proporcionales 

mí  — Vcp„  mí'  = V'cp,’,  mí”  = ^cp”, 

tendremos  cuidado  de  distinguir  esta  clase  de  radios  vectores,  para  reu- 
nir sus  cslremidades  por  medio  de  una  hipérbola  particular did'  que  se- 
rá una  nueva  rama  de  la  indicatriz,y  que  podemos  mirar  como  la  sec- 
ción que  produciria  en  el  hiperboloide  osculador,  un  plano  paralelo 
*al  plano  tanjente,  pero  tirado  encima  del  punto  M,  y a una  distancia 
igual  a c, 

rio.  t38.  "29.  Sentado  esto,  construiremos  el  primer  eje  ma  de  la  indicatriz, 

tirándole  por  el  medio  dcl  arco  do  círculo  r^'dcscrito  con  uno  de  los  diá- 
metros md,  cu  seguida,  el  segundo  eje  wiá  que  es  perpendicular  al  pri- 
mero, y de  aquí  concluirémos  las  asíntotas  ;/tP  y mQ,  comunes  a estas 
dos  hipérbolas  conjugadas.  En  este  caso,  los  dos  radios  de  curbatura  de 
la  superficie  S en  el  punto  M (núm.  698)  tendrán  por  magnitudes  a 


R = : 


y R’  = 


7ulf 


y las  secciones  principales  nos  las  darán  los  dos  planos  normales  que 
formen  con  el  plano  común  relativo  a nul,  los  ángulos  dma  y dmb\  o 
mas  bien,  si  miramos  al  plano  de  la  fig.  138  como  paralelo  al  plano  tan- 
jente  de  6 en  M,  las  rectas  ma  y mb  serán  las  trazas  de  los  planos  nor- 
males  que  contienen  a estas  secciones  principales,  y también  serán  las 
proyecciones  de  las  tanjentes  a las  dos  líneas  de  curbatura  qne  par- 
len de  M. 
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7:}().  Eli  cimiito  a los  planos  normales  limites  que  separan  las  seccio- 
nes cmcexm  o sitiiaiius  debajo  del  plano  tnnjeiite,  de  las  que  se  hallan 
encima  yquc  llaniaréinos  cóncaras,  sabemos  'nfiin.  094)  que  cortan  a la 
stiperlicie  B según  enrbas  cuyos  radios  de  curbatura  son  intinitos  en  el 
punto  M;  luego  csio.s  planos  tendrán  por  trazas  sobre  el  plano  tanjente, 
a los  diámetros  indctiiiidos  de  la  indieulriz,  es  decir,  a las  dos  asíntotas 
«il*  y wCl  que  se  dcteriniuaráii  por  medio  dcl  rectángulo  construido  so- 
bre los  dos  ejes  ma  y wi;  do  aquí  resulta  que  estas  asíntotas  tendrán  ca- 
da una  «n  contacto  de  segunda  órden,  (torio  ménos,  con  las  dos  secciones 
normales  limites-,  con  efecto,  es  fácil  ver  que  son  precisamente  las  inter- 
secciones dcl  plano  tanjente  en  M con  el  hiperboloide  osculador. 

731.  Como  ademas,  este  plano  tanjente  debe  cortar  a la  superfi- 
cies no  convexa  según  una  curbadedos  ramas  que  pasan  por  el  pun- 
to M,  sucederá  también  que  las  rectas  «lE  y mU  serán  tanjentes  a estas 
dos  ramas.  Con  efecto,  cada  una  de  estas  rectas  se  halla  en  el  planotan- 
jentc,  y tiene  dos  elementos  comunes  con  S,  según  lo  que  so  ha  dicho 
en  el  número  procedente;  luego  estos  dos  elementos  pertenecen  a la  in- 
tersección de  la  superficie  por  su  plano  tanjente,  y cada  rama  curba 
de  esta  ofrecerá  segnn  esto  un  contacto  de  segundo  orden  con  >«P  o wtQ. 
Ademas,  estas  son  dos  ramas  que  nos  darán  los  límites  precisos,  de  las 
cuatro  rejiones  alternativamente  convexas  o cóncavas  (núm.  (¡94)  que 
presenta  la  superfiaie  al  rededor  del  punto  M. 

732.  Las  condiciones  precedentes  nos  dan  el  modo  de  simplificare! 
método  del  iiúin.  727  respecto  a una  superficie  S no  convexa,  admitiendo 
para  ello  que  sabemos  construir  las  tanjentes  en  un  punto  múltiplo  de  la 
intersección  de  esta  superficie  con  su  plano  tanjente;  o limitándonos  a 
tirarlas  aproximadamente,  hipótesis  tanto  mas  plausible  cnanto  qnc  la 
dirección  de  estas  rectas  estará  aqtií  mejor  indicada,  porque  cada  rama 
de  la  intersección  nos  presentará  un  nrco  casi  rectilíneo  (núm.  731)  en 
los  alredcdoresdcl  punto  considerado  M.  Con  efecto,  bastará  construir 
esta  intersección  sobre  nn  plano  paralelo  al  plano  tanjente  de  S en  M, 
y tirarle  las  tanjentes  7íiP  y »/iQ  ni  punto  múltiplo,  las  cuales  serán  las 
asíntotas  de  la  indicatriz  que  no  tendremos  necesidad  de  trazar;  dividir 
en  seguida  en  dos  partes  iguales  a los  ángulos  agudos  y óbtuos  que  for- 
man estas  asíntotas;  y hecho  esto,  las  rectas  bisectoras  maymb  serán  las 
trazas  de  los  planos  normales  i>rincipales,  y también  las  tanjentes  a las 
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líos  lincas  (Je  ciirl>atiira  que  parten  desdo  M.  Ensci^iiid!),  nos  lialirú  mas 
qiic  coiistrnir  lus  secciones  cinisndns  en  In  superficie  H porcada  uno  de 
estos  planos  principales,  y linllar  (núni.  Cü  >)  I >s  radios  de  curbntura  de 
estas  secciones  que  serán  los  de  In  superficie  niisinn. 

Lsln  niarclia  se  oinplearin  con  ventaja  oii  un  punto  cnnlqniern  de  un 
iiíperljoloidu  o paraboloide  •;auso,  porque  In  sección  del  plano  tniijentc 
estnrin  compuesta  de  dos  rectas  que  ociiparinn  el  lugar  de  las  tanjciitcs 
que  ern  preciso  tirar  aipií  arriba  nproxiinadaiiicntc.  Respecto  a una  su- 
perficie g uisa  cimiqniera  ()ig.  143)  una  de  estas  tniijcntcs  sería  In  jene- 
ratrlz  rectilínea  G.MP,  y In  segunda  rama  3Ia  de  la  intersección,  se  ob- 
tendria  por  la  marcli'i  jeiioral  del  núin.  533. 

733.  Por  el  contrario,  si  qiiisiéscinos  construir  rigurosamente  las 
tnnjenies  al  punto  inúltiplo  de  la  intersección  do  una  superficie  cualquie- 
ra no  convexa,  con  su  plano  tanjentc,  no  lialiria  mas  que  dctcriuinar, 
como  en  el  núni.  727,  las  direcciones  y los  radios  de  curbntura  de  las 
dos  secciones  principales  relativas  al  [innto  de  contacto  asignado;  y de- 
ducir en  seguida,  por  niu>lio  del  núni.  733,  las  asíntotas  do  lu  indicatriz, 
qiio  serian  las  tanjentes  que  biiscnmos. 

no.  45.  734.  Api.tc.vcioN  ai.  Tono.  A este  toro,  representado  cu  el  depurado 

45,  lo  ha  cortado  su  plano  tanjente  .M'T'T  relativo  al  punto  (-M,  M'), 
según  una  curba  dcdosraina.s  31HRE.,..  yM//rrque  liemos  construido 
en  el  lu'im.  '268.  Para  hallar  las  laiijenlcs  en  31  de  estas  ramas,  observa- 
rémos  que  cu  el  caso  actual  en  que  la  superficie  es  do  revolución,  el  me- 
ridiano A'jM'B'  es  a un  mismo  tiempo  primera  línea  de  curbr.tiira  y se- 
gunda sección  piincipal  ( núni.  708 J cuyo  radio  dccurbatiira  es  Il=.3I’ai; 
la  otra  sección  priiici|>al  estará  situada  cu  el  plano  perpendicular 

al  ineridiauo  precedente,)’  tendrá  por  radio  de  curbutiira  a ll’=.4P^,  es 
decir,  a la  porciou  de  la  normal  cuinprehendida  entre  el  panto  .41’  y el 
eje  O’Z'  do  revolución  (iiúiti.  703).  Para  deducir  de  aquí  el  hiperboloide 
osculador  en  el  punto  (.M,  .M'),  es  preciso  (núm.  638)  dar  ul  eje  real  de  es- 
ta superficie,  dirijido  según  la  normal  (.M 'tu,  .3113),  una  loiijitnd  arbitraria 
e que  al  presento  elejirémos  precisamente  igual  ni  radio  jM'w,  porque  usí 
resulta  para  el  segundo  eje  real  dirijido  según  (oía,  BC),  esto  sencillo 
valor a=  c.R=M’(«;  es  decir,  que  el  hiperboloide  será  de  revolución, 
y tendrá  por  círculo  de  la  garganta  al  meridiano  dado  (A'.M'B’cc,  AC). 
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Eli  cuanto  al  eje  íuiajinurio  que  sea  perpendicular  a este  meridiano  y 
jmse  por  su  centro  (tu,  B),  su  lonjitnd  determinaba  por  b=\’c  . R’,  será 
la  recta  M’S  media  proporcional  entre  M’tu  y JM’^.  Ahora  que  el  hiper- 
boloide oscnlador  está  completamente  determinado,  qnedaremos  dispen- 
sados de  construir  la  indicntriz  |ior  puntos,  por(|uo  esta  curbaiio  esotra 
cusa  (núin.  727)  ipie  la  sección  dada  al  hi[icrboluido  por  el  plano  atue 
paralelo  al  plano  taiijente  .ArT'T;  por  consigiiicuici  esta  será  una  hipér- 
bola que  tendrá  por  eje  real  a tu*,  y por  eje  imajinario,  a una  recta  igual 
a M’g  levantada  en  el  centro(tü,  B)porpendicularmcnte  al  plano  vertical. 
Las  asíntotas  de  esta  indicntriz  serán  ahora  do  tacil  construcción; 
pero  como  en  seguida  sería  preciso  proyectarIa.s  sobre  el  plano  tanjen- 
te  M’T’T,  lo  que  cvidentcincnte  so  reduce  a tomar  a jr¡5’=:tDa  y le- 
vantar desde  el  ¡lunto-á'’  una  perpcndicidar  al  plano  vertical  que  ten- 
ga por  lonjitnd  a M’o;  la  hipotenusa  del  triángulo  rectángulo  formado 
do  este  modo,  será  la  proyección  do  la  asíntota  sobre  el  plano  tanjentc, 
y también  será  (núin.  731)  la  tanjentc  misma  de  la  sección  causada  por 
este  plano  en  el  toro.  En  fin,  para  obtener  esta  tnnjente  sobre  el 
plano  horizontal,  es  preciso  proyectar  el  lado  M’d’  de  este  triángulo  se- 
gún Md,  levantaren  seguida  una  perpendicular  d/l=M’6,y  la  recta  >lM 
será  la  tanjente  de  la  rama  M/nr.  La  tanjonte  /f'M  de  la  otra  rama 
iNIIIRE  se  obtendrá  por  medio  de  la  segunda  asíntota,  y como  esto  se  re- 
duce a lomar  a dyi”=d,|,  vemos  que  en  cuanto  al  método  práctico,  la 
construcción  de  estas  dos  lanjcntes  no  exije  sino  un  número  corto  de 
operaciones  mui  sencillas. 

735.  Desjiues  de  haber  determinado  por  los  métodos  precedentes, 
las  tanjentes  o los  primcro.s  elementos  de  las  dos  líneas  de  curbatura  re- 
lativos a un  punto  cualquiera  sefialado  sobre  una  superficie  jencral  S, 
será  preciso para  obtener  el  curso  entero  do  estas  líneas,  que  repitamos 
operaciones  semejantes  a las  anteriores  en  un  pnnto  i^mi  prú.ximo  a 
a M,  y clcjidusobrc  una  de  las  dos  tanjentes  halladas  ya;  operar  en  se- 
guida lo  mismo  con  un  pnnto  -M,  próximo  a AL  y colocado  sobre  una  de 
las  dos  direcciones  que  siguen  las  líneas  de  curbatura  relativas  a este  úl- 
timo punto;  y así  subcesivamente.  Pero  la  complicación  e incertidumbre 
de  semejante  marcha,  hace  ver  que  la  determinación  completa  de  las 
líneas  de  curbatura  es  un  problema  que  jeneralmcnte  es  insolublc  por 
medio  de  operaciones  puramente  gráficas;  por  consiguiente,  debemos  re- 
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ciirrir  al  Aiiáliain  para  cüinscguir  üatus  ciertos  sobre  c.sta  materia,  ciiuti- 
ifo  la  superficie  no  .se  bulle  entre  alguno  de  los  jéncros  c.xaminndos  en 
los  níiineros  707,....  711;  y ahora  vamos  u esponur  los  bellos  resultados 
a que  llegó  Monge  en  el  ejemplo  de  un  elipsoide  de  tres  ejes  desi- 
guales (•). 

FIO.  Ht.  73(3.  Sean  o,  ¿ye  Jos  tros  semi-ejes  del  elipsoide  dado,  entre  los 
cuales  suponemos  que  existe  la  relación  «>  ¿>  c.  Adoptémos  por  pla- 
jio  iiorizoniul  de  proyección,  un  plano  paralelo  a los  dos  ejes  mas  gran- 
des, y elijamos  el  plano  vertical  jiaralclo  al  eje  máximo  y al  mínimo.  íji 
entonces  (O,  O’)  es  el  centro  de  la  superncic,  y describimos  sobre  los 
serai-ejes  0\—a  y OB=¿,  una  elipse  (ABDE,  A’l)’),  este  será  el  contor- 
no aparente  del  elipsoide  sobre  el  [daño  horizontal;  en  tanto  que  el  con- 
torno aparente  relativo  al  plano  vertical,  será  la  eli[ise  (A’C’D’F’,  .\D) 
descrita  con  los  semi-ejes  Ü'A’=«  y 0'C’=c.  La  tercer  elipse  principal, 
que  tiene  por  semi-ejes  a ¿ y r,  se  halla  proyectada  sobre  BE  y C’F';  y 
la  hemos  abatido  aquí  según  EC”.  En  cuanto  a las  excentricidades  de 
estas  tres  elipses,  las  hullarémus  gráricamcnta  por  medio  de  las  relacio- 
nes conocidas 


e—  S a“—b‘,  t’  — Vtt*— c',  y e"  — V¿' — c‘ ; 

y así  será  fíicil  construir,  con  el  ausilio  de  las  cuartas  proporcionales,  las 
dos  distancias 


Oa 


^ rt“— ¿d  ac 


V OS: 


¿c 


sobre  estas,  como  semi-ejes,  describirémos  una  auúlkir  ae3> 

y en  seguida  una  hipírhola  ausilinr  aóy.  Hecho  esto,  tomarémos  sobre 
los  ejes  de  la  proyección  vertical,  dos  di.stnncias 


O’X’  = a 


ae 

e 


-,  y OZ  =r  V , 


con  las  las  cuales,  como  semi-ejes,  describiremos  una  nueva  elipse  ausi- 


(*)  Víase  el  capítulo  XVI  de  nuetra  Análisis  aplicada  a la  Jcoiue- 
tria  de  tres  dimensiones. 
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liar  X’,1Z’  que  so  Imllará  siempre  fuera  del  elipsoide,  porque  sus  dos 
ejes  son  cvideiitcmeiite  mayores  que  a y c. 

7d7.  Sentado  esto,  el  análisis  nos  ensoOa  que  los  líneas  de  curbatura 
ds  la  primer  especie  están  proyectadas  horizontalmeiite  según  las  hipér- 
bolas TU,  LS,  KR,....  y verticalincute  según  las  elipses  T’U’,  L'B’, 

K’R’ que  con  los  datos  precedentes  se  construyen,  del  modo  siguien- 

te. Después  de  haber  elejido  sobre  OA  un  punto  arbitrario  T,  pero  si- 
tuado entre  O y a,  se  trazan  dos  coordenadas  Te  y e9  do  lu  elipse  ausi- 
liar  aS;  en  seguida,  con  la  abscisa  ÜT  como  eje  real,  y con  la  ordena- 
da 03  como  eje  imajinurio,  se  describirá  uua  hipérbola  TU.  Hecho  esto, 
se  proyecta  el  punto  U en  que  esta  hipérbola  va  a cortar  al  contorno  apa- 
rento AUD,  a U’,  desde  el  cual  se  trazan  las  dos  coordenadas  U’rr  y de 
la  elipse  ausiliar  X’Z';  en  sognidn,  con  la  abscisa  O'U’  y la  ordenada  O'; 
coraosemi-cjes,  se  describe  una  elipse^T’U’  que  es  la  proyección  vertical 
do  la  línea  de  curbatura  proyectada  ya  horizontalmente  según  TU.  Co- 
nocemos muí  bien  quo  esta  línea  de  curbatura  m gausa,  pero  cerrada,  y 
que  presenta  partes  simétricas,  encima  y debajo,  delante  y detrás  de  los 
planos  principales  del  elipsoide,  lo  que  motiva  que  sus  dos  proyecciones 
no  ocupen  sino  una  porcina  limitada  de  la  hipérbola  o de  la  elipse. 

738.  £ii  cuanto  a las  líneas  de  curbatura  de  la  segunda  especie,  es-  no.  144. 
tas  se  proyectan  horizontal  y verticalmente  sobre  las  elipses  (^MV, 
9’M’V’)  y ■'VN’!’),....  que  so  construyen  del  modo  siguiente.  Des- 
pués de  haber  tomado  un  punto  arbitrario  V entre  a y A,  se  trazan  Iss 

dos  coordenadas  Vd  y d'j'  de  la  hipérbola  ausiliar  ay:  y en  seguida,  so- 
bre los  rectas  OV  y O)/  como  serai-cjes,  so  describe  una  elipse  . He- 
cho esto,  se  proyecta  el  vértice  9 o 'I'  de  esta  curba,  sobre  la  elipse  prin- 
cipal abatida  según  EC",  y se  levanta  el  punto  9”  a 9’  sobre  el  plano 
vertical;  trazando  en  seguida  las  dos  coordenadas  9’fi  y pW’  de  la  elipse 
ausiliar  X'Z',  obtendrémos  loa  dos  semi-ejes  O’W’  y 0*9’  de  la  elipse 
que  buscamos  9’V’W’,  y solo  una  parte  de  ella  recibe  la  proyección  ver- 
tical de  la  línea  de  enrbatura  que  es  también  cerrada  y gau»a. 

739.  Estudiemos  ahora  las  variaciones  de  forma  que  padecen  las 
líneas  do  enrbatura  do  los  dos  especies,  cuando  los  puntos  T y V se 
alejan  o aproximan  a a.  Cuando  el  punto  T está  en  O,  y el  punto  V en 
A,  la  proyección  de  la  primera  línea  de  curbatura  se  roduce  evidente- 
mente a la  recta  £OE,  y la  segunda  se  convierte  en  la  elipse  ABD,  lo 

53 
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ijiie  no.«  dice  que  las  mismas  dos  elipses  principales  EC”  y ABDE  son  lí- 
neas de  ciirbatura;  con  efecto,  las  normales  del  elipsoide  tiradas  por  todos 
los  puntos  de  la  una  o de  la  otra  de  estas  curbas,  están  situados  en  su  pla- 
no, y no  pueden  dejar  do  cortarse  consecutivamente.  Cuando  los  puntos 
Ty  V se  aproximan  n ot,  la  hipérbola  TU  y la  elipse  VM^  se  estrechan 
cada  vez  m.'ts,  y cuando  estos  puntos  h.ayan  llegado  a a,  la  segunda  se  re- 
duce evidentemente  a la  porción  de  recta  am,  mientras  que  la  primera  es 
reemplazada  por  las  porciones  rectilíneas  a.V  y tuD;  de  modo  que  en  esto 
caso  las  dos  líneas  de  cui  batura  vienen  a coincidir,  y su  conjunto  nos  da 
la  elipse  principal  (.\D,  A'C'D').  Vemos  pues,  que  el  punto  a y su  ho- 
mólogo (I)  determinan  sobre  el  elipsoide  cuatro  puntos  singulares  (a,  a’), 
(a,  a”),  (til,  id'),  (id,  id"),  en  los  cuales  las  lincas  de  ciirbatura  de  las  dos 
especies  vienen  a confundirse,  así  también  nos  lo  enseña  la  proyección 
vertical  en  la  que  las  elipses  ^T’U’  y if’V’W  se  abren  cada  vez  mas,  una 
en  sentido  horizontal,  y la  otra  en  el  vertical;  o mas  bien,  en  estos  cua- 
tro puntos,  la  dirección  de  las  líneas  de  ciirbatiira  son  iudeterininndas, 
según  lo  prueba  el  análisis,  y la  curhatura  de  la  superficie  al  rededor  de 
cada  uno  de  ellos  es  uniforme-,  de  modo  que  estos  son  cuatro  ombligos, 
según  los  hemos  definido  en  el  núm.  C92, 

740.  El  Análisis  prueba  también  que,  sobre  el  plano  vertical,  todas 
las  elipses  de  las  dos  series  están  inscritas  en  el  rombo  X’Z’X”Z”,  que 
precisamente  es  tanjciite  a la  elipse  principal  A’C’D’F’  en  los  cuatro 
ombligos;  y para  manifestar  una  aplicación  de  esta  bella  teoría,  vamos  a 
citar  lo  que  Monge  ha  escrito  sobre  este  asunto. 

741.  “ Si  80  tratase  de  embovedar  un  espacio  circunscripto  por  una 
elipse  en  la  proyección  horizontal,  no  se  podría  dar  a la  bóveda  una 
superficie  mas  acomodada  que  la  de  la  mitad  do  un  elipsoide,  en  el  cual 
una  de  las  (dipses  principales  coincidiese  con  la  elipse  del  nacimiento; 
y su|>oincndo  que  esta  bóveda  debiese  ejecutarse  con  piedras  sillares, 
sería  preciso  que  la  división  en  dovelas  so  ejecutase  por  medio  de  las 
líneas  de  curbatura  cuya  construcción  hemos  dado  ya,  y que  las  juntas 
fuesen  las  superficies  dcsarrol  labios  normales  a la  bóveda.  Las  líneas 
do  división  en  dovelas,  trazarían  sobre  la  superficie  compartimientos  rec- 
tangulares susceptibles  de  decoración;  y estos  mismos  compartimientos 
no  tendriau  nada  de  fantástico;  porque  no  serian  sino  una  consecuencia 
necesaria  de  la  línea  que  se  nos  dió  primero,  que  fue  una  elipse;  pero  el 
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destino  del  local  podría  influir  en  la  elección  del  eje  que  entre  los  tres 
fuese  preciso  colocar  vcrticalinente. 

“ Sí  no  habieso  ninguna  razón  para  hacer  al  eje  vertical  igual  a uno 
de  los  ejes  horizontales;  los  tres  ejes  serian  desiguales.  En  esta  hipó- 
tesis, podría  el  eje  vertical  ser  mayor  que  los  otros  dos,  y la  bóveda  se- 
ría entónccs  peraltada;  dicho  eje  podría  ser  el  menor  de  los  tres,  y en- 
tonces la  bóveda  seria  rebajada;  hnalmciite  podría  este  eje  estar  cora- 
prchendido  entre  los  otros  dos,  y entónccs  la  bóveda  sería  media.  La  bó- 
veda peraltada  manifestará  en  jcneral  mas  atrevimiento  y mas  dignidad; 
y si  el  arranque  estiibicse  a una  grande  altura,  cualquiera  que  fuese  el 
destino  del  local,  la  bóveda  peraltada  sería  la  que  se  debia  emplear,  por- 
que su  gran  elevación  haría  aparecer  sus  dimensiones  verticales  meno- 
res que  lo  que  en  realidad  son;  una  bóveda  de  cualquiera  otra  especio 
quedarla  demasiado  achatada.  Como  en  la  bóveda  rebajada  se  disminuye 
mucho  el  volúmen  de  aire  que  compreheude,  será  mas  favorable  a la 
voz  de  un  orador.  Si  el  local  debiese  ser  iluminado  por  dos  arañas 
suspendidas  do  la  bóveda,  sería  preciso  que  esta  fuese  o peraltada 
o rebajada,  porque  en  estos  dos  casos,  tendría  su  superñcie  dos  om- 
bligos, colocados  simétricamente  encima  del  eje  mayor  do  la  elipse 
horizontal,  y estos  ombligos  que  so  hacen  mui  perceptibles  por  los 
compartimientos  distribuidos  al  rededor  de  ellos,  serian  los  puntos  na- 
turales de  suspensión;  en  este  caso  podremos  disponer  de  la  razón  que 
deban  tener  los  ejes,  puraque  estos  puntos  estén  espaciados  de  un  modo 
conveniente. 

“ Por  el  contrario,  si  el  local  debiese  tener  cuatro  aberturas  grandes, 
o si  la  bóveda  debiese  estar  sostenida  por  cuatro  grupos  de  columnas,  o 
finalmente  si  en  la  decoración  interior,  so  empleasen  cuatro  soportes 
distribuidos  simétricamente,  sería  preciso  elejir  la  bóveda  media  en  la 
que  los  cuatro  ombligos  están  siempre  en  el  arranque,  y colocar  los  ma- 
cizos o soportes  en  las  cuatro  estremidades  de  los  ejes,  porque  en  los 
alrededores  de  estos  cuatro  puntos,  y léjos  de  los  ombligos,  es  donde 
las  líneas  dernubatura,  aparentes  por  la  decoración  de  la  bóveda,  y que 
ademas,  encu:;ntran  todas  verticalmente  al  arranque,  se  desvian  mas 
lentamente  de  la  línea  de  mayor  pendiente  de  la  superficie. 

742.  “ En  el  dia  se  ocupan  en  la  construcción  de  las  salas  para  los 

dos  consejos  de  la  lejislatura;  el  sitio  de  que  se  ha  podido  disponer  has- 
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in  d presente  para  estas  salas,  ha  obligado  a dar  al  anfiteatro  raénos 
profiindidad  enfrente  al  orador  que  a los  lados;  y como  la  cspcricn- 
cia  liA  probado  que  la  voz  alcanza  de  freute  a mayor  distancia,  fia- 
rece  que  e.sln  es  una  dispocicioii  enteramente  contraria  a la  que  se  de- 
bía adoptar.  De  todas  las  formas  prolongadas  que  se  pueden  dar  a un 
anfiteatro,  no  hai  ninguna  cuya  Ici  sea  mas  sencilla  y mas  graciosa  que 
la  elíptica;  por  consigiiiento,  sería  preciso  que  la  sala  fuese  elíptica,  y quo 
quedase  cubierta  por  nna  bóveda  de  la  forma  do  un  elipsoide  rebajado. 

“ El  servicio  de  las  asambleas  lejislativas  exije  que  haya  un  sitio  para 
la  mesa,  delante  de  ella  está  la  tribuna  dcl  orador.  Colocando  la  mesa 
en  uno  de  los  vértices  de  la  elipse,  podríamos  destinarle  un  espa- 
cio suficieuie  para  la  comodidad  del  servicio,  y el  orador  so  hallarla 
imturalnicnte  colocado  bajo  uno  de  los  ombligos  de  la  bóveda;  y el  anfi- 
teatro no  ocoparia  sino  la  parte  que  estuviese  delante.  Una  galería  que 
diese  vuelta  a toda  la  sala  y que  estuviese  bastante  elevada  puro  que 
estuviese  bastante  separada  dcl  anfiteatro,  serviría  para  qnc  el  público 
se  colocase.  La  sala  que  no  tuviese  tribuna  ni  ninguna  otra  especie  de 
irregularidad,  podría  decorarse  con  columnas,  haciendo  que  a coda  una 
de  estas  coi  respondiese  una  moldura  en  la  bóveda,  dirijida  sogiiii  la  línea 
de  curbatura  ascendente.  Todas  estas  molduras,  verticales  en  su  arranque, 
se  encorbarán  al  rededor  de  uno  u otro  ombligo,  para  volver  a bajar  en 
seguida  a plomo  sobre  las  columnas  opuestas,  y estarán  cruzadas  per- 
pendicuiariuentc  por  otras  molduras  dobladas  según  las  líneas  de  la  otra 
curbatura.  Los  intervalos  de  estas  molduras  podrán  estar  abiertos,  ya  sea 
para  dar  luz  a la  sala,  o para  dar  salida  al  aire,  y formarán  vidrieras  mé- 
iios  fantásticas  que  los  rosetones  de  nuestros  iglesias  góticas.  Por  fin,  dos 
aranas  suspendidas  de  los  ombligos  de  la  bóveda,  a cuya  suspensión 
parecería  concurrir  toda  la  bóveda,  servirían  para  iluminar  la  sala  du- 
rante la  noche. 

" No  entrarémos  en  mayores  pormenores  sobre  este  asunto;  bástanos 
haber  indicado  a los  artistas  un  objeto  simple,  cuya  decoración,  aun- 
que mui  rica,  puede  no*  tenor  nada  arbitrario,  porque  principalmente 
consiste  en  mauifestar  a la  vista  de  todos  un  ornato  mui  gracioso,  saca- 
do de  lanaturaleza  misma  del  objeto.  ” 

743.  Para  hacer  que  el  depurado  144  fuese  aplicable  a las  ideas  que 
acaba  de  esponcr  Monge,  sería  preciso  distribuir  los  líneas  de  curbatura 


Digitized  by  Google 


CArITULU  II.  DE  LA  Ci;Rtt;ITUIU  PE  Ll»  WrKIIFICIEJ.  4‘J  I 

ascendentes,  de  modo  qiio  dividiesen  a la  elipse  de  arranque  A UDE 
en  partes  iguales  US,  SR,...  Dado  que  fuese  cntúuccs  el  {luuto  U,  le 
proyectaríamos  a U’,  y de  aquí  coucluiríamcs  los  dos  sctni-cjcs  U’n  y 
ns  de  la  elipse  ?T’Ü’,  y una  vez  trazada  esta,  nos  doria  el  punto  T’, 
que  proyectado  a T determinaria  los  vértices  y los  ejes  Te,  eO  de  la 
hipérbola  pedida  TU.  En  cuanto  a las  líneas  de  segunda  curbatura, 
las  haríamos  pasar  por  puntos  que  dividiesen  a la  scmi-elipse  EC”B 
un  un  número  impar  de  partes  iguales;  y proyectando  cada  punto  de 
división  !p”  n y levantándolo  a íp’,  nos  darla  n conocer,  como  en  el 
núm.  738,  a los  semi-ejes  y JV,  tf'p  y pW,  de  las  elipses  '^Vip  y 
'f’V’W,  según  las  cuales  se  proyecta  una  línea  de  la  segunda  cur- 
batura. 

744.  IIiPERUüLoiDE  oscL'i.ADOK  rtí í/f  uiui  jencratriz  de  nna  r,A,  m.i. 
luperjicic  gausa  S.  Hemos  visto  (núm.  .'í78)  que  si,  en  los  planos  lan- 
jentes  relativos  a tres  puntos  M,  M’  y M",  tomados  sobre  lamismajcnc- 
ratriz  G,  se  trazaban  las  rectas  arbitrarias  MQ,  M’ti’,  y las  adop- 

tábamos por  directrices  de  la  recta  móvil  ü,  obtendríamos  de  este  modo 
un  hiperboloide  de  una  napa  que  se  identificaría  con  la  superficie  S en 
todo  el  largo  de  la  recta  GMM'M”,  es  decir,  que  tendria  cu  cada  punto 
de  esta  línea  el  mismo  plano  tanjente  que  S;  de  modo  que  el  elemento 
superficial  indefinido  en  lonjitud,  sería  común  a las 

dos  superficies.  Pero  hai  una  infinidad  de  hiperboloides  que  gozan  de 
este  propiedad,  supuesto  que  las  tres  directrices  MQ,  M’Q’,  M”Q” 
pueden  trazarse  a discreción  en  los  planos  tanjentes.  Pero  si  se  elijo 
la  recta  QM  de  modo  que  sea  tanjente  a la  curba  Ma  según  la  cual  es 
cortada  la  superficie  S por  su  plano  tanjente  en  M,  sabemos  (núm.  731) 
que  esta  tanjente  tendrá  dos  elementos  Mm  y inn  comunes  con  Ma,  y 
por  consiguiente  con  S:  lo  mismo  sucederá  con  las  rectas  M’Ci’  y M"Q”, 
si  las  clejimos  tanjentes  a las  secciones  MV,  M”a”,  que  trazan  en  la 
superficie  los  planos  tanjentes  relativos  a los  puntos  M’  y M’^  por  con- 
siguiente, adoptando  estas  tres  tanjentes  particulares  por  directtices  del  . 
hiperboloide,  este  Último  tendrá  también  dos  elementos  superficiales 
y mm"n'’n  comunes  con  S,  y se  llamará  hiperboloide  oscula- 
dor  de  esta  superficie,  al  largo  de  la  recta  asignada  GMM’M”.  Como 
la  jcncracion  de  este  hiperboloide  no  contiene  sino  datos  enteramente 
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fijos,  será  único  y presentará  con  la  superficies  un  contacto  mas  íntimo 
que  todos  los  otros;  ademas,  respecto  o cualquier  punto  de  la  recta  GM^ 
las  lineas  de  curbatura  de  S serán  tanjentes  a las  del  hiperboloide  os- 
culador,  y estas  últimas  son  fáciles  de  determinar,  en  virtud  de  las  ob- 
servaciones del  núm.  732. 
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TeoremaH  diremos. 


Reunimos  aquí  rarian  proposiciones  relativas  a las  teorías  anteriores,  que  entóneos 
no  hubieran  tenido  una  aplicación  inmediata,  y que  nos  serán  útiles  en  la  Per»> 
pectíva,  las  Sombras  y la  Estcrcotomía. 


745.  Cuando  un  cilindro  penetra  a una  esfera  por  una  curba  pla- 
na, la  segunda  rama  de  la  intersección  es  así  mismo  plana  : ademas, 
esta  curba  de  salida,  que  es  un  círculo  igual  a la  curba  de  entrada,  es 
perpendicular  al  plano  que  so  tiro  formando  ángulo  recto  con  la  curba 
de  entrada  y paralelamente  a Ins  jonerntrices  del  cilindro. 

Conduzcamos  por  el  centro  do  la  esfera,  un  plano  do  proyección  que  no.  US. 
sea  paralelo  a Ins  jeneratrices  del  cilindro  y perpendicular  a la  curba 
de  entrada : esta  curba,  quo  entónccs  necesariamente  es  un  círculo,  es- 
tará representada  por  la  cuerda  AB  igual  a su  diámetro,  y las  jenera- 
trices C.\  y FB,  saldrán  de  la  esfera  por  los  puntos  A’  y B’  que  están 
evidentemente  situados  sobre  el  mismo  círculo  máximo  que  A y B, 
miéntras  que  una  arista  cualquiera  DM  saldrá  de  esta  superficie  por  un 
punto  cuya  proyección  M caerá  sobre  la  recta  A'B’.  Con  efecto,  todas 
las  cuerdas  paralelas  .\A',  BB’,  comprebendidas  en  la  esfera, 

estarán  divididas  en  dos  partes  iguales  por  el  plano  OR  tirado  del  ceii- 
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tro  perpciulicularmciite  a su  dirección  común;  luego  las  ordenadas  EA, 
PM,  IB,  son  respectivamente  iguales  a EA’,  PM’,  IB’;  y en  virtud  de 
esto,  es  cierto  que  los  tres  puntos  A’,  M’  y B’  so  hallan  en  línea  recta; 
porque  A,  M y B cumplen  con  esta  condición.  De  donde  resulta  que 
la  curba  de  salida  está  proyectada  sobre  la  recta  A’M’B’,  y que  según 
esto  fs ademas,  cumple  mui  bien  con  las  otras  condiciones  del 
enunciado,  según  la  elección  del  plano  de  proyección  de  que  nos  hemos 
ser\'ido,y  en  virtud  deque  el  diámetro  A’B’  es  evidentemente  igual  al  AB. 

Observemos  que  si  el  cilindro  penetrase  a la  esfera  por  un  círculo 
má.\imo  como  el  aOb,  la  curba  de  salida  sería  el  otro  círculo  niá.ximo 
ri’Oá’;  y para  construir  mas  fácilmente  esta  última  curba,  que  la  encon- 
traremos en  el  depurado  de  las  Sombras  de  un  nicho,  bastará  emplear  un 
plano  de  proyección  que  sea  paralelo  a los  rayos  de  luz  y perpendicular 
a la  curba  de  entrada,  porque  sobre  un  plano  situado  así,  se  proyectará 
la  curba  de  salida  según  una  recta. 

740.  Si  en  la  intersección  de  un  cono  con  nna  esfera,  la  curba  de 
entrada  es  plana,  la  curba  de  salida  lo  es  también. 

FiG.  H6.  Adoplemospor  plano  de  lafígura  el  quo  pase  por  el  centro  de  la  esfura 
y la  cúspide  del  cono,  y que  al  misino  tiempo  sea  perpendicular  a la  enr- 
ba  de  entrada,  y designémosle  con  el  nombre  de  plano  horizontal.  La 
curba  de  entrada  que  precisamente  es  un  círculo,  estará  proyectada  se- 
gún una  cuerda  AB  déla  esfera,  y si  B es  la  cúspide  situada  en  el  plano 
horizontal  quo  hemos  elcjido,  las  dos  aristas  BA  y SB  irán  manifíostu- 
mentc  a salir  de  la  esfera  por  los  puntos  a y ¿>;  poro  decimos  ademas  quo 
la  recta  ab  es  la  proyección  total  de  la  curba  de  salida.  Con  efecto,  si 
por  el  punto  de  la  snporñcie  cónica  quo  está  proyectado  en  m tiremos  un 
plano  vertical  A’mB’ paralelo  a AB,  dicho  plano  cortará  al  cono  según 
un  círculo  cuyo  diámetro  será  A’B’,  el  mismo  que  abatiremos  según 
A’m’B’;  y como  la  ordenada  m’m  del  cono  es  media  proporcional  entre 
las  dos  partes  de  este  diámetro,  tendremos  que 

min'~  A'tn  . niB’. 

y como  ademas  los  dos  triángulos  mX'a  y wiB’ó  son  semejantes,  por  te- 
ner el  ángulo  A’  igual  al  SAB  que  tiene  por  medida  al  mismo  arco  «pie 
el  ángulo  aóB;  síguese  que  estos  triángulos  nos  darán  la  igualdad 
siguiente: 
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A’;/í.  mb  y de  aqui  mm'  —am.  mb 

Esta  última  relación  prueba  que  la  ordenada  abatida  según  mm',  perte* 
nece  también  al  círculo  vertical  descrito  sobre  ab  como  diámetro,  y ya 
que  este  nuevo  círculo  está  eridcntemciito  sobro  la  esfera  propuesta, 
concluirémos  de  aquí  que  el  cstrenio  de  la  ordenada  mm',  o el  punto  del 
cuno  que  está  proyectado  en  m se  halla  al  mismo  tiempo  sobro  la  esfera. 

Como  esto  mismo  diríamos  de  cualquiera  otro  punto  del  cono  proyecta- 
do en  n sobre  ab,  es  cierto  que  el  plano  vertical  ab  corta  al  cono  y a la 
esfera  según  un  círculo  única,  que  es  la  segunda  rama  de  su  intersección 
o la  curba  de  salida-,  con  lo  que  queda  demostrado  el  teorema  enun- 
ciado. 

747.  Observemos  que  el  círculo  vertical  ab  es  precisamente  el  que 
se  llama  sección  antiparalela  del  cono  SAB  de  base  circular;  porqne  la 
primera  condición  con  que  debe  cumplir  esta  sección,  es  la  de  ser  per- 
pendicular al  plano  princijial  del  cono,  es  decir,  al  que  pasando  por  la 
cúspide  S y el  centro  C de  la  base  circular  AB,  es  ademas,  perpen- 
dicular a esta  base;  y este  plano  coincido  evidentemente  con  el  de 
nuestro  depurado,  que  contieno  a los  puntos  S,  O y al  radio  OC.  La 
sección  antipuralela  debe  en  seguida  formar,  sobre  el  plano  principal,  un 
triángulo  Snú  semejante  sin  ser  paralelo  a SAB;  cuya  condición  queda 
también  satisfecha,  pues  acabamos  de  observar  que  los  ángulos  SAB  y 
S¿>a  tienen  la  misma  medida. 

740.  Cuando  dos  cilindros  de  segundo  grado  se  cortan  según  la  pri- 
mera curba  PLANA,  la  curba  de  salida  es  también  plana. 

Supongamos  que  la  elipse  EMM’FN’N  sea  la  curba  de  entrada,  co-rio.  U7. 
raun  a loa  dos  cilindros  (el  mismo  razonamiento  es  también  aplicable  a 
una  hipérbola  o a una  parábola);  tirando  en  este  caso  varios  planos  .que 
sean  paralelos  a un  mismo  tiempo  a las  Jeneratrices  do  los  dos  cilindros, 
estos  planos  trazarán  en  la  elipse  cuerdas  MN,  M’N' que  serán  para- 

lelas entre  sí,  y ademas  cada  uno  de  estos  planos  cortará  a loe  cilindros 
según  cuatro  rectas;  las  que  corresponden  al  plano  secante  MN,  es  decir, 
las  MA  y NB,  M«  y Ná,  formarán  por  medio  de  su  intersección,  un  para- 
•lelógramo  MnNm  cuyos  dos  vértices  m y n pertenecerán  manifíestamén- 
te  a la  curba  de  salida;  así  mismo,  esta  curba  pasará  por  los  puntos  m'  y 
n’  en  que  se  cortan  las  cuatro  aristas  M’ A’  y N’B’,  M’a’  y N’á’  contenidas 
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en  el  plano  secante  iVrN’;  y así  de  las  demas.  Y como  todas  las  diago- 
nales mn,  m'n' son  evidentemente  paralelas;  pasarán  ademas  por  el 

medio  de  las  cuerdas  MX,  M’N',....  y por  consiguiente,  encontrarán 
todas  al  diámetro  KF  conjugado  con  estas  cuerdas.  Luego  estas  dia- 
gonales formarán,  apoyándose  sobre  la  recta  EF,  una  superficie  preci- 
samente que  contendrá  atodaincurba  de  salida  mm'Fn'n,  y asi 

esta  última  cumple  exactamente  con  el  enunciado  del  teorema. 

749.  Vemos  ademas,  que  la  curba  mm’Fn'n  será  do  la  misma  espe- 

cie que  la  curba  do  entrada;  porque  para  las  abscisas  comunes  OP,  OP’,... 
las  ordenadas  MP  y wP,  M’P’  y m’P’ serán  evidentemente  propor- 

cionales; do  modo  que  cu  el  caso  actual  las  dos  ramas  de  intersección 
serán  dos  elipses  que  tendrán  un  diámetro  común  EF.  Es  también  claro 
que  en  las  cstremidades  do  este  diámetro,  lastanjentos  ET  y FV  de  las 
dos  curbas,  asi  como  también  las  aristas  de  los  dos  cilindros,  serán  todas 
paralelas  n los  planos  secantes  empleados  aquí  arriba;  por  consiguiente, 
los  cilindros  propuestos  tendrán  dos  planos  tanjentes  comunes  y pa- 
ralelos. 

750.  Cuando  dos  superficies  de  segundo  grado  tienen  CN  eje  comü."í 
en  magnitud  y posición,  no  pueden  cortarse  sino  según  nos  curbas  pla- 
nas que  ambas  pasan  por  el  eje  común. 

no.  148.  Según  la  hifxálesis  admitida,  las  dos  superficies  tendrán  el  mismo  cen- 
tro, y haciendo  pasar  por  este  punto  el  plano  horizontal  de  proyección 
que  ademas  elejirémos  perpendicular  al  eje  común  (O,  O’C’),  este  cor- 
tará a las  dos  superficies  dadas  según  dos  curbas  de  segundo  grado  y 
concéntricas  ABDE  y abde.  Pero  si  estas  últimas  se  encuentran  en  dos 
puntos  G y II,  habrá  precisamente  otros  dos  I y K,  diamctralmente 
opuestos  a los  primeros,  que  también  serán  comunes  a las  dos  curbas. 
Entonces  el  plano  vertical  GI  cortará  a las  superficies  propuestas  según 
dos  curbas  que  coincidirán  completamente,  porque  tendrán  los  mismos 
semi-ejesOG  y O’C’;  luego  esta  sección  común  será  una  de  las  ramas 
de  la  intersección  to'al  de  las  dos  superficies,  y la  otra  rama  será  la  sec- 
ción también  común,  producida  por  el  plano  vertical  IIK. 

Estos  mismos  raciocinios  son  aplicables  a todas  las  superficies  de  se- 
gundo grado  que  tienen  un  centro,  ya  sean  o no  de  la  misma  especie^ 
con  tal  que  el  eje  común  sea  a un  mismo  tiempo  real  o imajinario  en 
las  dos  superficies. 
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751.  SI  la  primera  no  tuviese  centro,  su  eje  único  sería  infinito;  y 
por  consiguiente,  la  segunda  debia,  para  cumplir  con  el  enunciado  del 
teorema,  ser  también  un  paraboloide  qne  tuviese  la  misma  cúspide.  En 
este  caso,  cortaríamos  a estos  dos  paraboloides  con  un  plano  perpendicu- 
lar al  eje  común,  y estas  dos  secciones  que  evidentemente  tendrían  el 
mismo  centro,  se  cncontrarinn  en  cuatro  puntos  diamctralmente  opuestos, 
como  los  G c I,  II  y K en  la  figura  precedente;  do  donde  concluiríamos 
que  el  plano  conducido  por  la  recta  GI  o IIK,  y por  el  eje  común,  corta 
a loa  paraboloides  según  dos  parábolas  que  como  tieneti  el  mismo  eje, 
la  misma  cúspide  y un  punto  común  G o II,  so  confundirán  necesa- 
riamente. 

752.  Podremos  jcncralizar  el  teorema  del  núm.  750,  aplicándole  a 
dos  superficies  de  sngiinílo  grado  que  tengan  dos  planos  tanjentes  comu- 
nes y paralelos.  Con  efecto,  la  recta  que  una  los  puntos  do  contacto  de 
estos  planos  será  un  diámetro  común  n las  dos  superficies,  y como  el 
plano  diametral  conjugado  con  este  diámetro,  debe  ser  paralelo  a los 
planos  tanjentes  dados,  será  el  mismo  para  la  primera  y segunda 
superficie,  y cortará  n estas  segnn  dos  curbas  concéntricas,  tales  como 
ABDE  y abde;  do  modo  que  el  plano  tirado  por  GI  o HK,  y por  el  diá- 
metro común,  producirá  en  las  superficies  propuestas  dos  secciones  que 
deberán  también  coincidir,  en  virtud  de  que  tendrán  dos  diámetros  con- 
jugados comunes  en  dirección  y lonjitud;  luego  estas  superficies  se  corta- 
rán según  dos  curbas  planas. 

753.  Un  caso  particular  de  este  teorema  se  presenta  en  el  encuen-  no.  147. 
tro  do  dos  cañones  cilindricos  que  tienen  el  mismo  plano  de  arranque  y 

la  misma  montea.  Con  efecto,  si  el  círculo  AMNB  y la  elipse  amnb  cuyos 
ejes  verticales  son  iguales,  representan  las  bases  de  estos  cilindros,  quo 
aquí  están  abatidas  al  rededor  de  los  ejes  AB  y ab  situados  en  el  plano 
horizontal  del  arranque,  vemos  desdo  luego  que  lus  cuatro  jcncratrices 
AG,  BH,  aG  y bK,  so  encontrarán  formando  el  rectángulo  GHIK.  Si  en 
seguida  cortamos  a los  dos  cilindros  con  un  mismo  plano  horizontal,  ob- 
tendremos cuatro  aristas  que  saldrán  de  los  puntos  M,  N,  tn  y n,  y qne 
iiccesariamcnto  so  encontrarán  en  puntos  cuyas  proyecciones  M’,  N’, 

M”  y N”  caerán  precisamente  sobre  las  diagonales  del  rectángulo 
GHIK;  poi|ue  siendo  iguales  las  dos  ordenadas  pm  y PM,  sabemos  que 
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Ins  ubscidas  ap  y AP  serán  entre  sí  como  los  dos  ejes  ub  y AB,  lo  ciinl 
nos  da  la  ¡iroporcioti 


Ga:aM’::  GK:KI; 

de  donde  concluimos  que  el  punto  M’  está  cu  línea  recta  con  G e I.  De 
Tin  modo  semejante  probaremos  que  N”  cae  sobre  la  misma  diagonal, 
en  tanto  que  N’  y M”  están  sobre  la  recta  Hlv;  y así  la  intersección  to- 
tal de  los  cilindros  propuestos,  se  compondrá  do  las  dos  elipses  situadas 
en  los  planos  verticales  G1  y II K. 

754.  OnsEi!V,tcio>'.  Cuando  dos  superficies  cuaicsquiero  S y S’  se 
tocan  en  un  punto,  y ademas,  se  cortan  según  una  ciirba  de  dos  rnina.s 
que  irnsaii  por  el  punto  que  se  considera,  no  es  posible  hallar  las  taiijen- 
tes  de  estas  rumas  cu  el  punto  iníiltiplo  por  el  método  do  los  planos  tan- 
jentes,  porque  estos  coincidon.  l’cro  si  se  sustituyen  a las  superficies  S 
y S’,  dos  superficies  do  segundo  grado  Sy  que  sean  oseuladoras  de 
las  primeras,  os  evidciito  que  la  intersección  de  2 con  S'  tendrá  las  mis- 
mas tonjeiites  quo  la  intersección  do  S con  S’.  Y como  en  cada  superfi- 
cie S o S’  hai  un  eje  c o c’  cuya  loujitud  es  arbitraria  (núm.  (396),  aun- 
que siempre  está  dirijido  según  la  normal  al  punto  que  consideramos,  si 
tomamos  este  eje  igual  pura  unoy  otro  lado,  sucederá  que  las  superficies 
2y  cortarán  según  dos  curbas  planas  núm.  750),  cuyas  proyeccio- 
nes «oiré  un  plano  perpendicular  a la  normal,  se  reducirán  a dos  rectas 
l'ácilcs  de  construir,  estas  dos  rectas  serán  mauifiustamentc  en  este  ca- 
so las  tanjeutes  de  las  dos  ramas  de  la  intersección  de  Scon  S’,  para  el 
punto  míiltiplo  de  quo  tratamos.  Esto  método  injenioso  lo  ha  dado  M. 
'Til.  Otirer,  en  una  memoria  inserta  cu  el  cuaderno  21  del  Diario  de  la 
Escuela  Politlcnica;  y el  autor  lo  ha  aplicado  al  conoide  de  la  húceda 
por  avistasen  canon cicular, ciiyna  taiijcntes  hemos  hallado  por  otro  me- 
dio (uúm.  G46). 

no.  163.  755.  De  i-.ts  TASJt;.>TEs  co.MJitiAD.ts  o rccí/trwas.  Cuando  un  cono 

V51KM  está  circunscrito  a una  superficie  de  segundo  grado,  una  arista 
tualcjuirra  VM  de  esto  cono  y la  tanjente  5IT’ tirada  a lacurbade  con- 
tacto MKN  por  el  pie  de  esta  arista,  son  siempre  resperticamente  para- 
lelas a dos  diámetros  conjugados  de  la  sección  producida,  en  la  superfi- 
cie, por  un  plano  paralelo  al  plano  tanjente  VMT’. 
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Pan»  demostrar  este  teorema  (•),  adoptaremos  como  plano  de  la  figu- 
ra al  plano  diametral  que,  pasando  por  la  arista  MV  y el  diámetro  VO, 
corto  a la  superficie  segun  una  curba  NXMY  a la  que  será  tanjente  VM. 

Si  ademas,  tiramos  el  plano  diametral  conjugado  de  VO,  la  sección  de 
este  plano  con  la  superficie  será  una  curba  EZY  paralela  y semejante 
(nüin.  354)  a NKM,  y por  consiguiente,  las  tanjentcs  YT  y MT’  serán 
paralelas;  luego  el  conjugado  de  OY  será  una  recta  OZ  paralela  aMT’. 
Sentado  esto,  como  los  tres  diámetros  OX,  OY  y OZ  son  conjugados 
entre  sí,  resulta  de  aquí  que  el  plano  XOY  do  la  figura  actual,  divide 
en  dos  partes  iguales  a todas  las  cuerdas  paralelas  a OZ;  esto  mismo 
sucederá  con  el  diámetro  RY’  tirado  paralelamente  a M\';  y como  este 
diámetro  es  también  conjugado  do  OZ  en  la  sección  RZY’,  que  os  tam- 
bién paralela  al  plano  tanjente  V.VIT',  queda  justificado  oí  enunciado  de 
que  tratamos,  porque  OY’  y OZ  son  respcctivaiuentc  paralelas  a la  aris- 
ta VM  y a la  t lújente  51T’. 

75ti.  A estas  dos  tanjentcs  de  la  superficie  se  les  ha  dado  también 
el  nombro  do  reciproca»,  porque  si  colocásomoa  sobro  MT’  la  cús- 
pide de  un  nuevo  cono  circunscrito  al  clijisoide,  la  curba  de  contacto  de 
esto  cono  tendria  por  tanjente  a la  recta  MV.  Con  efecto,  la  sección 
dada  cu  la  superficie  propuesta  por  un  plano  paralelo  al  plano  tanjente 
en  M sería  la  curba  RZY’,  cuyo  diámetro  OZ  paralción  MT’  tiene  por 
conjugado  a OY’:yosí  es  que  la  tanjente  a la  nueva  curba  do  contacto, 
que  segun  el  teorema  precedente,  debe  ser  paralela  a OY’,  no  podrá 
ser  sino  MV  que  es  la  que  cumple  con  esta  condición. 

757.  Esta  reciprocidady  el  teorema  del  núm.  755  en  quo  está  fun-pio.l5i. 
dada,  se  estienden  con  facilidad  aun  cono  circunscrito  aúna  superficie 
cualquiera  S.  Porque  sean  .\MR  la  curba  de  contacto  de  estas  dos  su- 
perficies, MT  una  do  sus  tanjontes,  y VM  la  arista  dcl  cono  que  termina 
en  el  puuto  de  contacto;  puede  mirarse  a osla  arista  (núm.  182)  como 
la  intersección  de  dos  planos  tanjentcs  infinitamente  próximos,  tirados 
desde  la  cúspide  V a la  superficie,  y cuyos  puntos  de  contacto  p y q con 
B,  se  hallen  sobre  la  curba  AMD.  Figurémonos  ahora  el  elipsoide  o el 


(*)  Se  le  debe  a JH.  Dupin,  pero  aquí  le  demettramos  de  un  moda 
diferente,  sin  necesidad  de  pasar  por  el  intermedio  de  un  cilindra. 

54b 
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hiperboloide  S que  fuese  osculador  de  S en  M;  en  los  alrededores  de 
este  punto,  los  superficies  S y S tendrán  dos  planos  tanjentes  consecu- 
tivos comunes;  luego  los  puntos^  y q pertenecerán  tambien'a  la  curba 
de  contacto  A’M’B’  dcl  cono  que,'  teniendo  su  cúspide  en  V,  estuviese 
circunscrito  a S;  y por  consiguiente,  esta  última  curba  tendrá  también 
por  tanjente  a MT.  Pero  sabemos  (núm.  755)  In  relación  que  existe  en- 
tre MV  y MT  en  la  superficie  S;  luego  también,  relativamente  a una 
superficie  cualquiera  S,  la  arista  del  cono  circunscrito  y la  tanjente  a 
la  curba  de  contacto,  son  respectivamente  paralelas  a dos  diámetros  con- 
jugados de  la  sección  dada  paralelamente  al  plano  tanjente,  en  la  su- 
perficie  de  segundo  grado  osculadora  de  S;  y estas  dos  tanjentes  nos 
presentan  también  la  reciprocidad  enunciada  en  el  núm.  756. 

758.  Este  teorema,  que  nos  será  muí  útil  en  la  perspectiva  de  un 
toro  y de  un  pedestal  de  estátua  o vaso,  subsiste  también  en  un  cilindro 
circunscrito  a una  superficie  cualquiera  S,  porque  podemos  suponer  que 
su  cúspide  V está  colocada  a una  distancia  infinita  sobre  MV;  y será 
fácil  cstenderle,  valiéndonos  de  consideraciones  semejantes,  a cualquiera 
superficie  dcsarrollable  que  esté  circunscrita  n la  superficie  dada  S. 


CAPITULO  lí. 

Método  de  los  planos  de  acotación  (*). 

759.  Para  representar  los  puntos  y las  líneas,  hemos  visto  que  era 
suficiente  señalar  sus  proyecciones  sobre  dos  planos  fijos,  y que  do  aquí 

(*)  La  mayor  qiarte  de  este  articulo  está,  en  sustancia,  sacado  de 
las  lecciones  redactadas  en  1831  qnira  la  Escuela  de  Aplicación  de  Metz, 
por  el  capitán  de  Injenieros  M.  Noizet,  que  ha  coordenado  y perfeccio- 
nado de  este  modo  las  elementos  de  los  planos  de  acotación,  aun  cuando 
se  habian  empleado  ya  por  otros  injenieros. 
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podíamos  deducir  todo  cuanto  interesase  en  las  distancias  de  estos  pun- 
tos, la  forma  de  estas  lincas  o de  las  snperfícies  a que  pcrtcnccian,  &u. 

Pero  en  ciertos  casos,  como  en  los  dibujos  de  Fortificación  o de  Topo- 
grafía, es  mas  cómodo  definir  los  objetos  solo  por  su  proyección  horizon- 
tal, a la  cual  se  agregan  las  acotaciones  que  indican  la  altura  de  los  di- 
versos puntos  sobro  un  plano  horizontal  fijo,  que  siempre  so  supone 
mas  bajo  que  todos  los  objetos  de  que  se  trata.  Es  evidente  que  este 
método,  en  el  cual  no  so  emplea  sino  un  solo  plano  de  proyección,  es 
no  obstante  suficiente  para  determinar  completamente  la  posición  de 
cada  punto,  porque  la  acotación  de  este  reemplazan  su  proyección  ver- 
tical, y aun  podrá  también  servir  para  hallar  esta  proyección,  si  así  se 
desease.  En  virtud  de  esto,  vamos  a ver  que  según  esta  marcha,  se  re- 
suelven con  facilidad  todos  los  problemas  elementales  de  Jeometría  des- 
criptiva, y de  un  modo  que  se  presta  mejor  a las  traducciones  numéricas 
a que  nos  vemos  obligados  a recurrir  en  la  Fortificación;  porque  en  esta, 
los  datos  y los  resultados  de  un  problema  presentan  dimensiones  mui 
considerables  para  poderse  espresar  en  los  dibujos  de  otro  modo  que  por 
una  escala  do  reducción.  Agreguemos  a esto,  que  en  la  Fortificación,  el 
poco  relieve  que  la  mayor  parte  de  los  objetos  tienen  sobre  el  terreno, 
comparado  con  sus  dimensiones  horizontales,  haría  que  fuese  incómodo 
el  emplear  un  plano  vertical  de  proyección,  sobre  el  cual  el  mayor  nú- 
mero de  rectas  qne  se  considerasen  serian  casi  horizontales,  e irían  a 
encontrarse  mui  lejos. 

760.  Observemos,  ademas,  que  habiéndose  en  un  principio  hecho 
uso  de  este  método  de  descripción  para  las  acotaciones  submarinas  refe- 
ridas al  nivel  del  mar,  ha  prevalecido  el  uso  de  contar  las  ordenadas  ver- 
ticales de  arriba  a bajo,  mirándolas  como  verdaderas  sonrías  bajadas  de 
nn  plano  de  comparación  horizoutal  situado  encima  de  todos  los  objetos 
i|uc  se  consideran;  miéntras  que  el  plano  de  proyección  sobre  el  cnal  se 
opera,  lo  consideramos  horizontal  y colocado  a una  distancia  arbitraria 
debajo  de  estos  mismos  objetos.  Por  lo  demas,  estos  convenios  no  harán 
mas  difícil  la  evaluación  de  la  diferencia  de  nivel  de  dos  puntos  dados; 
pero  será  preciso  recordemos  que  el  putitoque  está  afectado  de  la  aco- 
tación mayor  está  mas  bajo  (pie  el  otro. 

761.  En  virtud  de  esto,  estará  representado  un  punto  por  su  pro-tAM.ea. 
yecciun  y su  acotación,  como  el  que  está  indicado  por  (12“,5)  de  la  '• 
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Jig.  1.  Sin  embargo,  si  hubiese  muchos  puntos  notables  situados  sobre 
la  misma  vertical,  sería  preciso  escribir  la  acotación  de  cada  uno  de 
ellos’  al  lado  do  osla  proyección  común. 

762.  Una  recta  queda  definida  par  su  proyección  y las  acotaciones  dé 
nos  de  sus  puntos.  De  lupií  sería  fácil,  por  medio  de  un  trapecio  abatido, 
concluir  gráficamente  la  lonjitiid  de  una  porción  de  esta  recta,  su  incli- 
nación sobre  el  hori/.oiitc,  la  acotación  do  otro  tercer  punto  de  cata  línea, 
dado  por  su  proyección;  o recíprocamente  la  proyección  de  un  punto 
definido  por  sn  acotación;  pero  como  para  las  aplicaciones  que  aquí  nos 
hemos  propuesto,  sería  preciso  concluir  por  valuar  estos  resultados  en 
níimeros,  será  mas  exacto  y mas  cómodo  el  construir  desde  luego  la 
escala  de  pendiente  de  la  recta  propuesta.  Sean,  por  ejemplo  (14",  7)  y 
(12™,  5)  los  dos  puntos  dados;  principiarénios  por  indagar  el  intervalo 
L que,  en  la  proyección  de  la  recta,  separa  dos  puntos  cuyas  acotacio- 
nes se  diferencien  un  metro,  esto  evidentemente  lo  conseguirémos  por 
la  proporción  siguiente,  en  lu  que  D representa  el  intervalo  de  las  dos 
proyecciones  dadas : 

7— 12™,5):D  1™  ; L=  ^D. 

Y así,  después  de  haber  valuado  a D en  partes  de  ¡a  escala  HORizo.iif  al 
del  dibuje,  caicnlaréinos  fácilmente  la  loiijitnd  L;  y si  tomamos  los 

de  esta  lonjitud  por  la  jiorte  de  abajo  del  punto  (14™,  7)  obtendrémos  el 
punto  que  tiene  la  acotación  15".  En  seguida,  si  partiendo  de  este  último 
pnnto,  tomarnos  la  lonjitud  E muchas  veces  subcesivas,  hallarémos  los 
puntos  que  corresponderán  a las  acotaciones  14™,  1-3™,  12",.,.,  y no  habrá 
mas  que  subdividir  uno  do  estos  intervalos  en  diez  partes  iguales,  para 
completar  la  ■■•.rula  r/c/wir/irn/c  de  la  recta  prepuesta. 

763.  Sentado  esto,  representemos  por  A la  jiroyeccion  asignada  a 
un  punto  situado  sobre  esta  recta,  y cuya  acotación  se  nos  pide.  Si  A cae 
entre  las  divisiones  13™  y K",  por  ejemplo,  loinarótnos  con  el  compás  la 
distancia /for/:on/<  l del  pnnto  A al  punto  15™,  y (rcslíuláiiihda  ensegui- 
da Sobre  la  parte  de  la  escala  de  pendiente  qno  está  subdividida  en  decí- 
metros, veremos  cual  es  el  número  de  decímetros  que  es  preciso  agregar 
a 13™,  para  obtener  la  acotación  del  punto  proyectado  en  A,  Los  cen- 
tímetros podrán  estimarse  a ojo. 
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Con  la  in'sma  facilidad  hallaréinoa  la  proyección  de  un  punto  cuyá 
acotación  se  nos  dé 

764.  Para  obtener  la  verdadera  distancia  de  dos  puntos  de  la  recta, 
dados  por  sus  proyecciones,  hallarémos  en  primer  lugar  sus  acotacio- 
nes; en  seguida,  calcnlarémos  la  hipotennsa  de  un  triángulo  rectángulo 
Cuya  altura  sea  la  diferencia  de  estas  acotaciones,  y sn  base  igual  a los 
intervalos  de  las  dos  proyecciones,  apreciada  en  metros  sobre  la  escala 
horizontal  del  dibujo. 

765.  En  cuanto  a la  pendiente  do  la  recta,  entendemos  por  ella  la  na.  i. 
tanjciito  trigonométrica  del  ángulo  que  esta  linca  forma  con  el  horizon- 
te; es  decir,  la  diferencia  de  nivel  de  dos  puntos  de  esta  recta,  dividida 

por  la  distancia  de  sus  proyecciones.  Y así,  respecto  a la  recta  citada 
num.  762,  su  pendiente  está  espresada  por  la  fracción 

14,  7—12,5  ]_ 

D ° L = 

si  nos  recordamos  que  L representa  aquí  el  intervalo  qno  separa  las 
proyecciones  de  los  dos  puntos  cuyas  acotaciones  se  diferencian  en  un 
metro,  y que  es  preciso  estimar  esta  lonjitud  en  partes  de  la  escala  hori- 
zontal del  dibujo.  Esta  regla  so  enuncia  también,  diciendo  que  la  pen- 
diente do  una  recta  es  la  razón  de  la  altura  a la  base. 

766.  Uecíprocamonte,  si  se  nos  da  la  proyección  de  una  recta  y la  na.  I. 
ocotacion  14",  7 de  uno  de  sus  puntos,  con  la  pendiente  J qne  debe 
tener  esta  linca,  tomarémos  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  una 
lonjitud  igual  a 3 metros,  que  aplicada  a continuación  del  punto  (14",  7) 

nos  dará  por  resultado  el  punto  que  debe  tener  la  acotación  (13",  7).  En 
este  caso,  conocemos  dos  puntos  de  acotación  de  la  recta,  y por  con- 
signicnte,  conoceréinos  también  su  escala  de  pendiente  lo  mismo  qne 
en  el  núin.  702. 

767.  Tirar  jwr  un  panto  dado  (10“,  6j  una  recta  paralela  a una  no.  i. 
recta  conocida  ya.  Tirurémos  por  el  punto  dado  una  paralela  a la  pro- 
yección de  la  primera  recta,  y esta  evidentemente  será  la  proyección  de 

la  segunda.  En  seguida,  como  estas  dos  rectas  deben  tener  la  misma  pen- 
diente, si  unimos  el  punto  (10”,  de  la  segunda  con  el  punto  afectado  de 
la  misma  acotación  en  la  primera,  y si  en  seguida  tiramos  paralelas  a esta 
línea  de  Union,  por  las  divisiones  enteras  de  la  primera  recta,  inmediata- 

55 
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menie  fonnirc;no.4  la  crscala  de  pciidicntc  de  la  recta  pedida,  que  según 
esto  quedará  completamente  determinada. 

PIO.  I.  768.  Cuando  In  primera  recta  solo  so  nos  dé  por  medio  de  <los  de  sus 
puntos  de  acotación  (14"',  7)  y (l  i"",  5),  tomarémos  el  intervalo  D de  es- 
tas proycccioiic.J  debajo  del  punto  (10'", 6),  y obtendréino.s  otro  segundo 
punto  de  la  nueva  recta,  que  cvidcntcnicnte  tendrá  por  acotación  a 
(lO"",  G-t-'d”,  2)  o '12'”,  8).  Hecho  esto,  acabaremos  la  escala  de  la  recta 
pedida,  como  en  el  núm.  762. 

769.  U.NA  cvituv  aislud/i  so  representa  por  su  proyección  horizontal 
acompañada  do  las  acotaciones  de  cierto  número  de  puntos  de  ella,  toma- 
dos bastante  próximos  para  que  a ojo  pueda  apreciarse  el  curso  ascen- 
dente o descendente  de  esta  línea,  o para  que  los  arcos  intermedios  pue- 
dan mirarse  como  rectas.  Foro  casi  siempre  las  curbas  están  relacionadas 
con  superficie.s  que  mui  pronto  cnseñaréinos  a representar;  y esta  es  la 
razón  porque  no  nos  detenniiios  mas  sobre  este  asunto. 
lam.63.  770.  U.\  i’n.xo,  cuando  es  una  magnitud  que  realmente  existe  y está, 

por  consiguiente,  limitado  por  todas  partes,  se  representa  por  la  proyec- 
ción de  su  conturno,  y cada  ángulo  de  este  tlebe  tener  su  acotación,  se 
lo  agregan  cierto  número  do  secciones  de  nicel  que  en  el  caso  presente 
son  rectas  paralólas  a su  traza  horizont.al.  liistas  secciones  que  se  elijen 
equidistantes  y separadas,  por  ejemplo,  un  metro  en  el  sentido  rcr- 
tical,  deben  estar  señaladas  eti  sus  do.s  estreñios  con  una  acotación 
común;  si  en  seguida  trazamos  una  perpendicular  a estas  horizontales, 
esta  evidetitemente  será  la  proyección  de  la  linca  de  mayor jicndicnte  Ae\ 
plano  propiiusto;  y acotando  los  puntos  en  que  la  encuentran  las  hori- 
zontales anteriores,  constituirá  lo  que  se  llama  escala  de  pendiente  del 
plano  do  que  tratamos,  la  cual  jeneralmente  se  indica  por  una  linca 
doble.  Esto  modo  de  representar  estos  objetos,  equivale  a mirar,  como  lo 
hemos  hecho  cu  la  Jeomotría  descriptiva,  a un  plano  corno  enjendrado 
por  una  do  sus  horizontales  que  resbaba,  paralclaiucnto  a sí  misma  so- 
bre la  linca  de  mayor  pendiente  de  e.ste  plano, 
no.  2 771.  Cuando  un  plano  es  ilimitado,  y no  existo  realmente,  se  le  re- 

presentasolo  por  una  de  sus  horizontales  acotada,  con  sn  escala  de  pen- 
diente graduada;  asi  se  asignn.la  jcncratriz  y la  directriz  de  esta  super- 
ficie para  determinaría  completamente.  Mucha.s  veces  nos  contentamos 
con  señalar  la  escala  de  pendiente  graduado,  porque  de  aquí  se  puedei' 
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deducir  trazas  horizontales  acotadas  cuantas  se  «¡nicra,  porque  estas 
son  siempre  perpendiculares  a la  dirección  do  la  escala. 

772.  Cimiidü  un  plano  es  horizontal,  no  existo  su  escala  de  pen- 
diente, pero  todos  los  ángulos  de  su  contorno  tienen  la  misma  acotación; 
o bien,  si  este  plano  es  indefinido,  se  le  espresa  por  d plano  horizontal 
de  la  acotación  n.  Si  el  plano  dado  es  vertical,  lo  represontarémos  porsti 
traza  horizontal  solamente. 

773.  Dctenninnr  al  plano  que  pasa  por  tres  puntos  dados  (^9",  4),  no.  2 
(H”)  y (17").  Uniremos  por  medio  de  una  recta  el  primero  y el  último 

de  estos  puntos,  y valiéndonos  de  una  proporción  análoga  a laque  he- 
mos empleado  en  el  núm.  762,  Imllarémos  sobre  esta  recta  uii  punto 
que  tenga  [lor  acotación  a 14™,:  en  cuyo  caso  la  recta  que  reiina  este 
último  punto  con  el  segundo  de  los  puntos  dados,  será  evidentemente 
una  horizontal  del  plano  pedido;  y una  paralela  tirada  por  el  punto 
(17™)  será  otra  segunda  horizontal  de  este  plano,  cuya  escala  de  pen- 
diente será  en  este  estado  mui  fácil  de  señalar  y graduar. 

El  mismo  procedimiento  se  aplicará  también  al  caso  en  que  el  plano 
pedido  debiese  pas.tr  por  un  punto  y una  recta  dada;  y si  esta  recta  es- 
tuviese acompañada  de  su  escala  de  pendiente,  la  solución  sería  aun 
mas  sencilla. 

774.  Tirar  por  una  recta  dada  un  plano  cuya  pendiente  sea  - .De-  t*M.<i2. 

na.  3. 

bou  conocerse  a lo  méiios  las  acotaciones  de  dos  puntos  de  esta  recta,  que 
aquí  son  10™  y 12",  5;  mirando  en  este  estado  ul  primer  punto  como 
la  cúspide  do  un  cono  recto  cuyas  jcueratriccs  tuviesen  la  inclinación 

- (núrn.  765),  sería  preciso  y evidentemente  bnstaria  tirar  un  plano 

tanjontc  a este  cono  que  pasase  por  el  segundo  punto.  Pero  si  describi- 
mos un  círculo  que  tenga  por  centro  a la  proyección  del  punto  (10"),  y 
por  radio  una  lonjitud  tomada  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  e 
igual  a n veces  la  diferencia  2",  5 de  las  acotaciones  de  los  puntos  dados, 
este  círculo  será  la  tra/.  i del  cono  en  c.iostioa  sobre  el  plano  horizontal 
quépase  por  el  punto  inferior  (12™,  5);  luego,  tirando  por  este  último 
punto  dos  tanjentcs  a esto  círculo,  obtendrémos  las  trazas  horizontales 
de  dos  planos  que  satisfarán  al  problema;  y do  arpa  se  deducirán  con 
suma  facilidad  sus  escalas  do  pcuJicntc,  porque  conoccrémos  sus  direc- 
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cioiies  y In  acotación  de  dos  puntos  de  cada  una  de  ellas.  También  ve- 
remos con  facilidad  que  el  problema  no  admitirá  sino  una  solución  o 
será  imposible,  scjun  la  pendiente  asignada  sen  igual  a la  de  la  recta 
dada,  o menor  que  esta  última. 

775.  Cuando  la  recta  defínida  por  los  dos  puntos  acotados,  esté  mui 
poco  inclinada,  el  método  precedente  nos  conduciria  a trazar  un  circulo 
mui  pequeño,  y por  lo  tanto,  poco  cómodo  para  el  objeto.  En  este  caso, 
tomaremos  un  plano  horizontal  inferior  a los  dos  puntos,  y acotado  en 
número  entero;  doscribirémos  en  seguida  sobre  este  plano  dos  círcu- 
los cuyos  centros  sean  las  proyecciones  de  los  dos  puntos  propuestos,  y 
que  los  radios  sean  n veces  la  altura  de  cada  uno  de  estos  puntos  sobre 
este  plano  horizontal.  De  este  modo  tendremos  las  bases  de  dos  conos 

cuya  pendiente  será  í , y no  habrá  mas  que  tirar  una  tanjeiite  común 

a estos  dos  círculos. 

77G.  Si  la  recta  dada  fuese  horizontal,  conoceríamos  imediutamento 
la  proyección  de  la  escala  de  pendiente  del  plano  que  buscamos;  y en 

seguida,  como  nos  es  dada  la  inclinación  - , no  habrá  mas  que  tomar 

sobre  esta  escala,  partiendo  de  la  recta  propuesta,  una  lonjitud  de  n me- 
tros medidos  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  y el  estremo  de  esta 
lonjitud  corresponderá  a un  punto  de  la  escala  do  pendiente,  cuya  acota- 
ción será  un  metro  menor  que  el  punto  situado  sobre  la  recta  dada.  Co- 
mo do  este  modo  tenemos  dos  pantos  acotados  de  esta  escala  de  pen- 
diente, será  mui  fácil  concluir  su  graduación. 
rio.4.  777.  Por  un  punto  lO”,  3 situado  sobre  un  plano  dado,  trazar  so- 
bre este  plano  una  recta  cuya  pendiente  sea  -.  Trazaremos  una  hori- 
zontal de  este  plano  cuya  acotación  se  diferencie  do  la  del  punto  dado, 
en  4",  por  ejemplo;  en  scgilida,  con  un  radio  igual  a 4 veces  la  base  n de 
la  pendiente  asignada,  y desde  el  punto  dado  como  Centro,  dcscribiré- 
mos  un  arco  de  círculo  que  al  cortar  a la  horizontal  cicjida,  nos  dará  u 
conocer  el  punto  que  se  debe  unir  con  el  punto  dado,  para  obtener 
la  recta  pedida.  Conocemos  que  en  joncrul  este  problema  tcnilrá  dos 
soluciones,  pero  se  reducirán  a una  sola,  o serán  imposibles,  si  la  pen- 
diente asignada  a la  recta,  iguala  o c.xcede  a la. del  plano  dado. 
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778.  D.zda  la  proijeccúm  de  un  punto  situado  sobre  un  plano  cono- 
cido, hallar  la  acotación  de  este  punto.  Tirarémos  por  esta  proyección, 

Dua  pcrpcndiculnr  a lac^caia  dcl  plano,  y la  acotación  del  punto  de  en- 
cuentro será  la  dcl  punto  propuesto. 

Sino  estuviese  construida  la  escala  dcl  plano,  y esto  estuviese  sola- 
mente representad»  por  varias  horizontales,  podríamos  aplicar  al  punto 
propuesto  una  regla  dividida  en  milímetros  colocándola  de  modo  que  doa 
divisiones  enteras  enyesen  sobro  las  horizontales  vecinas;  de  este  modo 
apreciaríamos  inmediatamente  la  fracción  de  metro  qno  es  preciso  ogre- 
gnr  a la  acotación  de  la  horizontal  superior  para  obtener  It^  acotación 
del  punto  do  que  se  trata. 

779.  Hallar  la  intersección  de  dos  planos  dados.  En  cada  plano  no.  $. 
trazaremos  dos  horizontales  que  tengan  respectivamente  las  misraás  aco- 
taciones; y el  encuentro  do  estas  cuatro  rectas  nos  dará  a conocer  dos 
puntos  acotados  do  la  intersección  pedida,  lo  cnal  determinará  su  pro- 
yección y pendiente. 

780.  Cuando  las  horizontales  de  los  dos  planos  propuestos  se  en-  no  6. 
cuentran  demasiado  lejos,  se  hace  uso  de  dos  planos  ausiliates  que, 
cortando  a cada  uno  de  los  planos  dados  según  dos  rectas,  nos  darán 

a conocer  dos  puntos  de  la  intorseccion  que  buscamos. 

Así  mismo,  si  los  dos  planos  dados  tuviesen  sus  horizontales  respec- 
tivamente paralelas,  bastarla  un  solo  plano  ausiliar,  porque  entonces  la 
intersección  pedida  debia  también  ser  paralela  a las  horizontales  pri- 
mitivas. 

781.  Hallar  la  intersección  de  una  recta  y de  un  plano  dado.  Por  no  7. 
la  recta  propuesta  conducirámos  un  plano  ausiliar  cuyas  horizontales 
serán  dos  paralelas  tiradas  arbitrariamente  por  dos  puntos  de  esta  recta; 

en  seguida,  indaganUo  la  intersección  de  esto  plano  ausiliar  con  el  pla- 
no dado,  esta  intersección  cortará  a la  recta  propuesta  en  el  punto  que 
se  nos  pedia. 

782.  Dcl  mismo  modo  hallarémos  el  punto  de  encuentro  de  dos  no.  s. 
rectas  dadas,  que  estuviesen  situadas  en  el  mismo  plano  vertical.  Por- 
que dirijiendo  por  cada  una  de  clla.s  un  plano  arbitrario,  irá  la  intersec- 
ción de  estos  dos  planos  a p.asar  por  el  punto  que  buscamos,  cuya  aco- 
tación se  estimará  en  seguida,  como  en  el  núm.  763. 

783.  Por  un  medio  análogo,  podremos  reconocer  si  dos  rectas  da> 

55á 
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das,  cuyas  proyecciones  son  diferentes,  so  cortan  ofectivamcnlc;  porque, 
en  este  caso,  será  preciso  que  la  intersección  do  los  do.s  planos  arbi- 
trarios coiiJaciilos  p >r  estas  recí.is,  vaya  a puir  |ur  el  punto  común  a 
las  dos  proyecciones  dadas. 

LAM.G3.  784.  Tirar  por  un  punto  dado  (10'",  4)  un  jdano  paralelo  a un 
Fiu.  9.  dado.  La  escala  de  pondicnlo  del  plano  que  buscamos,  sera  pa- 

ralela a la  del  plano  conocido,  y pasará  por  cl  punto  dado.  Ademas,  como 
la  inclinación  debe  ser  igual,  bastará  unir  el  |)unto  (10°,  4)  con  cl  que 
tiene  la  misma  acotación  un  la  escala  dada,  y en  seguida,  tirar  a esta 
línea  de  unión,  paralelas  por  las  otras  divisiones  de  la  escala  del  plano 
conocido. 

Fin.  10'  785.  Tirar  por  dos  rectas  dadas,  dos  planos  que  sean  paralelos  entre 

si.  Tor  un  punto  de  la  primera  recta,  tiraremos  una  paralela  a la  segu  n- 
da;  y por  un  punto  de  esta,  una  paralela  a la  primera  recta.  Hecho  esto, 
y conduciendo  un  jilano  por  la  primera  y la  tercera  recta,  y cu  seguida, 
otro  por  la  segunda  y la  cuarta,  manifiustamcntc  hallarémos  los  dos 
planos  pedidos.  Conocemos  bien  que  estos  se  redticiriau  a uno  solo,  si 
las  rectas  primitivas  se  cortasen;  o que  serian  indeterminados,  si  fue- 
sen paralelas. 

786.  Bajar  desde  un  punto  dado  (8'",  2),  una  perpendicular  a un 
2>lano  conocido.  La  proyección  de  esta  perpendicular  será  evideute- 
mcMo  paralela  a la  proyección  de  la  escala  del  plano,  pero  sus  inclina- 
ciones serán  inversas  una  de  otra;  es  decir,  que  si  la  pendiente  del  plano 
dado  es  l,  por  ejemplo,  la  de  la  recta  que  buscamos  será  ’J'omando 
entúiices,  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  una  lonjitud  igual  a 3 
metros,  y trasladando  este  intervalo  sobre  la  perpendicular  indefinida 
debajo  del  punto  dado  (8™,  2j,  obtendrémos  otro  segundo  punto  de  esta 
perpendicular  que  tendrá  por  acotación  a(8®,  2-f-3'”)  o a (13”,  2).  Y así, 
esta  perpendicular  quedará  completamente  determinada;  dejarémos 
al  lector  cl  cuidado  de  ejecutar  estas  construcciones,  así  como  también 
las  que  se  indican  en  los  dos  números  siguientes. 

787.  Si  ademas,  hallamos  (núm.  781)  el  punto  de  cncuntro  de  esta 
porpcndiciilar  con  cl  plano  propuesto,  y en  seguida,  calcnlamos  la  ver- 
dadera distancia  qno  hai  de  este  punto  de  sección  al  punto  dado  (núm. 
704),  conoccréinos  la  distancia  luos  corta  (pie  media  cutre  este  último 
punto  y plano  propuesto. 
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783.  Asi  mismo,  si  se  nos  pidiese  la  menor  distancia  de  un  punto  a 
lina  recta,  tiraríamos  por  este  punto  un  plano  perpendicular  a esta  recta, 
y la  escala  de  este  plano  se  construiría  por  un  procedimiento  inverso  do 
el  del  núm.  736.  En  seguida,  determinaríamos  el  punto  do  encuentro 
de  este  plano  y de  la  recta  propuesta,  y hecho  esto,  hallaríamos  la  verda- 
dera distancia  de  este  punto  do  sección  al  panto  dado. 

Las  ciicstioncs'qno  preceden  son,  sin  duda  ninguna,  suficientes  para 
enseñar  el  modo  do  resolver  todos  los  problemas  en  que  no  haya  que 
combinar  sino  rectas  y planos. 

789.  Lvs  SUPERFICIES  ctiuBAS,  sobre  todo  cuando  no  son  snscepti-r 
bles  de  una  definición  riguro.sa,  como  sucede  con  la  superficie  del  suelo, 
se  representan  por  los  proyecciones  de  cierto  número  de  curbas  de  nieel 
que  son  las  secciones  que  producirían  en  esta  superficie  los  planos  hori- 
zontales, equLlistantes  en  sentido  vertical;  mirarémos  en  seguida,  a cada 
zona  comprohendida  entre  dos  curbas  consecutivas  do  nivel,  como  en. 
jendrada  por  una  recta  que,  resbalando  sobro  estas  dos  curbas,  perma- 
neciese constantemente  normal  a una  de  ellas,  a la  curba  inferior,  por 
ejemplo.  Por  consiguiente,  es  una  superjieie  gauw\ti  que  de  este  modo 
sustituimos  a l.i  superficie  real  del  terreno,  cuya  forma  rigorosa  no  nos 
sería  conocida  mientras  no  hnbiésemos  asignado  la  loi  jeomátrica  que 
une  entre  sí  a las  diversas  secciones  de  nivel;  pero  en  el  caso  actual  es 
mui  suficiente  esta  aproximación. 

790.  Por  lo  común,  las  curbas  horizontales  están  bastante  próximas 
y se  diferencian  mui  poco  en  su  curbatura,  y por  lo  tanto  podrémos  mirar 
a lajcneratríz  rectilínea  como  que  sensiblemente  es  norma/ a un  mismo 
tiempo  a las  dos  curbas.  Segnn  esta  hipótesis,  la  superficie  que  susti- 
tuimos a la  zona  del  suelo,  es  desarrollable  (núm.  180);  porque  para 
pasar  cada  Jeneratriz  a una  posición  infinitamente  próxima,  debe  moverse 
sobro  dos  tanjentes  que  evidentemente  son  paralelas,  y por  lo  tanto  están 
situadas  en  un  mismo  plano. 

791.  Cuando  la  distancia  do  las  secciones  de  nivel  se  halla,  en  i 
ciertas  rejiones,  mui  considerable  para  que  las  rectas  jcneratrices 
sean  sensiblemente  normales  a las  dos  curbas  vecinas,  se  sustituye  a 
estas  rectas  arcos  de  curba  que  llenen  esta  condición,  y no  por  esto, 
se  varia  el  modo  de  joiieracion,  porque  esto  se  reduce  a suponer  otras 
secciones  de  nivel  intercaladas  entre  las  primeras,  y bastante  pró.ximas 
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para  intercnptar  en  la  jcnoratriz  cnrbilinea,  arcos  que  puedan  mirarse 
como  confundidos  con  sus  cuerdas. 

792.  Si  partiendo  de  un  punto  dado  sobre  la  auporficio,  tiramos  de  es- 
to modo  una  normal  ala  curba  inferior;  y en  seguida,  desde  el  pie  de  esta 
normal  dirijimos  otra  porpoiidieular  a la  tercera  curba,  y así,  en  seguida, 
el  conjunto  de  estos  diversas  normales  furinnrú  la  linca  de  mayar  pen- 
diente do  la  supcrfícic,  con  relación  al  punto  de  partida, 
no.  II.  793.  Hallar  la  acotación  de  un  punto  dado  por  »u  proyección  hori- 
zontal y situado  sobre  una  superficie  conocida.  Si  esta  proyección  cae 
entre  las  curbas  de  nivel  que  tienen  las  acotaciones  12°'y  13”,  tirare- 
mos por  este  punto  una  jencratriz  normal  cuyos  estreñios  tengan  estas 
mismas  acotaciones;  y por  medio  de  una  simple  proporción,  hallarémos 
la  acotación  del  punto  propuesto  (12”,  G). 

794  La  cuestión  recíproca,  que  tuviese  por  objeto  hallar  todos  los 
puntos  déla  superficie  que  tienen  una  acotación  dada  (14“,  5),  os  así  mis- 
mo fácil  de  resolver;  y por  este  medio  es  por  el  que  iiiturcalarénios  nue- 
vas ourbas  de  nivel  entro  las  primeras,  según  lo  vemos  en  la  figura 
VIO.  II.  Construir  el  plano  tanjente  para  un  punto  dado  sobre  una  su- 

perficie conocida.  Cuando  v\  pwittii  dado  esté  colocado  sobre  una  de 
las  ourbas  do  nivel,  deberá  el  plano  tanjenic  pasar  por  la  tanjente  de 
esta  curba  y por  la  jenorataiz  rectilínea  LM  que  le  es  normal;  y osí,  pro- 
longando esta  normal  hasta  la  curba  superior,  la  parte  interceptada  nos 
rlará  a conocer;  l.°la  dirección  de  la  escala  de  pendiente  del  plano  pe- 
dido; 2,°  los  acotaciones  de  dos  puntos  de  esta  escala,  cuya  graduación 
será  fácil  concluir.  Si  admitimos  la  hipótesis  del  número  790,  este  pla- 
no tocara  a la  zona  en  todo  el  largo  de  la  jonerntriz  interceptada  LM; 
mientras  que  no  sería  tanjente  sino  en  el  punto  M,  si  couservásemos  la 
jeneracion  dei  núin.  70Q. 

796-  Cuando  el  punto  de  contacto  se  nos  dé  entre  dos  curbas  con- 
secutivas, de  nivel  tiraremos  también  por  este  punto  una  normal  a la 
curba  inferior;  y si  esta  recta  es  sensiblemente  normal  a la  curba  supe- 
rior, la  parte  interceptada  nos  dará  la  dirección  y magnitud  de  una  de 
las  divisiones  de  la  escala  del  plano  tanjente.  En  el  caso  contrario,  tra- 
zarémos  (núm.  794)  la  sección  horizontal  que  paso  por  el  punto  dado; 
y entonces  la  tanjeute  y la  normal  de  esta  curba  determinarán  el  plano 
xanjente  como  en  el  número  pcceedcutc. 
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797.  En  las  aplícaciunos  dal  método  presente,  es  mui  importante 
saber  discernir  con  anticipación  cual  será  la  posición  del  plano  tanjontc 
con  respecto  a la  superñcic,  en  los  alrededores  del  punto  de  contacto. 

Pero  en  virtnd  de  lo  qne  hemos  dicho  sobro  la  enrbatura  de  las  siqicr- 
ficies,  y do  la  nota  dul  núrn.  695,  podemos  sentar,  como  jencralmeiue 
cierta,  la  regla  siguiente:  Cuando  dos  enrbas  trazadas  sobre  una  super- 
ficie, se  cortan  formando  ángulos  rectos,  y ámbas  son  convexas,  es  de- 
cir, situadas  debajo  del  plano  tanjente  relativo  al  punto  común,  la  super- 
ficie al  rededor  de  esto  punto  es  así  mismo  conve.xa.  Esta  consoenen- 
cia  no  padecerá  excepción,  sino  cuando  las  tanjentes  a las  dos  curbas 
rectangulares  se  hallasen  coinprehendidas  cu  el  mismo  ángulo  obtuso 
PMj  o QM/>  (fig.  134)  formado  por  los  dos  planos  normales  limites  de 
que  hemos  hablado  en  el  núin.  694;  pero  esto  caso  excepcional  no  so  pre. 
sentará  aquí  respecto  a la  sección  de  nivel  y la  línea  de  mayor  pendien- 
te, a lo  menos  iniéntras  c.xista  la  hipótesis  de  una  zona  dcsarrollable  ad- 
mitida en  el  núni.  799;  porque  cntónces  esta  línea  de  mayor  pendiente 
será  tanjente  a una  de  las  dos  secciones  principales.  Y así,  para  cercio- 
rarnos de  que  la  superficie  del  suelo  es  convexa  en  los  alrededores  de 
un  punto,  será  suficiente  reconozcamos  que  la  curba  de  nivel  y la  linca 
de  mayor  pendiente,  son  ámbas  convexas  en  la  proximidad  do  este 
punto;  para  esto  se  nos  ha  dado  la  primera  de  estas  líneas  en  su  verda- 
dera magnitud  sobre  el  plano  horizontal,  yen  cuanto  a la  segunda,  ved 
aquí  un  carácter  fácil  de  comprender. 

798.  Rcpicsentando  por  //  la  distancia  vertical  do  dos  secciones  dcrm.  ii: 
nivel  consecutivas,  y por  / su  distancia  LM  en  la  proyección  horizontal, 

es  claro  que  la  inclinación  a de  la  tanjente  a la  línea  do  mayor  pendien- 
te en  el  punto  M,  la  conocerémos  por  la  relación  tanj  a = Luego,  si 

queremos  que  esta  curba  sea  convexa,  o esté  situada  debajo  de  su  tan- 
jente en  la  proximidad  del  punto  que  consideramos,  es  evidentemente 
preciso  que  el  ángulo  at  vaya  aumentando  a medido  qne  descendemos 
lie  La  M,  N,  P,...., y consiguientemente  que  las  distancias  horizontales 
l o LM,  MN,  NP,....  vayan  disminuyendo,  supuesto  que  li  es  constante. 

En  virtud  do  estas  observaciones,  podrémos  sentarlas  reglas  siguientes: 

1?  La  superficie  os  convexa,  es  decir  inferior  al  plano  tanjente  en  to- 
do el  alrededor  del  punto  de  contacto,  cuando  todas  las  curbas  de  nivel 
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vecinas  son  conve.xas,  y sus  distancias  horizontales  disminuijen  bajando, 
o por  lo  méiios  permanecen  constante. 

2?  La  superficie  es  cóncava,  o superior  al  plano  tanjente,  cuando  to- 
das las  ciirbns  do  nivel  son  cóncavas,  y su  distancia  horizontal  aumenta 
bajando,  o a lo  menos  permanece  constante. 

3?  Cuando  las  enrbas  de  nivel  son  convexas,  y su  distancia  horizon- 
tal aumenta  bajando,  es  convexa  la  siiperncic  en  el  sentido  horizontal; 
pero  es  cóncava  según  la  línea  de  mayor  pendiente,  como  la  garganta 
de  una  polea  cuyo  eje  fuese  vertical. 

4?  Cuando  las  curbas  de  nivel  son  cóncavas,  y su  distancia  horizontal 
disminuye  bajando,  es  cóncava  también  la  superficie  en  sentido  horizon- 
tal, y convexa  en  sentido  de  iu  línea  de  mayor  pendiente,  como  la  gar- 
ganta de  una  polea  cuyo  eje  fuese  horizontal. 

Pero  en  estos  dos  últimos  casos,  y en  las  otras  variedades  de  forma 
. que  pueden  presentar  las  curbas  de  nivel,  el  plano  tanjente  se  halla  en 
parte  encima  y en  parte  debajo  de  la  superficie;  por  consiguiente,  corta 
al  terreno,  y no  podemos  hacer  uso  de  él  con  utilidad  para  resolver  los  pro- 
blemas de  desen/ila miento.  Este  mismo  inconveniente  tiene  lugar  en  el 
segundo  de  los  casos  citados  arriba. 

799.  De  las  consideraciones  precedentes,  resulta  también  que  la 
pendiente  del  suelo  es  tanto  mas  áspera,  cuanto  mas  próximas  estén 
unas  de  otras  las  curbas  en  proyección  horizontal;  y si  dos  de  estas  cur- 
bas llegasen  a tocarse,  la  forma  del  terreno  sería  vertical  en  este  sitio. 
lam.63.  800.  Hallar  la  intersección  de  un  plano  dado  con  una  superficie  co- 

pio.  13.  Trazaremos  las  horizontales  del  plano  que  tengan  las  mismas 

acotaciones  que  las  curbas  de  nivel  de  la  superficie  propuesta;  y sus  en- 
cuentros mutuos  nos  darán  a conocer  los  puntos  de  la  intersección  pedi- 
da. Será  preciso  tengamos  cuidado  en  no  confundir  los  puntos  de  entrada 
con  los  de  salida,  e intercalemos  nuevas  curbas  de  nivel  en  las  partes  en 
que  los  datos  no  estén  bastante  próximos.  Para  obtener  el  punto  culmi- 
nanteáe  la  sección,  será  precisoquedeterminémosaproximadamentenna 
jencratriz  normal  a dos  enrbas  de  nivel  vecinas,  y que  en  su  proyección 
sea  paralela  a la  escala  de  pendiente  del  plano  secante;  porque  el  plano 
tanjente  que  toque  a la  superficie  en  todo  el  largo  de  esta  jeneratriz 
(núm.  79(1),  no  podrá  cortar  al  plano  secante  sino  seguri  una  horizontal 
que  será  la  tanjente  al  punto  culminante.  En  seguida,  no  tendremos 
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ñas  que  hallar  crpuntodc  encuentro  de  estajeneratriz  con  el  plano  se- 
cante dado;  lo  que  efectuarémos  por  el  método  del  níiin.  781,  que  es 
como  se  vé  en  la,^.  12. 

801.  Cuando  el  plano  propuesto  es  vertical,  la  sección  está  proyecta- 
da sobre' su  traza;  pero  como  entonces  conocerémos  las  acotaciones  de 
los'puntos  en  que  corta  a las  curbas  de  nivel,  podremos  ejecutar  un 
perfil  abatido. 

802.  Hallar  la  intelección  de  una  recta  y de  una  superficie  dada.  vio.  13. 
Tirarémos  por  esta  recta  un  plano  arbitrario;  e indagaremos  la  sección 

que  ptoduzca  en  la  superñcie;  esta  curba  irá  a encontrar  a la  recta  pri- 
mitiva en  el  punto  pedido. 

803.  La  intersección  de  dos  superficies  conocidas,  la  hallaremos 
combinando  las  curbas  de  nivel  que  tengan  acotaciones  repectivamcnle 
iguales  en  las  dos  superficies. 

804.  Si  se  tratase  de  conocer  el  punto  de  encuentro  de  una  superficie 
con  una  curba,  nos  iiuajinaríamos,  por  esta  última,  un  cilindro  horizon- 
tal,/ hallaríamos  la  intersección  de  cate  con  la  superficie  dada  esta  ope- 
ración la  ejecutaríamos  como  en  el  núm.  800;  y esta  intersección  iria  a 
cortar  a la  curba  dada,  en  los  puntos  que  fuesen  comunes  a esta  última  y 
a la  superficie  propuesta. 

Nos  limitarémos  aquí  a estas  indicacionos  suscintas,  porque  las  otras 
cuestiones  que  podíamos  tratar  por  estos  métodos,  no  tendrían  ínteres 
sino  presentándolas  bajo  una  forma  que  principalmente  harían  relación 
a la  Fortificación. 


CAPITULO  III. 

J\'ociones  preliminares  sobre  los  Engargantes. 

805.  Cuando  un  cuerpo  sólido,  cualquiera  que  sea  su  forma,  jira  ul 
rededor  do  un  eje  fijo,  todos  los  piinto.sde  este  cuerpo  describirán  en  un 
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mismo  tiempo,  arcos  de  círculo  correspondientes  a ángulos  que  necesa- 
riamente son  iguales,  porque  el  sistema  es  do  forma  invariable;  luego 
estos  arcos  serán  proporcionales  a sus  radios  que  son  las  distancias  de 
estos  varios  puntos  al  eje  fijo,  y por  consiguiente,  las  velocidades  abso- 
lutas V,  v',  v",....  de  todos  estos  puntos  son  también  proporcionales  a los 
radios  r,  r’,  r’’....;  de  modo  que  si  representamos  por  w la  eelocidad  abso- 
luta común  a todos  los  puntos  que  están  colocados  a una  distancia  del 
eje  igual  a la  unidad,  tendremos  constantemente  las  relaciones 


= (u;  y de  aquí  c = ru>,  e’  = r’tu, 


La  cantidad  u es  la  que  se  llama  velocidad  angular  o velocidad  de  ro- 
tación del  sistema,  ya  sea  que  permanezca  constante  o que  varié  con 
el  tiempo. 

806.  Sentado  esto,  el  objeto  que  nos  proponemos  en  un  engargante 
cilindrico,  es  establecer  entre  dos  ejes  paralelos,  proyectados  cu  O y 
O’,  una  dependencia  tal  que  cuando  al  primero  se  le  imprima  una  velo- 
cidad de  rotación  oi,  el  segundo  reciba  también  una  velocidad  de  ro- 
tación to  que  tenga  con  w una  razón  constante  y asignada  en  cada  cues- 
tión particular.  Pero  si  dividimos  el  intervalo  OO’  en  dos  partes  OX  — 
R y O’A  = R',  que  estén  en  razón  inversa  con  Ins  velocidades  w y tv’,  o 
de  modo  que  tengamos  que 

R : R’  : : !o’  : oü ; 


y ai  en  seguida,  con  estas  distancias  como  radios,  describimos  dos  cír- 
culos tanjentes  en  A,  y que  cada  uno  esté  unido  de  un  modo  invariable 
a su  eje,  conseguirémos  evidentemente  el  fin  que  nos  habíamos  pro- 
puesto, haciendo  jirar  estos  dos  círculos  primitivos  do  modo  que  los 
])untos  de  una  y otra  circunferencia  adquieran  velocidades  absolutas  que 
sean  iguales.  Porque,  representándolas  por  V y V’,  resultarán  las  velo- 
cidades angulares  dadas  por  la  fórmula 


VV= 


V’ 
iT  ’ 


y SI  V = V",  tendrémoa  también  que 

VV  : W’  : : R’  : R : : o.  : tu’. 
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Pero  para  que  las  velocidades  absolutas  do  las  dos  circunferencias 
OA  y O'A  sean  iguales,  es  maniñcstamciitc  necesario  que  los  dos 
pantos  Aya,  colocados  en  la  actualidad  en  contacto  sobre  la  línea  de 
los  centros,  recorran  en  un  mismo  tiempo  los  arcos  A A’  y aa'  que  seon 
iguales  en  lonjituil  absoluta;  esta  es  pues  defínitivamonte  la  condición 
esencial  con  que  todo  engargante  deberá  cumplir. 

807.  Para  quo  cl  movimiento  de  rotación  impreso  a la  rneda  O se  fio.  i; 
transmita  a la  rueda  O’  de  un  modo  eficaz  y capaz  de  vencer  resistencias 
considerables,  se  arman  estas  dos  modas  de  cuerpos  salientes  o dientes, 
terminados  por  superficies  ciliadric.is  proyectadas  sobro  cnrbns,  talca  co- 
mo AB  y Pero  ai  uno  de  estos  perfiles  ah  lo  podemos  trazara  nues- 
tro arbitrio,  no  sucede  así  con  cl  otro;  porque  de  no  ser  así  no  quedaría 
satisfecha  la  condición  esencial  del  núm.  80G;  y para  enunciar  mas  cla- 
ramente la  forma  que  conviene  al  perfil  AB,  propondremos  la  cuestión  en 
términos  un  poco  diferentes. 

808,  Imajinémonos  que  cl  círculo  O permanece  enteramente  iumó-LiM.  64. 
vil  y que  el  círculo  O’  rueda,  sin  resbalar,  sobre  él,  llevando  consigo  a *■ 
la  curba  ab  que  forma  un  cuerpo  con  él.  Tomando  sobre  las  varias  posi- 
ciones 0’„  0’„  O’j,.'"  de  este  círculo  móvil,  los  arcos 

AjO,  — A, A,  A,fl,  = A,A,  Ayj,=  A,A, 

obtendrémos  desde  luego  la  epicicloide  aa,«,o,CT,  (núm.  471);  si  en  se- 
guida trazamos  las  enrbas  a,b„  idénticas  con  ah  en  cuanto 

a la  forma  y situación  relativa,  estas  curbas  se  cortarán  consecutiva- 
mente en  los  pantos  i,C,  i",  i’”,.,.,  que  darán  oríjen  a un  polígono  cur- 
bilínco;  poro  uproximnndo indefinidamente  los  centros  0’„  O’,,  0’„  este 
polígono  se  convertirá,  en  el  estado  de  límite,  en  una  curba  contínna 
Ar,f,íyr,B  que  so  llama  la  enrolcente  de  todas  las  curbas  individuales  né, 

a¡b„  a.hj porque  evidentemente  es  tanjente  a cada  una  de  estas  otras 

que  se  llaman  incolutas  (números  190  y 192). 

Sentado  esto,  decimos  que  esta  envolvente  Ac,B  es  el  perfil  que  es 
preciso  adoptar  para  cl  diente  de  la  rueda  O.  Con  efecto,  si  hacemos 
jirar  al  rededor  del  centro  O cl  sistema  invariable  do  los  dos  círculos 
O y 0’„  sin  alterar  en  nada  su  situación  relativa,  hasta  que  la  recta 
haya  tomado  la  posición  vertical  OAO’,  estos  dos  círculos  se 
bailarán  entóneos  aúna  con  las  curbas  A«4B  y afit  on  una  posición 
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Lfis-  '^)  evidciitcinente  será  idéntica  con  la  que  hubieran  tomado  los 
Gírenlos  O y O’  de  la_/it'.  2,  si  estos  hubiesen  solo  jirado  al  rededor  de 
sus  centros  inmocibles,  y <le  modo  qiio  ¡inpriiuicscn  a las  circunferencias 
®3.  ot’S’i  velocidades  absolutas  iguales;  porque  vemos  mui  bien  en 
puntos  A y que  en  un  principio  se  hallaban  en  contac- 
to sobre  la  línea  do  los  centros,  habrán  recorrido  los  arcos  A,A  y K^n^ 
iguales  en  lonjilud  absoluta,  supuesto  que  son  los  mismos  que  los  orcos 
A^A  y A^o,  de  la  fig.  2,  y quo  así  mismo  estos  son  también  iguales  j>or 
la  definición  de  la  rodadura  dada  en  el  in'im.  469.  Y como  otro  tanto  su- 
cedería con  los  círculos  O y 0’„  O y O’, podemos  asegurar  quo  la 

condición  esencial  de  los  ongargartes  (núm  806)  quedará  completamen- 
te satisfecha,  si  adoptamos  por  perfil  conjugado  de  ah  la  envolvente 
Ac4li  definida  como  lo  hemos  hecho  aquí  arriba. 

009.  Do  aquí  podemos  concluir  este  principiojeneral:  hacer  jirar  que 
simultáneamente  lo.s  dos  círculos  O y O’  al  rededor  de  sus  centros  inmó- 
viles, de  modo  que  las  circunferencias  y a’g’  adquieran  velocidades 
iguales,  es  lo  mismo  que  hacer  rodar  a la  circunferencia  a’g’  sobre  la  cir- 
cunferencia «5,  permaneciendo  esta  enteramente  inmóvil,  salvo  que  en 
seguida  se  vuelva  el  sistema  de  estos  dos  círculos,  considerados  invaria- 
bles a la  situación  cu  que  la  línea  do  los  centros  adquiera  de  nuevo  la  po- 
sición primitiva  OO’.  Debemos  conocer  que  este  segundo  modo  de  movi- 
miento es  mas  cómodo  para  las  operaciones  gráficas,  porque  podemos 
efectuarlo  sobre  el  plano  del  círculo  O luego  de  quedar  este  inmóvil. 

Así  mismo,  si  en  la  primera  hipótesis,  tuviésemos  necesidad  de  hallar 
la  ciirba  ggigt—,  descrita  sobre  el  plano  móvil  del  círculo  O,  por  un 
puntocualquiera  g unido  invariablemente  con  lacirciinferoncia  a'g’,  bas- 
tarla hacer  lodar  a esta  última  sobre  la  circunferencia  aS  entoramen- 
te  fija;  y cntóncea  el  punto  g describirla  una  epicicloide  alongada 
gggig,,,,,  que  ya  hemos  enseñado  a construir  (núm.  473),  y que  sería 
la  curba  que  buscábamos. 

Fin.  2.  810-  Vemos  pues  que  para  la  teoría  de  los  engargantes,  es  necesa- 

rio saber  construir  la  envohente  de  las  posiciones  qtu  toma  una  curba  ab 
arrastrada  por  un  circulo  móvil  O’  que  rueda  sobre  otro  circulo  O en- 
teramente fijo.  Es  cierto  que  podríamos  contentarnos  con  trozar  esta 
envolvente  A«,c,c,C4B  haciándula  sensiblemente  tanjonte  a las  curbas  in- 
dividuales ab,  a,b„  a,b„...,  construidas  como  en  el  núm.  808;  pero  ob- 
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tcndrúnios  mas  precisión,  inquiriendo  directamente  la  posición  de  los 
puntos  de  contacto  por  medio  del  teorema  siguiente: 

Si  consideramos  el  círculo  individual  O’,  con  la  involuta  correspon- 
diente ajj,,  y tiramos  a esta  una  normal  que  salga  del  punto  de  con- 
tacto del  círculo  móvil,  decimos  (juc  e,  será  el  punto  do  contacto  de  la 
envolvente  AH  con  la  cnrba  a,h,.  Con  efecto,  mientras  dura  la  rotación' 
del  círculo  O'^  para  pasar  a una  posición  infinitamente  próxima,  el  punto 
r,  describe  (núm.  470)  un  arco  pequeño  circular  ejC  que  tiene  por  radio 
ala  distancia  y como  hemos  elejido  esta  recta  normal  a la  cnrba 
el  arco  CjE  se  hallará  todo  él  en  la  involuta  aA’.  luego  el  punto  e será 
común  a la  involuta  «A  ya  la  que  inmediatamento  la  sigue,  y en  vir- 
tud de  esto,  este  punto  pertenecerá  a la  envolvente  AB  que  bascamos. 
Pero  esta  envolvente  pasaría  también  por  un  punto  análogo  e’  situado  a 
la  izquierda  de  e,  que  será  la  intersección  de  la  cnrba  o A con  la  involuta 
que  la  procede  inmediatamente;  luego  el  elemento  eVjE,  es  común  a la 
involuta  <zA  y a la  envolvente  jeneral  AB;  por  consiguiente,  el  contacto 
de  estas  dos  líneas  está  ciertamente  en  e„  y *«  normal  común  es  AjCj. 

811.  Sentado  esto,  cuando  la  involuta  ab  esté  deñnida  jeométrica- 
mente,  sabremos  tirar  normales  que  salgan  de  A„  A,,....  a sus  divorsaá 
posiciones,  las  cuales  nos  darán  a conocer  otros  tantos  puntos  e¡,  Cj...,  do 
la  envolvente  jeneral.  Si  solo  so  nos  da  gráficamente  la  involuta  ab,  des- 
pués de  haberla  transportado  a la  posición  ajb„  por  ejemplo,  determi- 
naríamos una  abertura  de  compás  tal,  que  describiendo  desdo  el  centro 
A,  un  arco  do  círculo,  este  toque  sencillamente  a la  cnrba  aA'>  una  pe- 
queña porción  de  este  arco  sensiblemente  'pertenecerá  a la  envolvente, 
y casando  en  seguida  todos  los  arcos  semejantes  por  medio  de  un  trazo 
continuo,  obtendrénios  la  envolvente  que  buscamos  con  una  exactitud  su- 
ficiente en  la  práctica.  Sin  embargo,  este  trazo  presentaría  mas  precisión 
aun,  si  le  efectuásemos  con  los  radios  de  los  círculos  osculadores  de 
la  envolvente;  por  esta  razón  vamos  a dar  el  medio  de  hallar  estos 
ültiinos. 

812.  Observemos  úntes  do  esto,  que  si  por  el  contrario  hacemos 
rodar  sobre  el  círculo  O’  permaneciendo  este  fijo,  al  círculo  O que  consi- 
derarémos  móvil,  y que  arrastra  consigo  a la  cnrba  AciCje^fi,  la  envol- 
vente de  todas  las  posiciones  de  esta  última  curba  será  precisamente  la 
línea  ab.  Con  efecto,  cuando  un  punto  del  círculo  O,  por  ejemplo  el  A„ 
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haya  }logado  a tocar  a la  circnnfurencta  0\  la  curba  a,6„  que  en  la  ac- 
tualidad toca  a la  línoa  Ar^B,  evidentemente  coincidirá  con  ab,  y por 
eansignicnte,.  esta  úliiinn  será  íanjenlc  a la  posición  que  habrá  to- 
mado entonces  la  linca  Ac,B. 

tiM.Ci.  813.  Centros  d«  curhatura  de  Ja  involuta.  Sea  O’  una  posición 
*'  'cnalqoiera  del  círculo  móvil  que  toque  al  círculo  fijo  O en  un  punto  «; 
sean  ab  lainvointa  correspondiente  a esta  situación,  AmB  la  envolvente 
joneral,  C’  y C los  centros  de  curbaturade  estas  li.".eas  para  el  punto  do 
contacto  rn,  cuyos  centros  deben  hallarse  sobre  la  normal  cumiin  am, 
al  primero  de  estos  lo  consideramos  como  conocido  por  la  definición 
do  la  enrba  amb.  Si  sobro  los  círculos  primitivos  tomamos  dos  arcos 
aec,  aa’ qoe  sean  iguoles  en  magnitud  absoluta,  c infinitamente  peque- 
ños, la  recta  Ca,)n„  será  (núm.  810)  una  nornial  de  la  envolvente  y 
CWa’  una  normal  de  la  Snvolutn;  pero  cuando  la  rotación  del  círculo 
O’  haya  llevado  al  punto  a’  al  contacto  con  a„  ncccsariamante  so  halla- 
rán lasdos  normales  Cz,  y O’z'  en  línea  recta,  así  como  también  los  dos 
radios  0«,  y OVs  de  dundo  conclulréinos  que  los  ángulos  Oz,C  y 
O’a’C’  deben  en  la  actualidad  ser  iguales,  por.^uo  durante  la  rodadura 
del  círculo  O’  no  habrán  variado  de  magnitud.  Sentado  esto,  y repre- 
sentando porf  el  ángulo  OzC=0'aC,  icudrémos  cvidentcincnte  que 

Oa,C  = q, -f- O — C y OVC’  = q + CT  — O’; 
de  donde,  igualando  estas  esprcsiotics,  resulta  quo 
(a)  O -f  O’  = C -I-  C’. 

Para  estimar  estos  últimos  ángulos,  es  preciso  emplear  los  arcos  de  cír- 
culo descritos  desdo  sus  vértices  con  un  radio  igual  a la  unidad,  y com- 
parar estos  arcos  con  az,  y zz’,  que  deberemos  mirar  como  una  sola 
línea  recta  perpendicular  a OzO’.  En  seguida,  haciendo  a 

Oz=R,  Cm=p,  0’z=R’,  C’m=p’,  am=^,  acci*=^*'—ds, 
hallarémos  fácilmente  que 


angul0O  = ^.O=^. 

y sustituyendo  estos  valores  en  la  igualdad  precedente  (a),  nos  resultará 
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tormula  mui  sencilla  que  nos  daré  a cauoccr  al  radio  de  curbatnra  p d» 
la  envolvente,  y por  cuiisigiilonte,  a su  centro  do  curbatura  C,  cuando 
se  conozca  el  radio  p'  de  la  iuvoluta 

814.  Podemos  proveer  con  facilidad  y sin  necesidad  de  trazar  una 
nueva  figura  que  dcberénios  cambiar  cu  esta  fórmula  el  signo  de  p',  cuan- 
do el  centro  C’  caiga  al  mismo  lado  que  C respecto  al  punto  m;  lo  mismo 
será  preciso  hacer  con  R’,  si  el  centro  O’  se  halla  al  mismo  lado  que  O 
relativamente  al  punto  de  contacto  oc  do  los  dos  círculos.  Y así,  en  el  ca- 
so de  la^.  5,  la  equociun  (A)  tomará  la  forma 


quo  es  n>ni  simétrica  en  todas  sus  partes.  Bajo  este  panto  de  vista,  hnbic- 
ra  sido  mas  racional  fundar  la  deinoslraciou  en  la  Jig.  5,  en  que  los  cen- 
tros están  colocados  al  mismo  lado  de  la  tanjente;  pero  como  este  últi- 
mo caso  so  presenta  ménoe  veces  en  los  engargantes,  hemos  querido 
fijar  la  atención  en  los  datos  mas  habituales. 

Somos  deudores  de  las  fórmulas  (A)  y (B)  a JU.  Samry,  así  como  tam- 
bién do  la  construcción  gráfica  que  vamos  a esponer. 

815.  Unamos  por  medio  de  rectas  los  centros  O y C,  O’ y C’;  pro- no. 6. 
loagando  cu  seguida  estas  rectas,  indagiiémos  los  puntos  D yD'  en  que 
van  a cortar  a la  perpendicular  oíD  levantada  a la  normal  común  CaC’; 
y sucederá  quo  estos  dos  puntos  se  confundirán.  Con  efecto,  si  desde 
loe  centros  O y O’  bajamos  perpendiculares  a la  normal  CaC’,  formare- 
mos triángulos  semejantes  con  Cal)  y C’aD’,  de  los  cuales  con  suma  fa- 
cilidad sacaréinos  que 

aD  = y aD’=  (P’+P)  «eny  . 

Rcosv— (p— ^ (p’ R’  COStjJ 

Pero  la  fórmula  (A)  nos  da,  transportando  el  segundo  y tercer  término, 

R COSÍ}. — (p — p) (p’-f /?)— R’cosv 

(p— R (p’+>)  R' 
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que  nos  prueba  que  los  valores  precedentes  de  aD  y aD’  son  ciertamen- 
te iguales. 

816  Y así,  cuando  se  conózca  el  centro  de  curbatura  C'  del  punto  m 
de  la  involuta  amh,  tiraremos  la  recta  C'O’  que  prolongaremos  basta  que 
encuentre  en  un  punto  D a la  perpendicular  «D  levantada  a la  normal 
a»íC’:  y en  seguida,  uniendo  este  punto  D con  O,  la  recta  OD  irá  a cor- 
tar a la  normal  prolongada  C’a  en  el  punto  C que  será  el  centro  de  cur- 
batnra  de  la  envolvente  .V/«H  respecto  al  punto  »i.  Cuando  la  involuta 
amb,  en  lugar  de  estar  dcñnida  por  sus  propiedades  jeométricas,  solo  se 
nos  dé  gráficamente,  trazarémos  niuclios  círculos  tanjentcs  en  m a 
esta  curba,  y olijiendo  entre  ellos  el  queso  apro.xime  mas  a contundirse 
con  ah  en  los  alrededores  de  m,  podrimos  tomar  su  centro  como  si 
fuese  el  punto  C’. 

En  todos  los  casos,  si  con  radios  como  Cw  describimos  arcos  pequeños 
de  círculo,  y los  casamos  por  medio  do  un  trazo  continuo,  obtendremos 
el  trazado  de  la  cnvolvenlo  Xmb  doi  modo  gráfico  mas  exacto, 
na.  4.  817.  Antes  do  aplicar  estos  resultados  a varios  ejemplos,  colocare- 

mos en  esto  lugar  una  observación  importante  relativa  a la  teoría  do  los 
engargantes;  tal  e.s  la  de  que  durante  la  rotación  del  circulo  O’  sobre  el 
círculo  fijo  O,  la  curba  amb  no  solo  rueda  sencillamente  .sobre  AmB, 
sino  que  al  mismo  tiempo  resbala  sobre  ella  (núm.  469),  de  lo  cual 
resulta  un  rozamiento  entro  los  dientes  de  las  dos  ruedas  que  consume 
nnn  parte  de  la  fuerza  motriz.  Con  efecto,  cuando  en  una  época  cual- 
quiera so  tocan  los  círculos  O y O'  cu  a,  el  contacto  »nde  la  envolvente 
con  la  involuta  30  conoce  por  la  normal  CaiwC’  tirada  por  este  punto  a; 
luego,  cuando  un  desvío  infinitamente  pequeño  baya  hecho  que  los  cír- 
culos se  toquen  en  los  puntosa’  y a„  las  normales  correspondientes  se- 
rán las  rectas  C a’  y Ca„  que  van  a determinar  los  puntos  tii’  y m,  en 
que  la  iuvoluta  y la  envolvente  so  tocan  en  esta  segunda  época  del  movi- 
miento. Pero  si  los  arcos  mm'  y miiii  no  son  iguales,  y dirijidos  en  el 
mismo  sentido,  es  claro  que  habrá  rosbaldiniento  do  una  de  los  curbas 
sobre  la  otra;  calculemos  pues  estos  orcos. 

Evideiitemcute  tenemos  que 


p C0S9  . <ls 
P—P 


, p’cosqi  . (Is 


v mm  = — 


P +/' 
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reduciéndola  en  virtud  de  la  fórmula  (A).  Ademas,  si  considerarnos  un 
desvio  de  magnitud  finita,  representado  sobre  el  círculo  fijo  por  s” — 
la  diferencia  de  los  arcos  recorridos  sobro  la  envolvente  y la  involutn  ¡lor 
el  punto  de  contacto,  nos  la  dará  a conocer  la  integral  definida 


luego,  excluyendo  loa  casos  inusitados  en  que  la  porción  de  normal 
am=p  cambiasen  de  signo  en  el  intervalo  de  s’  a es  cierto  que  esta 
integral,  compuesta  toda  de  elementos  positivos,  no  ser.á  nunca  nula;  y 
por  consiguiente,  habrá  siempre  un  resbalamiento  entre  las  curbas 
amb  y AmB. 

818.  No  nos  detendremos  en  el  caso  mui  particular  que  supusiese 
a p constantemente  nula;  porque  esto  exijiria  que  la  involuta  y la  en- 
volvente se  confundiesen  con  las  circunferencias  O'  y O.  Si  uno  de  los 
dos  centros  C o C estuviese  situado  entre  a y m,  debíamos  notar,  en  la 
fig.  4,  que  los  puntos  m¡  y m'  estarían  colocados  uno  a la  izquierda  y otro 
a la  derecha  do  m;  y como  entóneos  uno  de  los  arcos  nini¡  o mm'  sería 
negativo,  su  diferencia  analítica  sería  también  la  que  nos  diese  a conocer 
el  desvio  de  los  puntos  ?«,  y ni,  de  modo  que  la  integral  S se  oplica  tam- 
bién a este  caso.  Finalmente,  cuando  el  resbalamiento  es  interior,  como 
sucede  en  la^g.  5,  esta  integral  tomará  la  forma 


y supuesto  que  en  esto  caso,  son  precisamente  desiguale.s  los  radios  II 
y R’,  la  diferencia  & de  los  arcos  recorridos  [tor  el  contacto,  será  también 
diferente  de  cero,  y habrá  siempre  resbalamiento  entre  la  envolvente  y 
la  involuta,  con  tal  que p no  cambio  de  signo  en  el  intervalo  que  se  con- 
sidera. 

Volvamos  ahora  a la  construcción  gráfica  de  los  centros  de  curbatura 
de  una  envolvente,  tomando  por  ejemplo  los  casos  que  mas  coiiiunincnte 
se  usan  en  los  engargantes. 
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B19.  Eiicolcentc  de  un  punto  múril.  Si  la  involuta  se  reduce  a nn 
solo  punto  A colocado  sobre  la  misma  circunferencia  del  círculo  móvil, 
la  envolvente  no  serd  otra  cosa  qitc  la  ctirba  descrita  por  este  punto,  es 
decir,  la  epicicloide  sencilla  .\MB;  sería  una  epicicloide  alongada  .VM’B’, 
si  el  punto  jencrador  estuviese  colocado  en  .V  esterior  al  círculo  mó- 
vil; y si  estuviese  colocado  interiormente  en  darla  oríjen  a la  epi- 
cicloide acortada  liemos  visto  precedcntcniente(númcros  471, 

y 473)  cuan  fácil  es  liullar  los  puntos  M,  y M”  do  estas  curbas,  co- 
rrespon  Jicntes  a cada  punto  de  contacto  a del  círculo  móvil  O’;  y que 
las  normales  correspondientes  son  las  rectas  aM,  a^I’,  y a¡M”.  Para  obte- 
ner ahora  los  centros  de  curbatiira,  es  preciso,  según  la  regla  del  núm. 
816,  levantar  una  perpendicular  sD,  xD'  o aD”  a cada  normal,  y prolon- 
garla hasta  que  corte  al  diámetro  .MO';  y uniendo  cu  seguida  el  punto 
de  sección  D,  D’ o D”,  con  el  centro  O por  una  recta,  esta  última  encon- 
trará a la  prolongación  de  la  normal  en  el  centro  C,  C oC”quo  buscamos. 

820.  Parala  epicicloide  sencilla  AMB,  vemos  claramente  que,  sin 
tra7.ar  la  perpendicular  aD,  el  punto  de  encuentro  con  MO'  estará  siem- 
pre cu  el  cstremo  D de  este  diámetro;  ademas,  la  sóric  de  los  centros  de 
curbaturn  análogos  a C,  formará  una  involuta  .ACE  que  será  ella  mis- 
ma una  nueva  epicicloide  y que_  podemos  determinar  a priori  del  modo 
siguiente.  Después  de  haber  levantado  la  perpendicular  Cg  a la  normal, 
describirémos  un  círculo  «pie  tenga  por  diámetro  el  intervalo  ag,  y otro 
círculo  que  tenga  por  radio  a Og;  haciendo  en  seguida  rodar  el  primero 
sobre  el  segundo,  el  punto  C enjendrará  la  evoluta  ACE.  Para  justiñ- 
car  esta  aserción,  adoptemos  las  anotaciones  siguientes: 

Oa=R,  0’a=R’,  Og=r  y ag=2r’  ; 

observemos  en  seguida,  que  coit  motivo  de  ser  aD=.MT,  tendremos 
evidentemente  que 

Og  : Oa  : : ge  : aD  : : ag  : aT : 
lo  cual  nos  da  la  relación 

r : R ::  r’  : R’;  y ademas  R=r+2r'; 
de  donde  concluimos  qne 

_ R'  RR’ 

''  1T-P2R'  ’ R-f  '2R’  ■ 
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Eatos  valoras  constantes  prnebnn  desdo  Iiiogo  qno  los  dos  círculos 
descritos  con  Og  y a“  pcrinanoccrán  invariables  en  magnitud,  ciial- 
qníera  qno  sea  la  posición  del  contacto  a del  círculo  primitivo  O’;  segnn 
esto,  después  de  haber  tomado  el  arco  AF  igual  a la  soini-circnnfcroncia 
MaD,  y do  haber  tirado  el  radio  OEF,  no  habrá  mas  qno  demostrar  que 
el  arco  gC  es  igual  a gE.  Pero  como  lo.s  arcos  semejantes  gC  y MT  son 
proporcionales  a sus  radios,  y como  el  segundo  de  estos  arcos  es  igual 
aD=«F,  tendremos  qnc 

arco  gC=  . «F,  y arco  6E=j^  . aF, 

de  donde  re.sulta  qne  los  arcos  gC  y SE  son  efectivamente  iguales  en  lon- 
jitud  absoluta,  en  virtud  de  la  proporción  hallada  mas  arriba  entre  los 
cuatro  radios. 

821.  Para  el  vértice  B do  la  epicicloide  primitiva,  el  centro  de  enr- 
batura  se  halla  en  el  oríjen  E de  la  evoluta  ACE;  y como  la  regla  jeno- 
ral  del  iiúni.  SlGes  en  este  caso  insuñcicntc  para  obtener  este  centro 
particular  E,  es  útil  saberlo  hallar  directamente.  Pero  el  valor  do  r 
sentado  arriba  nos  dice  que  si  sobre  OB  como  diámetro,  describimos 
tina  semi-circunferencia,  esta  cortará  al  círculo  primitivo  descrito  con 
el  radio  OA  en  un  punto  G,  desde  el  cual,  bajando  una  perpendicular 
GE  al  diámetro,  nos  dará  a conocer  al  punto  E que  buscamos. 

822.  Debemos  observar  que  la  epicicloide  es  una  enrba  rectificable; 
porque  un  arco  de  una  evoluta  es  siempre  igual  a la  diferencia  do  loa 
radios  de  ciirbutura  que  terminan  en  los  estremos  de  esto  arco,  de  aquí 
resulta  que  el  arco  AC  os  igual  a In  recta  CaM.  I-a  mitad  de  la  rama 
ACE  tendrá  por  loiijitud  a EB=2r’4-2R’;  y ai  queremos  csprcsarla  solo 
por  medio  de  los  elementos  de  esta  epicicloide,  bastará  que  sustituya- 
mos aquí  por  R’  su  valor  en  funciones  de  r y r'. 

823.  Envohente  de  un  circulo.  Sea  O cl  círculo  fijo,  y O’  el  móvil  lam.  65. 
que  rodando  sobro  cl  otro,  arrastre  consigo  a un  pequeño  círculo  amb 

cuyo  centra  M esté  colocado  sobro  la  circunferencia  O’.  Este  punto  M 
ha  descrito  la  epicicloide  AM;  y para  obtener  la  envolvente  ew,  es  pre- 
ciso, según  la  regla  del  núm.  811,  tirar  de  cada  punto  do  contacto  a, 
nna  normal  a la  involiua  amb,  es  decir,  tirar  la  recta  a\I.  Esta  última 
encuentra  a la  involuta  en  dos  puntos  m y »«’;  luego  aquí  habrá  dos 
' 57b 
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envolventes,  una  siit  interior,  y la  otra  e'iii'  esterior,  las  cuales  tocarán 
a la  involiita  amb  en  los  puntos  m y m'.  Estas  dos  envolventes  tendrán 
los  mismos  centros  de  curbatura  C y la  misma  evointa  ACE  que  la 
epicicloide  AM;  pero  sus  radios  de  curbatura  serán  todos  menores  o 
mayores  que  los  do  esta  última  línea,  una  cantidad  constante  M/n=r; 
de  modo  que  estas  tros  turbas  estarán  equidistantes  cu  todos  sus  pun- 
tos, en  el  sentido  de  sus  normales  comunes. 

Cada  uno  de  estos  involucros  presenta  un  retroceso  en  el  sitio  en  que 
encuentra  a la  evolutn  ACE.  Para  determinar  este  punto  e,  basta  obser- 
var que  cnlónces  el  radio  de  curbatura  de  la  epicicloide  es  igual  a M«» 
=r,  y que  la  porción  do  normal  señalada  por/;  en  el  núm.  813,  es  en 
este  caso  la  cnerda  aM  del  círculo  móvil;  luego,  si  en  la  fórmula  (A) 
de  este  número,  hacemos  a 

p=r,  p’=0  y a /;=2R’  cosf  , 
deducirémos  de  aquí  con  suma  facilidad  que 


lo  que  nos  dice  (|uc  tomando  sobre  la  circunferencia  O,  y partiendo  del 
punto  A,  un  arco  igual  al  que  en  el  círculo  O’  tiene  por  cuerda  el  valor 
que  acabamos  de  hallar  pura  /;,  obtondrémos  el  punto  de  contacto  a’ 
que  corresponde  al  retroceso  e que  buscamos;  y desde  luego,  este  último 
punto  se  construirá  fácilmente,  así  como  lo  hemos  hecho  con  el  centro 
C por  medio  del  punto  a. 

En  lugar  de  aplicar  la  fórmula  (A)  a la  epicicloide  AM,  hubiéramos 
podido  aplicarla  directamente  a la  envolvente  em,  cuyo  radio  do  curba- 
tura es  nulo  en  cl  punto  que  buscamos  e;  en  cuyo  caso  hubiera  sido 
preciso  hacer  a 

p=0,  p’=r  y /;-)-r=/>'=2R’ cosf , 

y hubiéramos  hallado  para  que  representa  la  cuerda  Ma,  el  misino 
valor  que  aquí  arriba. 

825.  La  única  parte  de  estas  envolventes  que  es  útil  en  tas  nplica- 
ciones  a los  engargantes,  es  la  rama  sni,  o para  hablar  mas  exoclanii-ntc, 
es  la  porción  d;«  do  esta  rama  que  se  halla  en  el  esterior  dcl  círculo  O. 
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Auii  cuando  el  urijcn  $ de  esta  porción  útil  se  diferencia  mni  poco  del 
retroceso  e,  si  quereino.'i  determinar  rigurosamente  el  primero  de  estos 
puntos,  observarémos  que  se  presenta  cuando  el  círculo  pequefio  pasa 
por  cl  contacto  a do  los  círculos  O y O’,  es  decir,  cuando  la  cnerda  .Ma 
es  igual  al  radio  Mhi.  Luego  será  suficiente  tomar  el  arco  Ai  igual  al 
que,  en  el  círculo  O’,  tiene  por  cuerda  al  radio  M/n. 

Íi2ti  Enrol rente  (le  un  radio.  Si  adoptamos  por  involuta  al  radio  no.  ii. 
Ü’A  del  círculo  móvil  O’,  la  envolvente  scró  la  epicicloide  AwiB  enjen- 
drada  por  el  punto  A de  iin  círculo  V que  se  hubiese  descrito  sobre  AO’ 
como  diámetro,  y que  él  mismo  rodase  sobro  la  circunferencia  O.  Con 
electo,  cuando  el  círculo  O’  haya  llegado  a una  posición  cualquiera  O”, 
el  radio  O’A  ocupará  una  situación  0”a  determinada  por  la  condición 
a(7=ar.‘V;  luego  si  bajamos  sobre  esta  iiivoluta  O’Vj  la  perpendicular  awi, 
el  punto  m será  (núm.  81 1)  un  punto  de  la  envolvente  que  buscamos.  Pe- 
ro este  punto  m manificstanicntc  pertenecerá  a la  circunferencia  V’  des- 
crita sobre  «O"  como  diámetro,  y eiitónces  los  arcos  aw  y aa  que  corres- 
ponden a un  mismo  ángulo  aO"a  y están  descritos  con  radios  duplo  uno 
y otro,  serán  iguales  en  loiijitud  absoluta;  do  donde  concluirémos  que  el 
arco  xrn  es  también  igual  al  arco  a.\,  y que  según  esto  el  punto  m hallado 
ya  para  la  envolvente;  pertenece  efectivamente  a la  epicicloide  AB  que 
describiría  el  punto  del  circulo  V que  rodase  sobre  la  circunferencia  O. 

827.  Lo  ipio  precede  dcniiicstrn  al  mismo  tiempo  que  si  el  círculo 
V roda.se  en  cl  interior  del  círculo  O considerado  inmóvil,  cl  punto  \ de 
esta  circunferencia  V dcscribiria  una  epicicloide  rectilínea  que  precisa- 
nicnto  sería  cl  radio  .\0’,  o mas  bien  el  diámetro  entero  del  círculo  O’, 
según  ya  lo  hemos  visto  en  el  núm.  475.  De  modo  que  en  el  caso  pre- 
sente lainvolnia  y la  envolvente  son  ciijendradas  por  el  rodamiento  del 
niisiuo  círculo  V sobre  las  circunferencias  O y O’,  este  resultado  no  es 
sino  un  caso  particular  de  la  proposición  siguiente  : 

828.  Enrolrrnte  de  una  epicicloide.  Si  hacemos  rodar  un  círculo  U ,-,c.  ij.- 
de  un  radio  arbitrario,  primeramente  en  el  interior  del  círculo  O’,  y en 
seguida,  en  el  c.stcrior  del  círculo  O,  un  mismo  punto  de  la  circunferencia 

II  describirá  do.s  epicicloides  (il>  y AB,  de  lu.s  cuales  la  última  será  la 
envolvente  do  todas  la»  posiciones  que  tomará  lu  invohita  ah,  cuando 
esta  sea  arra.»traila  por  la  rotación  dcl  círculo  O’ sobre  lacircnnferenciaO. 

(’on  efecto,  consideremos  los  círculos  O y O'  en  una  posición  cualquiera 
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en  qnc  se  toquen  en  a,  trácenlos  en  seguida  el  círcnlo  U tanjente  en  este 
mismo  punto  a los  otros  dos.  En  esto  caso,  la  circunferencia  U irá  a 
cortara  la  epicicloide  ab  en  un  punto  m,  de  modo  que  sea  el  nrcoam=aa; 
poro  a causa  do  la  rotación  del  círculo  O’  sobre  O,  será  también  el  arco 
aa=aA;  luego  los  arcos  am  y aA  son  iguales,  y por  consiguiente,  el 
punto  m de  la  ciirba  ab  pertenece  también  a la  epicicloide  AB.  Ado- 
rnas, estos  dos  epicicloides  son  tanjentes  en  el  punto  común  »i,  porque 
tanto  para  la  una  como  para  la  otra(núm.  472)  la  normal  es  la  cuerda 
ani  del  circulo  jenerador  U.  l'cro  mui  rara  vez  se  emplean  estos  dos  per- 
files curbilineos  en  los  dientes  de  las  ruedas,  en  atención  a que  es  inu~ 
cho  mas  eSmodo  adoptor  el  sistema  de  la  jig.  11,  en  ol  cual  uno  de  loa 
dos  perfiles  es  una  recta  AO’  (•). 


(* ) Jeneralizandn  estas  consideraciones,  podemos  definir  de  otro  modo 
que  como  lo  hemos  hecho  en  el  núm.  808,  la  forma  que  deben  tener  loe 
perfiles  conjugados  de  los  dientes  de  un  engargante.  Para  esto,  tomemos 
una  curba  cualquiera  W tanjente.  en  A (fig.  2)  a los  dos  circuios  O y O’, 
y hagámosla  rodar  alternatieamente  en  el  interior  de  ¡a  circunferencia 
O’  y en  el  esterior  del  circulo  O;  en  este  caso  el  punto  A de  W describirá 
subcesicamente  dos  curbas  ab  y AB  que  serán  los  jierfiles  pedidos.  Por- 
que cuando  los  circuios  O y O'  Jiren  al  rededor  de  sus  centros  inmóciles 
de  modo  que  impriman  relocidades  iguales  {núm.  8Ws)  a las  circunfe- 
rencias «3  y a o',  sucederá  que  las  curbas  AK  y nb  enjendradas  como  ar- 
riba, se  tocarán  constantemenente  en  un  punto  eariable,  cuya  normal  co- 
mún pasará  siempre  por  el  punto  A colíKado  sobre  la  linea  que  une  los 
centros.  Demostrarémos  esto  con  facilidad,  sustituyendo,  en  conformi- 
dad con  el  principio  del  núm.  800,  al  moeimiento  de  rerolueion  de  los 
circuios  O y O'  al  rededor  de  sus  centros  inmóciles,  el  rodamiento  de  la 
circunjercncia  O’  sobre  la  circunferencia  O enteramente  fija: 

Pero  esta  segunda  definición  de  los  ¡perfiles  de  los  dientes,  seria  poco 
cómoda  para  emplearla  en  el  caso  en  que  con  anticipación  y arbitraria- 
mente la  forma  ab  de  uno  de  estos  perfiles;  porque  cntónces  seria 

preciso  principiar  por  indagar  cual  era  la  curba  W que,  rodando  so- 
bre O’  podría  enjendrar  el  perfil  dado  ab,  lo  que  de,  ordinario  ofrecería 
muchas  dificultades. 
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829.  EnvoltenU  de  una  toluUt  de  circulo.  Finalmente,  adoptémos  «o.  13. 
por  involuta  a la  cnrba  amh  que  es  la  voluta  (núm.  479)  de  un  círculo 
concéntrico  con  O’,  y descrito  con  un  radio  arbitrario  O’C.  Si  desdo  el 
punto  a tiramos  a este  círculo  O'C  la  tanjente  amC',  esta  será  normal 

a amb  y nos  dará  (núm.  811)  un  punto  m de  la  envolvente  AwB  que 
buscamos;  por  otra  parte,  el  centro  de  curbatura  C de  esta  envolvente 
se  obtendrá  (núm.  816)  tirando  O’C'  y su  paralela  OC,  que  será  per- 
pendicular a la  normal  C’aC,  y evidentemente  tendrá  por  valor  cons- 
tante a 

0C=0’C’x|,: 

de  donde  concluimos  que  la  circunferencia  descrita  con  el  radio  OC  será 
el  lugar  do  todos  los  centros  de  curbatura  de  la  envolvente  AmB,  y con- 
siguientemente esta  misma  envolvente  es  una  voluta  del  círculo  OC. 

830.  Volvamos  ahora  a tratar  dcl  verdadero  e.stado  de  dos  ruedas  no.  7. 
una  do  las  cuales  transmita  a la  otra  el  movimiento  circular  que  la  ani- 
ma; porque  según  hemos  dicho  núm.  808,  la  hipótesis  de  qne  el  cír- 
culo O’  rodaba  sobre  el  círculo  O ([ue  e.staba  absolutamente  fijo,  no  era 
sino  una  ficción  propia  para  simplificar  el  estudio  y trazado  de  las  envol- 
ventes de  que  teníamos  necesidad.  Y así  en  realidad,  los  centros  O y O’ 
están  ámbos  fijos,  y el  movimiento  do  revolución  qne  so  imprime  a la 
rueda  O se  comunica  a la  rueda  O’  por  medio  dcl  empuje  que  la  cnrba  AB 
transmite  a la  otra  ah\  pero  para  qne  este  movimiento  satisfaga  a la  con- 
dición esencial  del  núm.  806,  es  preciso  (núm.  808)  que  una  de  estas 
curbas  sea  la  envolvente  do  la  otra  cuya  forma  queda  arbitraria.  Sin  em- 
bargo, debemos  hacer  la  restricción  do  que,  en  la  porción  de  ah  que  se 
utilice , vayan  los  radios  vectores,  tales  como  O’in , disminuyendo 
siempre  osiempre  aumentando;  y entúnces  los  de  AB,  tales  como  Om, 
variarán  constantomente  en  sentido  contrario  a los  anteriores.  Esto  es  ne- 
cesario para  que  haya  verdadero  empuje  áa  un  diente  contra  otro;  porque 

si  uno  de  los  radios  vectores  O'rn  fuese  máximo  o mínimo,  este  necesa- 
riamente sería  normal  a la  curba  ah\  y cuando  los  dos  dientes  llegasen 
a tocarse  en  m,  la  normal  O'm,  que  en  esta  época  debe  (núm.  810)  pa- 
sar por  el  punto  de  contacto  D de  los  dos  círculos,  iria  a coincidir  en  di- 
rección con  In  línea  do  los  centros  ODO';  y cnUiuccs  la  revolución 
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4.7» 

'leí  circulo  O al  rededor  de  su  centro  inmóvil,  producirla  uua  velocidad 
precisamente  tanjendal  a la  curba  amb,  esto  no  daria  lugar  sino  a un 
limpie  rozamiento  que  sería  insulicientc  para  arastrar  a lanicda  O’. 

831.  Lugar  de  Ion  contactos.  En  el  movimiento  do  revolución  al  rede- 
dor de  los  centros  fijos  O y O’,  el  punto  de  contacto  m de  la  envolvente  y 
de  la  invointa,  que ámbns participan  de  este  movimiento, ociipasubcesiva- 
mente  posiciones  diferentes  con  respecto  a la  recto  invariable  ODO’  y al 
punto  D en  que  constnntcincnte  se  tocan  los  círculos  movibles;  la  su- 
cesión de  estas  posiciones  del  punto  ni,  sobre  el  plano  fijo  de  los  dos  cír- 
culos, forma  una  cnrbnqne  es  útil  conocer.  En  j eneral,  la  obtendremos  mi- 
diendo en  cada  posición  del  círculo  móvil  do  la  Jig.  2 el  radio  vector 

y el  ángulo  CjAiO'j  para  referirlos  en  seguida  sobre  la  Jig.  7,  partiendo 
desdo  el  jtiinto  D considerado  como  polo;  pero  cu  muchos  casos,  este  lu- 
gar de  los  contactos  entre  la  envolvente  y la  invointa  se  obtiene  de  un 
modo  directo  y nmi  sencillo. 

1. ”  Si  la  invointa  se  redujese  n un  punto  de  la  circunferencia  O’,  es 
evidente  que  esta  circunferencia  sería  ella  misma  el  lugar  pedido. 

2. °  Cnando  la  invointa  os  el  radio  O'A  (jig.  1 1),  el  lugar  de  los  con- 
tactos subccsivos  es  la  circunferencia  V descrita  sobre  O'A  como  diá- 
metro: porque  cualquiera  que  sea  la  posición  O’A’  del  radio  móvil,  la 
normal  AN’,  que  es  preciso  bajar  del  punto  A (núm.  811),  terminará 
siempre  sobre  la  circunferencia  V. 

3. ®  Fin  el  caso  poco  usado  de  la  Jig.  12,  en  que  la  envolvente  y In  in- 
vointa fuesen  dos  epicicloides,  sus  puntos  de  contacto  se  ballarian  todos 
evidentemente  sobre  la  circunferencia  U,  colocada  tanjcncialmente 
a lo.s  dos  círculos  primitivos  sobre  la  linca  invariable  que  une  los  cen- 
tros fijos. 

4. “  Por  último,  cuando  la  involuta  y la  envolvente  son  dos  volutas 
do  circulo,  el  lugar  de  sus  contactos  subccsivos  será  precisamente  la 
recta  C’aC,  que  es  tanjente  común  a los  dos  círculos  ausiliares  que 
dan  nacimiento  a estas  volutas;  porque  durante  la  revolución  de  estas 
enrbas  al  rededor  de  los  centros  fijos  O y O’,  la  normal  que  sería  preci- 
so tirar  desde  el  punto  a (núm.  811),  coiucidiria  siempre  con  la  rec- 
ta C’aC. 

832.  Limites  correspondientes.  Como  en  la  práctica,  no  se  empican 
sino  arcos  poco  c8tenso.s  de  envolvente  e involuta,  es  importante  saber 
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limitar  una  de  estas  curbas  en  la  porción  verdaderamente  útil,  según  la 
magnitud  del  arco  que  se  ha  conservado  para  la  otra.  Pero  los  puntos 
correspondientes,  es  decir,  los  que  se  hallan  en  contacto  a cierta  época 
del  movimiento  de  revolución,  naturalmente  serian  dados  si  constni' 
yésemos  la  envolvente  según  el  método  del  núm.  011  y la  fg.  2¡  y como 
en  la  mayor  parte  de  los  casos  usuales,  se  conoce  con  anticipación  la 
naturaleza  de  la  envolvente  y de  la  involuta,  y se  trazan  estas  curbas  in- 
dependientemente una  de  otra;  de  modo  que  es  necesario  indagar  en 
seguida  los  límites  correspondientes,  es  fácil  esto  después  de  haber 
construido  el  lugar  de  los  contactos  subcesivos- 

803.  Por  ejemplo,  en  el  caso  do  la  ftg.  1 1 en  que  la  involuta  os  el  ra- 
dio O’A,  y la  envolvente  la  epicicloide  AmB  descrita  por  el  rodamiento 
del  círculo  V,  para  hallar  el  punto  correspondiente  a N,  reforircinos  este 
último  a N’  sobre  la  circunferencia  V que  es  el  lugar  do  los  contactos 
subcesivos,  por  medio  de  un  arco  de  círculo  descrito  desde  el  centro  O; 
y en  seguida,  desde  el  centro  O’  con  el  radio  O’N’,  describirémos  otro 
arco  de  círculo  que  transportará  el  punto  N’  a n sobro  el  radio  O’A;  y 
este  último  punto  corresponderá  a ¡V.  De  modo  que  si  de  la  envolvente 
no  conservamos  sino  el  arco  A’N,  la  única  porcton  útil  de  la’involuta 
será  An;  y como  estos  arcos  cvidcntcincutc  tienen  lonjitudcs  mui  desi- 
guales, conocerémos  claramente  que  habrá  resbalamiento,  y por  consi- 
guiente de  la  envolvente  con  laiiivoluta,  como  lo  hemos  de- 

mostrado en  jeneral  en  el  núm.  817. 

834.  En  la Jig.  13  en  que  lu  envolvente  y la  involiita  son  dos  volutas, 
sabemos  que  el  lugar  de  sus  contactos  subcesivos  es  la  recta  C’aC; 
luego  para  obtener  el  punto  correspondiente  a N,  será  suñcicntc  trans- 
portar este  último  a N’  por  medio  de  un  arco  descrito  con  el  radio  ON, 
y referir  en  seguida  N’  a n por  medio  de  un  arco  de  círculo  descrito  des- 
de el  centro  O’.  Y así  es  que  los  arcos  AN  y an,  AB  y ab,.,..  serán  los 
arcos  correspondientes,  que  ruedan  y resbalan  nno  sobre  otro  durante 
la  revolución  de  los  círculos  O y O’  al  rededor  de  sus  centros  fijos. 
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CAPITULO  IV. 


Trazado  de  los  engargantes  planos  o cilindricos. 


LAH.  G6.  835.  Cuando  laa  dos  ruedas  que  queremos  poner  en  movimiento  tie- 

rio.  u.  ejes  paralelos  proyectados  en  O y O’  sobre  el  plano  mismo  del 

depurado,  tanto  estas  ruedas  como  los  dientes  de  que  están  armadas,  se 
componen  de  rebanados  cilindricas  mas  o ménos  gruesas,  pero  que 
tienen  sus  jeneratrices  paralelas  a loa  ejes  : estos  dientes  se  proyecta- 
rán según  curbas  o perfiles,  que  manifiestamente  bastará  señalar  para 
que  la  forma  total  de  la  rueda  quede  bien  definida.  Haremos  pues  abs- 
tracción de  los  espesores,  y no  tendremos  que  ocuparnos  sino  de  los 
perfiles  situados  en  el  plano  del  depurado.  Sentado  esto,  y según  las 
nociones  preliminares  manifestadas  en  los  números  806  y 808,  sabemos 
que  será  preciso  principiar  por  dividir  el  intervalo  OO’  en  dos  partea 
OA=R  y 0’A=R’  que  estén  en  razón  inversa  de  las  velocidades  an- 
gulares (núm.  805)  u y u’  que  se  quieran  imprimir  a las  dos  ruedas;  en 
seguida,  se  trazarán  con  estos  radios  los  circuios  primitiros  «6  7 *’S’ 
cuyas  circunferencias  deberán  adquirir  velocidades  absolutas  que  sean 
iguales,  es  decir,  que  los  arcos  iguales  AA’  y aa'  deberán  pasar  por  la 
línea  de  los  centros  OO’  en  un  mismo  tiempo. 

836.  Elijamos  ahora  dos  números  enteros  cualesquiera  n y n’,  que 
estén  en  razón  inversa  do  las  velocidades  angulares  u y w',  es  decir,  que 
sean  de  tal  magnitud  que  nos  den 

n : n’  : : u' : <i) : : R : R' ; 


dividamos  en  seguida  el  círculo  primitivo  «6  en  n partes  iguales  AA’, 
A’ A”,  A” A’”,...  y el  a’6’  en  n'  partes  también  iguales  aa' , a'a",  a”a’”.... 
Estas  divisiones  tendrán  también  las  mismas  lonjitudes  absolutas  en  los 
dos  círculos;  porque  en  virtud  de  la  proporción  precedente,  evidente- 
mente hallaremos  que 

2nR  2nR’  ...  .. 

- .A  A =na  , 
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de  modo  que,  por  la  revolución  de  los  círculos,  los  puntos  A’  y a’.  A"  y 
a”....  llegarán  al  mismo  tiempo  a la  línea  de  los  centros  OO’,  Kn  se- 
guida, subdividirémov  cada  una  de  las  divisiones  precedentes  en  dos 
partes  desiguales,  tomando  los  arcos  A B,  A’B’,  A”B”....  iguales  entre  sí, 
pero  un  tanto  menor  que  la  mitad  de  A A’;  estos  arcos  parciales  formarán 
la  base  de  cada  diente,  o el  Heno  do  la  rueda,  miéntras  que  los  arcos  AB’, 
A B”....  serán  los  vanos  o intervalos  entre  dos  dientes  consecutivos.  Del 
mismo  modo  operarí  mos  con  el  círculo  primitivo  a’S’,  en  el  que  ah,  a’b',... 
serán  las  bases  de  los  dientes  do  esta  rueda,  un  poco  menores  que  los 
intervalos  áa’,  Esta  diferencia  es  necesaria  para  el  juego  que  siem- 

pre debe  haber  en  el  engargante,  como  lo  demostrarémes  en  lo  que  si- 
gue (núm.  842). 

837.  Si  queremos  apreciar  con  exactitud  la  amplitud  de  este  juego, 
llamemos  B y B'  a las  bases  AB  y ab  que  pueden  ser  desiguales,  leí’ 
a los  intervalos,  y tendrémos  quo 


B -I- 1 = = B’  -t-  r ; 

n n 


y de  aqnf  concluirémos  para  el  juego  .pie 


j = i — B’  = r— B = 


2nR 


(B  -f  B’): 


es  decir,  la  lonjitud  común  de  las  dirisione»,  minos’  la  suma  de  las  ba- 
ses. Si  las  bases  fuesen  iguales  en  las  dos  ruedas,  la  amplitud  del  jnego 
sería  el  exceso  de  un  intervalo  sobro  una  base;  pero  en  todos  los  casos, 
es  preciso  que  esto  juego  esté  comprehendido  entre  un  duodécimo  y un 
víjésimo  de  la  lonjitud  constante  AA’  de  las  divisiones  primitivas,  con  el 
fin  de  no  disminuir  mucho  el  espesor  de  los  dientes,  y por  consiguiente 
la  resistencia  de  que  son  susceptibles;  y también  para  hacer  menos  sen- 
sibles los  choques  alternativos,  que  comunmente  se  manifiestan,  cuando 
las  dos  ruedas,  aunque  continúen  su  marcha  en  el  mismo  sentido, 
sufren  variaciones  en  sus  velocidados,  producidas  por  causas  acci- 
dentales. 

Todos  los  detalles  que  preceden  sun  comunes  a los  diferentes  jéncros 
de  engargantes,  y estos  no  se  diferencian  entre  sí  sino  por  la  forma  dcl 
perfil- de  los  dientes:  pero  en  todos  casos,  para  cumplir  con  la  condición 
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esencial  (níiin.  80G)  de  que  loa  arcos  iguales  AA’  y a»'  pasen  ni  mismo 
tiempo  por  In  línea  de  los  centros,  será  preciso  recordemos  que  los  . 
pcrfdes  corespondicntcs  ZAF  y zaf  deben  ser  uno  con  respecto  al  otro, 
enrohrnte  c invoUita  (núin.  ííOB),  y podemos  elejir  a nuestro  arbitrio 
uno  de  estos  jterfdes,  siempre  qtie  quede  satisfecha  la  restricción  iiidica- 
di  en  el  nú  ni.  !!G0. 

838.  Fmiakcíaxte  de  fi.anco  simítrUo  y recíproco.  En  este  caso, 
adoptarúnios  por  perfil  de  coda  diente  de  la  rueda  O’,  a un  radio  como  el 
0’a;y  dc.sde  luego  el  perfil  correspondiente  AZ  sobre  In  rueda  O deberá 
ser  un  arco  do  epicicloide  enjendrada  por  el  punto  a del  círculo  V’  des- 
crito sobre  el  diámetro  OVi  cuyo  círculo  rodará  sobre  la  circunferencia 
O;  porque  hemos  visto  (iiúm.  826)  que  esta  epicicloide  era  la  enroltentr 
de  todas  las  posiciones  que  adquiere  el  radio  O'a  en  la  rotación  del  cír- 
culo O’.  Trazarémos  pues  este  arco  AZ  jior  el  procedimiento  del  núm. 
471  o por  el  del  núm.  472,  y le  terminaréraos  en  el  punto  Z en  que  cor- 
tará al  radio  OZ  tirado  por  el  medio  de  la  base  AB  : en  seguida,  trans- 
portaremos estos  resultados  simétricamente  a la  izquierda  de  este  radio 
OZ  para  obtener  el  perfil  opuesto  BZ;  porque,  en  el  coso  actual,  es  si- 
mkrico  el  engargante,  es  decir,  destinado  a rodar  de  derecha  a izquierda 
del  mismo  modo  que  de  izquierda  a derecha;  pero  si  la  rueda  O no 
debiese  nunca  jirar  sino  en  el  segundo  de  estos  sentidos,  qiiedaria  uibi- 
trariu  la  forma  del  perfil  BZ  (•). 

83Í).  Seda  el  nombre  do  flanco  a la  parte  pinna  del  diente,  dirijida 
según  el  radio  O'o;  y como  no  hai  sino  una  débil  porción  de  este  radio 
que  sen  tocada  y conducida  por  el  arco  c(iicicloídico  AZ,  conviene  saber 
hallar  la  cstension  exacta  af  que  debe  tener  el  flanco.  Pero  en  virtud  de 
lo  que  hemos  dicho  en  el  núm.  833,  será  preciso  describir  con  la  distan- 
cia OZ  |>or  radio  un  arco  ducírculo  que  transportará  la  cstrcinidad  Z a 


(*)  Para  critar  toda  cquicocacion,  y no  caer  en  contradicciones  gra- 
ves sobre  el  sentido  de  ios  diversos  movimientos  de  rotación  al  rededor  de 
ejes  diferentes,  es  preciso  tener  cuidado  de  observar  cada  uno  de  ellos  colo- 
cándose sobre  el  eje.  correspondiente.  ¥ así  en  la  fig.  14,  si  el  sistema  fun- 
eiona  en  la  dirección  indicada  parla  flecha,  será  preciso  decir  que  la  rue- 
da O jira  de  izquierda  n derecha  y la  rueda  O'  de  derecha  a izquierda. 
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jrt  sobre  la  circunferencia  V”;  y en  sugnidu,  referir  este  [uinlo  m a f por 
medio  de  un  arco  do  círculo  descrito  desdo  el  centro  O’. 

íi40.  l’or  lo  común  se  lince  i|ue  este  engargante  sea  recíproco  prolon- 
gando el  perfil  ZA  en  el  interior  déla  rueda  O por  un  flanco  AK,  y agre- 
gando al  csterior  de  la  rueda  O' un  diente  saliente  «r¿  cuyo  perfil  está 
formado  de  dos  arcos  de  epicicloide  simétricos  uno  de  otro.  En  el  caso 
actual,  se  trazará  el  arcoa:  Iiacicndo  rodar  sobre  la  circunferencia  (>'  al 
círculo  V descrito  sobre  AOcomo  diámetro;  y la  csteusiou  exacta  AF 
del  flanco  que  será  rejida  por  el  arco  az  se  obtendrá  (núm.  Ití53)  des- 
cribiendo desde  el  punto  ()'  el  arco  de  círculo  :M  terminado  en  la  cir- 
cunferencia V,  y refiriendo  en  seguida  el  punto  M a F por  medio  de  un 
arco  concéntrico  con  O. 

Una  vez  trazado  el  perfil  FAZBE  sobre  un  cartón  se  recorta  este  según 
el  contorno  y sirve  de  patrón  móvil  colocándolo  encima  de  todas  las 
demás  bases  A’B’,  A”ii" con  cuyo  ausilio  se  trazan  inmediatamen- 

te ios  perfiles  de  todos  los  dientes  de  la  rueda  O.  Del  mismo  modo  opc- 
rarénios  con  la  rueda  O' empleando  también  otro  patrón  recortado  según 
el  contorno  yj/ric. 

¡541.  Limite  de  los  escopleaduras,  o Curha  de  identificación  cutre  dos 
perfiles.  A continuación  de  los  flancos  AF  y BE,  es  preciso  practicar 
una  escoploadura  que  deje  espacio  al  diente  azh  para  moverse  libremente. 
Para  determinar  estos  límites  exactamente,  consideremos  la  Jig.  15  en 
ipie  suponemos  que  es  nulo  el  Juego  del  engargante,  y en  la  que  desde  lue- 
go el  diente  azh  está  precisamente  en  contacto  con  loa  dos  perfiles  ZAF 
y Z B’E’  a un  mismo  tiempo;  en  este  caso,  se  tralurá  de  hallar  el  lugar 
FGE’de  todas  las  posiciones  que  toma  el  punto  z sobre  el  círculo  O 
móvil  al  rededor  de  su  centro,  en  tanto  que  el  mismo  círculo  O’  jira 
y arrastra  al  radio  O’z  al  rededor  del  punto  fijo  O',  l'cro  según  las  con- 
sideraciones espucstas  en  el  níini.  1509,  esta  ctirba  FGE’  es  la  inisnia 
que  la  que  describiría  el  punto  z en  la  hipótesis  de  que  el  círculo  O’  ro- 
dase sobre  el  círculo  O enteramente  inmóvil;  este  filtimo  jénero 
de  rotación  produce  una  epicicloide  alongada  cuya  construcción  hemos 
dado  cu  el  núm.  473;  es  [mes  una  porción  del  nudo  de  esta  epicicloide 
la  que  es  preciso  tomar  pura  el  contorno  F;E',  y este  arco  se  identifica- 
rá completamente  con  los  dos  flancos  AF  y BE’.  Con  efecto,  si  conside- 
ramos (Jig.  Ifi)  el  diente  azh  cuando  ha  llegado  a la  posición  en  que  va 
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a dejar  de  estar  trabado,  y en  que  toca  la  cstreinidad  del  arco  az  al  últi- 
mo elemento  del  flanco  AF,  en  este  caso,  la  normal  común  a esta  involu- 
ta y a esta  envolvente  es  la  recta  FD  (nnm.  810);  pero  mirando  al  punto 
z como  qnc  lin  descrito  en  el  mismo  tiempo  la  epicicloide  alargada  E’GF, 
la  recta  FD  será  también  (núm.  470)  normal  a esta  última  curbn;  de 
donde  concinirémos  que  la  epicicloide  E’GF  es  tanjente  al  flanco  AF, 
y así  mismo  toen  al  otro  flanco  B’E’  en  el  punto  E’. 

842.  Lo  qnc  acabamos  de  decir  supone  que  la  base  ah  de  cada  dien- 
te es  precisamente  igual  al  intervalo  AB’;  pero  en  la  práctica  no  debe 
nunca  admitirse  esta  liipótosis;  porque  de  aquí  resultaria  en  cada  cara  bz 
de  dientes  trabados,  nn  contacto  inútil  para  el  empuje,  y por  consiguien- 
te, rozamientos  que  disminiiiriaii  notablemente  el  efecto  útil  de  la  fuerza 
motriz;  ademas,  la  menor  irregularidad  en  los  pcrñics  detendría  el  mo- 
vimiento de  la  máquina,  o espondria  a que  se  quebrasen  los  dientes. 
Por  consignicnte,  es  preciso  que  admitamos  cieno  jurga,  cuyos  límites 
hemos  indicado  ya  en  el  núm.  837;  y en  este  caso,  que  es  el  de  \ujig. 
14,  la  epicicloide  FG  no  volverá  ya  a unirse  con  el  flanco  B’E’,  y de- 
bcrémos  terminarla  en  su  vértice  G situado  sobre  la  circunferencia  des- 
crita con  el  radio  OL  que  se  halla  tomando  OZ=0'z;  en  seguida,  como 
es  preciso  provenir  ni  caso  en  que  una  causa  accidental  llegue  a retardar 
la  velocidad  de  rotación  de  la  rueda  ducente,  sucedería  que  el  perfil  faz 
marcliaría  da  vacío  mientras  que  el  empuje  se  ejcrccria  entre  las  caras 
ebz  y Z’B’E’;  según  esto,  deberémos  también  trazar  la  epicicloide  alon- 
gada E’II  simétrica  con  FG  (•),  y el  conjunto  de  estas  dos  ramas  reuni- 
dos por  un  arco  mui  pequeño  de  circunferencia  OI.,  compondrá  el  con- 
tormo FGH’E’  de  la  escopleadura  rignrosamente  necesaria  para  que  la (*) 


(*)  Estos  dos  arcos  FG  y E’ll'  no  pertenecen  a la  misma  epicicloide 
alongada-,  porque  para  conseguir  el  evrtice  G de  la  primera,  seria  preciso 
tomar  sobre  la  circunferencia  a^,  partiendo  desde  el  jntnto  A,  un  arco 
igual  a la  mitad  ak  de  ab;  y en  seguida,  tirar  al  radio  Ok’  que  cortase  a 
la  circunferencia  OL  en  el  punto  pedido  G.  Mientras  que  para  la  otra 
epicicloide  E’ll’,  necesitaríamos  tomar  el  arco  bk  sobre  el  círculo  ¡xS, 
pero  partiendo  desele  el  punto  B‘,  haciendo  mover  a las  dos  ruedas  para 
poner  en  contacto  al perjil  hz  con  el  oréjen  B'  ilel  flaneo  B'E’. 
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panu  z se  maora  l¡bremDn<:c,  ja  soa  on  las  peqaoñas  vacilaciones  que 
permite  el  juego,  o ya  en  ol  caso  en  que  la  rueda  O deba  moverse  tanto 
a la  iaqnierda  como  a la  derecha. 

Del  mismo  modo  determinaríamos  el  contorno  «4^'/'  de  laescopleadn- 
ra  que  deboria  ejecutarse  en  la  rueda  O’  para  dejar  paso  libro  al  diente 
A’Z’B’t  formándole  de  dos  ramas  do  epicicloide  alargada,  descrita 
por  la  estremidad  del  radio  OZ’  cuando  este  es  arrastrado  por  el  roda- 
miento del  círculo  O sobro  el  círculo  O',  y estas  dos  ramas  se  casarán 
por  medio  do  un  arco  pequeño  do  la  circunferencia  cuyo  radio  será  07’, 
que  80  determina  tomando  la  distancia  Of=OZ’. 

843.  En  lugar  de  atenernos  a estos  límites  rigurosos,  es  siempre 
preciso  en  la  práctica,  hacer  la  escopleadura  nn  poco  mas  profunda;  y 
para  simplicar  los  procedimientos  de  la  ejecución,  croemos  por  lo  comnn 
Buñcicnte  prolongar  los  flancos  hasta  la  circunferencia  OL,  cuyo  radio 
se  halla  tomando  O’L^O'z;  de  modo  que  la  escopleadura  se  termine  a 
esenadra  como  so  ve  en  F”G,H3E”’.  Ademas,  como  el  influjo  de  una  gran 
presión  podria  hacer  que  las  partes  agudas  olas  aristas  vivas  espusiesen 
el  sistema  a que  se  apuntalasen  o decentasen  las  superficies  sobre  que 
resbalan,  y esto  alteraría  la  enrbatura  primitiva  de  los  perfiles  y aumentarla 
el  rozamiento,  es  costumbre  quitar  la  porción  de  cada  diente  que  so  apro- 
xima a la  punta  Z,  según  se  ve  en  B^X  Y.\„  teniendo  cuidado  de  suavizar 
de  la  arista  fivn  que  deje  esta  truncadura  ejecutada  por  medio  do  un  cír- 
culo concéntrico  con  O.  Los  dientes  se  llaman  ciitóncea  cfiaflanadoa,  y 
practicando  lo  mismo  con  la  rueda  O’,  podremos  dar  a las  escopleaduras 
de  las  dos  ruedas  una  profundidad  metior  que  la  que  indican  las  circun- 
ferencias OL  y 07. 

844.  Para  fijar  convenientemente  el  radio  de  círculo  XY  que  sirvo 
para  determinar  el  chajlanamknto,  es  preciso  cumplir  con  lo  condición 
siguiente : cuando  do»  diente»  »e  tocan  en  A tabre  la  línea  de  lo»  centro» 
0.\0',  debe  haber  despue»  de  e»ta  línea,  if  en  sentido  del  moeimicnto,  otro 
par  de  dientes  Z’  y s’  que  también  estén  trabados  en  este  mismo  instante. 
Y Como  la  epicicloide  A’Z’  toca  al  flanco  a'f'  en  un  punto  x que  so  halla 
bajando  desde  el  punto  A una  perpendicular  Ax  al  flanco  (núm.  CIO), 
bastará  por  Consiguiente,  tirar  esta  normal,  y tomar  la  distancia  Ox  para 
radio  del  círculo  X Y. 

Si  sneediese  que  la  normal  Xx  bajada  sobre  el  flanco  a'f  \ fuese  a caer 
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encima  del  punto nos  indicarla  esto  que  los  dientes  estaban  demasiado 
separados  para  complir  con  la  condición  enunciada  aquí  arriba,  y entonces 
sería  preciso  aumentar  los  números  n y n'  disminuyendo  la  magnitud 
de  las  divisiones  iguales  yaa’.  Volveréinos  a tratar  de  esta  circun- 
ferencia en  el  núm.  879. 

no.  14:  845.  Mítodo  aproxinintico.  De  la  condición  |ireccdcntc  se  lia  dedu- 

cido un  procedimiento  mui  simple,  pero  que  su  e.\actitiid  no  es  sino  apro- 
ximada, este  consiste  en  reemplazar  el  perfil  cpicicloídico  A’Z’  por  un  arco 
de  círculo  que  pase  por  el  punto  x indicado  arriba,  y toque  en  A’  al  tlan- 
co  rectilíneo  .\’F'0;  será  mui  fácil  bailar  el  centro  de  este  arco  circular 
que  se  deberá  terminaren  x,  chaflanando  el  diente  como  anteriormente 
se  habedlo.  Este  método,  que  debe  prescribirse  cuando  se  trate  de  una 
máquina  que  demande  e.xactitiid,  puede  empicarse  en  las  máquinas  do 
fuerza  en  que  están  arreglados  los  movimientos  por  medio  de  volantes; 
sobro  todo  cuando  los  dientes  do  la  rueda  están  bastante  prú.ximos  para 
qne  las  porciones  de  perfil  B^X,  A4Y,  que  quedan  después  del  cbatla- 
namiento,  110  excedo  do  4 o 5 centímetros. 

846.  Y lambien  cuando  un  dibujo  no  tiene  por  objeto  el  servir  paro 
ejecutar  una  máquina  en  sus  verdaderas  d imensiones,  sino  solamente  para 
dar  a conocer  la  disposición  de  sus  diversas  partes,  entonces  nos  conten- 
tarémos  con  figurar  los  dientes  describiendo  un  círculo  que  tenga  por 
centro  el  medio  u del  arco  B,A„,  y por  radio  a una  de  las  dos  distancias 
iguales  luB,  11  en  este  caso,  este  círculo  nos  da  a la  vez  los  dos  per- 
files opuestos  B,X,  y A,Y,  con  una  aproximación  suficiente  para  la  in- 
dicación que  nos  proponemos. 

847.  En  el  depurado  que  presentamos,  suponemos  que  la  rueda  pe- 
queña O’  es  maciza,  y so  llama  un  piñón.  La  rueda  grande  t)  está  cala- 
da, con  el  objeto  do  que  sen  mas  lijora;  N repre.sonln  la  pina  que  está  re- 
ligada por  medio  de  los  brazos  I’,  P’,...  con  el  cubo;  este  está  iiroyectado 
entre  los  dos  círculos  OQ  y OS,  el  último  do  estos  indica  el  vacío 
destinado  para  recibir  el  árbol  de  la  rueda,  y este  árbol  se  fija  al 
cubo  por  medio  de  dos  //uiís  que  se  introducen  en  las  escopleaduras 
Ty  T'.  l’’inalinente,  W es  la  loriga  o anillo  do  hierro  que  rodea  el  es- 
tremo  saliente  del  cubo,  para  reforzarle  c impedir  que  su  rompa. 

848.  Observación.  Si  de.spues  de  haber  construido  este  engargauic. 
necesitásemos  cambiar  mas  adelante  las  velocidades  angulares,  y qui- 
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8Íéramo3  conservar  intacta  la  rueda  O,  sustituyendo  a O'  uua  nueva  rueda 
O”  de  un  radio  diferente,  sabemos  (núm.  808)  que  sería  preciso  adoptar 
por  perfil  de  cada  diente  do  O",  la  envolvente  del  espacio  qne  recorriese 
el  contorno  ZAF  en  la  hipótesis  en  que  el  círculo  O rodase  sobre  la 
circun/erencia  O”.  Pero  como  la  porción  ZA  do  este  contorno,  es  ya 
una  epicicloide  enjendrada  por  el  rodamiento  del  círculo  V’  sobre  el  O, 
y hemos  visto  (núm.  828)  que  su  envolvente  era  otra  epicicloide  produ- 
cida por  el  mismo  círculo  V’  rodan  lo  en  el  interior  de  la  circunferencia 
O”;  por  consiguiente,  esta  epicicloide  interior  será  la  que  reemplazará 
en  el  caso  actual  al  flanco  af;  y en  cuanto  a la  parte  de  radio  AF,  su  en- 
volvente será  también  (núm.  826)  nna  epicicloide  enjendrada  por  el  roda- 
miento del  círculo  V sobro  la  circunferencia  O”.  Y así  es  que  el  diente 
do  esta  nueva  rueda  no  tendrá  flanco  rectilíneo',  y todo  su  perfil  se  com- 
pondrá de  dos  arcos  pertenecientes  a las  epicicloides  producidas  por 
los  círculos  V'  y V que  rodasen  en  el  interior  y csterior  del  circulo  O": 
su  trazado  será,  por  consiguiente,  ménos  sencillo  que  de  ordinario,  . 
pero  presentará  la  ventaja  de  hacer  que  sirva  la  rueda  O que  está  ya 
construida. 

849.  Emíargatíi'K  de  KI.A^cos  simétrico,  pero  no  recíprcKO-  Lri-am. 
rueda  grande  O podria  sola  llevar  dientes  propiamente  tales,  es  do- 
cir,  salientes  por  la  parto  csterior  del  círculo  primitivo  miéntras  qne 

el  piñón  no  tuviese  sino  flancos  ab,  be,  dirijidos  según  los  radios,  en  el 
interior  del  círculo  primitivo  a’g’.  La  estension  do  estos  flnnco.s  la  obten- 
dremos como  en  el  núm  8ií9,  refiriendo  el  punto  Z a ?«  sobre  la  circunfe- 
rencia V por  medio  de  un  arco  descrito  desde  el  centro  O,  y trazando 
en  seguida,  desde  el  centro  O’  el  arco  de  círculo  mfe,  prolongando  des- 
pués estos  flanco.s  para  formar  una  cscopleadura  terminada  a escua- 
dra en  la  circunferencia  O’g  cuyo  radio  debo  a lo  mas  ser  igual  a la 
diferencia  de  las  distancias  OO’  y OZ  (núm.  84.Í).  En  cuanto  a la  rue- 
da O,  en  rigor  no  tendrá  ni  flanco  ni  vacíos;  pero  como  siempre  es 
prudente  dejar  un  poco  de  juego  con  el  fin  do  evitar  el  rozamiento  que 
produciria  un  desvío  accidental,  se  escoplea  esta  rueda  en  sentido  de  los 
radios  Im.sta  una  profundidad  de  1 o 2 centímetros  indicada  jior  el  cír- 
culo (ill. 

850.  En  el  cuso  actual,  la  rueda  na  la  (|uo  deberá  morer  al  piñón. 

Con  cfectrt,  vemos  que  la  epicicloide  AZ  principia  a tocar  al  flanco  nf 
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en  el  pnnto  a,  cuando  este  flanco  coincide  con  la  línea  de  loa  centros 
OO’  y que  dopnes  de  cata  línea  en  sentido  del  movimiento,  el  contacto  t 
con  el  radio  O’a',  so  aproxima  al  centro  O';  luego  a la  izquierda  de  00\ 
no  tendrá  el  perfíl  A^Z,  ningún  punto  común  con  el  flanco  0’it„  eate  do 
seiá  tocado  aino  por  la  rama  de  la  epicicloide  simétrica  de  A,Z,.  Do 
aquí  resulta  que  cuando  ea  la  rueda  la  que  mueve  al  piñón,  nunca  están 
trabados  loa  dientes  aino  tegun  la  línea  de  los  centros  OO’,  eh  aentido 
del  movimiento!  esto  nos  ofrece  una  ventaja  importante  para  la  prácti- 
ca, como  lo  csplicarémos  en  el  núm.  875.  En  la Jig.  14  habia  empuje  tati- 
to delante  como  dotraa  de  la  línea  de  los  centros,  en  atención  a que  la 
mcda  pequeña,  estaba  también  armada  de  dientes  salientes  por  la  parte 
esterior  del  círculo  primitivo 

no.  18.  851.  Barra  RENTADA  marida  por  una  rneda  también  dentada,  ái 

en  el  engargante  precedente,  suponemos  que  la  rneda  O’  adquiere  na 
radio  infínito,  el  círculo  primitivo  a'g*  se  cambiará  en  una  recta  tanjeote 
a la  circunferencia  acg  de  la  rneda  O;  y la  rotación  de  esta  imprimirá  un 
movimiento  rectilíneo  a la  pieza  recta  XY,  llamada  barra  dentadá, 
que  80  mantiene  en  esta  dirección  por  medio  de  canales  o do  abrazade- 
ras. Sin  tratar  aquí  do  la  razón  de  las  velocidades  angulares,  una  de  las 
cuales  es  cero,  seiá  preciso  dividir  a la  circunferencia  aS  en  cierto  nfi-- 
mero  de  partes  iguales  AA’,  A’ A”,....  y en  seguida  trasladar  la  lonjitud 
rectificada  de  una  de  estas  divisiones  sobre  aa',  a’a”,... 

El  perfil  AZ  del  diente  de  la  moda,  deberá  ser  una  voluta  del  Círculo 
enjendrado  por  el  rodamiento  do  la  recto  a’S’  sobro  la  circunferencia 
ag:  porque  en  ol  caso  actual  esta  recta  es  on  lo  que  se  convierte  el  círcu- 
lo V’  do  la  Jig.  17,  que  tenia  por  diámetro  si  radio  del  círculo  O’,  y qué, 
en  el  caso  presente,  es  infinito.  Por  la  misma  razón,  los  flancos  de  la 
rueda  dentada  serán  los  rectas  ag,  b/i,....  perpendiculares  a a’g',  y los 
prolongaremos  bosta  que  encuentren  a una  recta  gbg’  paralela  a a'g’  ti- 
rada n una  distancia  Og  igual  por  lo  ménos  a OZ;  o mas  bien,  estas  rectas 
ag,  bh,....  solo  sirven  para  formar  las  escoplenduras  necesarias  para  el 
libre  paso  de  los  dientes,  porque  los  flancos  de  la  barra  dentada  so  redu- 
cen en  la  actualidad  a un  solo  punto.  Con  efecto,  siendo  la  tanjente  a'g* 
normal  (núm.  479)  a todas  las  volutas  AZ,  .A’Z',  A"Z”,....  lo  es  preciso- 
mente  en  los  puntos  a,  a\  a’’,...  en  que  se  hallan  los  contactos  do  estos 
perfiles  con  los  flancos  ng,  a’g',  a”g":,..  Ademas,  la  rueda  O,  hablando 
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con  loilo  rigor,  no  nccositarú  vacíos,  porque  las  caras  (tb,  son 

lanjcntcs  a la  circanferencia  aS:  pero  como  es  preciso  evitar  los  roza- 
mientos, 80  escopleará  la  rueda  se^un  el  contorno  AGH’B’,  hasta  una 
profundidad  de  cerca  do  un  centímetro.  En  la  actualidad,  no  se  trabarán 
los  dientes  sino  después  de  la  línea  de  los  centros.  • 

852.  Podemos  también  armar  la  barra  dentada  con  dientes  salien-  fic.  is. 

tos  azh,  a'z’h' que  conducirán  a los  llancos  AF,  A’F’,  cortados  en  el 

interior  de  la  rueda  según  sus  radios;  y como  el  círculo  V descrito  sobre 

Aü  cumodiámetro,  es  el  que  rodando  sobre  la  circunferencia  «3,  produ- 
ciria  la  epicicloide  rectilína  AF,  es  también  este  misino  círculo  V el  que 
será  preciso  hacer  rodar  sobre  la  recta  a’6’  para  obtener  la  envolvente 
az  (nútn.  827);  por  consigniontc,  esta  última  curba  será  nna  cicloide  co- 
mún que  se  constrnini  como  en  el  núm.  478.  Para  fijar  la  estension 
exacta  del  flanco  AF  cu  que  tocará  el  arco  az,  operaremos  como  en  el 
depurado  14,  del  cual  no  es  este  sino  un  caso  particular,  transportando 
el  punto  j a M sobre  la  circunferencia  V,  por  medio  de  una  paralelan 
a’6'  (núm.  840);  enseguida,  describiremos  desde  el  centro  O el  arco  de 
circulo  MEF.  En  fin,  prolongaremos  el  llanco  AF  hasta  la  circunferen- 
cia GIPG’  descrita  con  el  radio  OG  determinado  por  la  paralela  MGx; 
porque  este  límite  riguroso  scici  suficiente  en  la  práctica,  en  virtud  de 
que  deberémos  chaflanar  los  dientes  de  la  barra  dentada,  para  evitar 
los  apuntalamientos  que  producirían  los  dientes  trabados  antes  de  la  lí- 
nea do  los  centros  (núm.  877). 

853.  Otra  combinación  que  también  podríamos  admitir,  consiste  en 
suprimir  los  dientes  déla  rueda  no  dejándole  sino  los  flancos,  y que  la 
barra  dentada  no  tuviese  flancos,  y solo  ella  llevase  dientes  cicloidales, 
pero  nos  parece  mui  supériluo  trazar  nna  figura  nueva  para  este  caso 
particular. 

854.  Exu.vRo-.t.NTE  DE  Fi.t.N'cos  interior.  Cuando  el  menor  de  loa  cír-  no.  20 

culos  O’o’S’  deba  colocarse  en  el  interior  del  mayor  OaS.  la  mejor  dis- 
posición consiste  en  colocar  los  flancos  af,  be,  a'f' sobre  la  rueda  pe- 

queña, y hacer  que  la  grande  téngalos  dientes  AZB,  A’Z’B’....  El  per- 

fil  'AZ  es  entúiices  una  epicicloide  interior  (núm.  474)  descrita  por  el 
círculo  V’  que  rueda  dentro  de  la  circunferencia  a§;  y la  estension  exac- 
ta del  flanco  af  se  obtendrá  describiendo  desde  el  centro  O el  arco 
7,m,  y en  seguida,  desde  el  centro  O’  el  arco  m/.  En  cuanto  a la  profun- 
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didad  «lo  la  uücoplti'aduttt,  doberá  csteiuJérRe'haata  la  circuiífeícncin^A»’ 
cuyo  radio  quedará  determinado  por  él  círculo  mZ.  La  rueda  ducente 
deberá  ser  la  que  lleva  los  dientes,  por  loa  motivos  Cltplicadoa  ya  en  el 
m'im.  8áO,  con  el  tiii  de  que  el  empuje  no  se  ejerza  sino  después  de  la 
línea  d«*los  centros. 

n«s.9i.  855.  Si  por  el  contrario  se  quisiese  que  la  rueda  pequeña  O'a’g’  lle- 

vase dientes  y colocar  los  flancos  sobre  la  grande  «6  cuyo  centro  es- 
tá ficticiamente  representado  en  O.(porque  realmente  cae  fuera  délos 
limites  de  la fig.  21),  seiía  preciso  para  trazar  el  perfil  az,  describir  un 
círculo  VSA  cuyo  radio  VA  fuese  la  mitad  de  0.\,  y hacer  rodar  a este 
círculo  V sobre  la  circunferencia  a’g’  que  él  envuelve,  esto  nos  dará  una 
epicicloide  del  jénero  de  la  que  hemos  considera«!o  en  el  núm.  477.  En 
cuanto  al  flanco  FAG,  deberla  estenderse  desde  A basta  G en  la 
circunferencia  GH’G'  descrita  con  el  radio  OO’  4-  O’r,  con  el  fin  de 
dejar  paso  libre  al  diente  azb\  y en  seguida,  se  deberá  prolongar  hácia 
el  centro  desde  A a F,  para  recibir  el  empuje  del  perfil  az.  Con  efecto, 
si  según  la  regla  jeneral  del  núm.  833,  querémos  hallar  el  punto  de  la 
involuta  AOque  venga  a tocar  al  punto  : de  la  envolvente  nz,  será  pre- 
ciso, para  conseguirlo,  transportar  el  punto  z a M sobre  la  circunferencia 
V,  por  medio  de  un  arco  zM  descrito  desde  el  centro  O’;  y en  seguida,  re- 
ferir el  punte  M a F por  medio  de  nn  arco  MEF  descrito  desde  el  centro 
O.  Y así,  AF,  A,Fj,....  serán  las  únicas  porciones  de  los  flancos  sobre 
que  se  ejercerá  el  empuje  de  los  dientes,  mientras  que  el  contacto  x se 
avance  de  Aj  hacia  F,;  de  modo  que  siendo  el  camino  total  recorrido 
por  este  contacto  mayor  que  en  los  otros  casos,  aumentará  considerable- 
mente el  rozamiento. 

Pero  aun  hai  otro  iconveniente  mas  grave,  que  resulta  de  la  escoplea- 
dura  que  es  preciso  practicar  en  la  rueda  pequeña  para  dejar  al  flanco 
AF  lugar  de  jirar  libremente.  Porque  mientras  la  revolución  de  los  dos 
círculos  O y O’  al  rededor  de  sus  centros  inmóviles,  la  curba  que  el  pun- 
to F recorre  sobre  el  círculo  pequeño  móvil  es  la  misma  (núm.  809)  que 
la  que  este  punto  describiría  sobre  el  plano  fijo  de  este  círculo,  si  hicié- 
'semos  rodar  la  circunferencia  «§  sobre  qt'S':  luego  esta  curba  es  una  epi- 
cicloide de  nudo  OAFgz  que  vendrá  a casar  en  r con  el  perfil  az,  según  lo 
hemos  probado  para  un  caso  semejante  en  el  núm.  841.  Por  consiguien- 
te, será  preciso  vaciar  la  rueda  O’  según  el  contorno  F/Í9,  con  lo  cual  se 
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quiiarú  una  porción  pequeña  del  perñl  a:;  de  donde  resultará  que  el  dien- 
te azb  no  principiará  a trabar  sino  un  poco  después  de  la  linea  de  los  cen- 
tros. Pero  lo  mas  importante  que  hai  en  esto,  es  que  la  base  del  diente  se 
debilitará  de  tal  modo  por  esta  escopleadiira,  que  no  presentará  ya  la 
resistencia  suficiente;  y por  consiguiente,  el  sistema  de  engargante  repre- 
sentado en  \ajig-  21  debe  proscribirse  en  la  práctica. 

856.  El  engargante  interior  no  puede  »er  reciproco;  es  decir,  que 
es  imposible  dar  a cada  rueda  dientes  y flancos  a un  mismo  tiempo. 

Con  efecto,  si  sobreponemos  lascara*  20  y 21  de  modo  que  coinci- 
dan los  dos  radios  designados  por  O’a,  verémos  claramente  que  el  perfil 
AZ  qnedará  cubierto  por  el  flanco  AF,  y que  será  preciso  destruir  es- 
te último  para  poder  ejecutar  el  otro:  asi  mismo,  en  la  rueda  O’,  el  flan- 
coa/  no  puede  coexistir  con  la  escopleadura  a,lF. 

857.  Engargante  de  mnterna.  Por  este  último  nombre  se  espresa  i am.  67. 
una  especie  do  tambor  compuesto  de  dos  rodaja»  o planchas  circulares, 
iguales,  paralelas  y reunidas  por  medio  de  cilindros  rectos,  llamados  áu- 
iitlos,  cuyas  bases  son  los  círculos  c,  c',  c”;  todos  los  centros  de  estos 
pequeños  círculos  están  situados  sobre  una  circunferencia  a’S’  que  forma 

el  círculo  primitivo  de  esta  especie  de  rueda,  y la^.  22  presenta  un 
corte  dado  entre  las  rodajas  por  un  plano  paralelo  a estas;  por  esta  razón 
los  círculos  c,  c’,  están  cubiertos  con  raitas.  Esta  linterna  se  pone 
en  movimiento  por  una  rueda  O cuyo  círculo  primitivo  es  otg,  jencral- 
mente  los  dientes  de  esta  so  trabajan  separadamente,  y en  seguida  se  in- 
jieren en  el  cuerpo  de  la  rueda  ; entonces  se  les  da  el  nombre  de  punto- 
nes,  y se  trabajan  de  madera  mui  dura;  los  husillos  que  se  gastan  mas 
pronto  con  motivo  del  rozamiento,  son  algunas  veces  de  hierro  fundido. 

Este  jénero  de  engargante  no  se  emplea  sino  en  las  máquinas  fuertes, 
en  que  no  se  requiere  una  gran  exactitud  en  los  movimientos;  porq\ie  no 
presenta  tanta  suavidad  y regularidad  como  el  engargante  de  flancos. 

Después  de  haber  elcjido  (núm.  836)  dos  números  enteros  n y n'que 
tengan  entre  sí  la  misma  razón  que  los  radios  de  las  circunferencias  og 
y tf’g',  dividirémos  la  primera  en  n partes  iguales  A A’,  A’ A”,....  y la  se- 
gunda en  n*  partes  también  iguales  aa\  a'a",...  do  lo  cual  nos  resultará 
también  que  AA’  = aa'\  señalarémos  las  bases  de  los  dientes  AB, 
A’B’,.„.  iguales,  cuando  mas,  a la  mitad  de  una  división  AA’;  tomando 
en  seguida  un  arco  ac  menor  qi¡e  la  cuarta  parte  de  la  división  aa',  em- 
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poiito  de  contacto  z:  y entonces  bastará  tomar  uu  radio  un  poco 
mayor  que  Oz  pira  describir  la  circuafereocia  en  que  se  principiará  el 
cbaflan.  Si  esta  normal  Ac’  nos  diese  nn  punto  x que  estuviese  encima 
de  la  seccioD  Z’  de  los  dos  perñies  simétricos,  estarian  loa  husillos  de- 
masiado separados  para  llenar  la  condición  del  núm.  844;  y en  este  ca- 
so, seria  preciso  aumentar  su  número  n',  haciendo  también  variar  el  nú- 
mero n de  dientes  do  la  raeda,  de  modo  que  la  razón  de  los  números 
n y n’  permaneciese  siempre  la  misma  que  la  de  los  radios  R y R’  de  los 
círculos  primitivos  a$  y a’g’. 

861.  Barba  drmtada  cox  husillos.  Cuando  el  radio  R’  llega  a ser  no. 3.i. 
iuhnito,  el  círculo  primitivo  a'3’  se  reduce  aúna  recta,  y la  linterna  se  con. 
vierte  en  una  barra  dentada  XY.  este  caso,  como  la  curba  el  descrita 
por  la  recta  a’g’que  rueda  sobre  es  una  onvolvente  del  círculo;  la  curba 
equidistante  AZ  será  también  una  envolvente  de  a-g,  enjendrada  por 
punto  a;  de  modo  que  intuediataincntc  podremos  trazar  esta  última,  sin 
recurrirá  el.  La  cscopicadura  AGIl'B’  se  ejecutará  lo  mismo  aquí  arriba; 
y como  siempre  coincide  la  normal  Ac  con  los  puntos  de  con- 
tacto x de  todos  los  per/iics  de  los  dientes,  se  hallaráu  constantemente 
■obre  la  línea  a'g';  luego,  para  chaflanar  los  dientes,  bastará  trazar  una 
circunferencia  con  un  radio  un  poco  mayor  que  Ox. 

BarrvA  dentjliia  con  una  li.xterxa.  Si  por  el  contrario  supusiésemos  no.  33. 
en  la Jig.  22  el  radio  R infinito,  la  rneda  O seria  una  barra  dentada  ar- 
mada de  dientes  qne  conduciría  a la  linterna  O'.  En  este  caso,  la  curba 
el  sería  una  cicloide  común  descrita  por  el  punto  c del  circulo  a’g’  que 
rodase  sobro  la  linea  «3  convertida  en  recta;  y debiendo  ser  el  perfil  AZ 
una  curba  equidistante  do  esta  cicloide,  la  construirémos  por  medio  do 
arcos  de  círculo, como  en  el  núm.  857. 

863.  Exüarga.nte  de  voluta.  Después  do  haber  determinado,  co-  la»,  ns. 
mo  en  el  núm.  836,  las  divisiones  iguales  AA’,  oa’,  y también  las  bases 
de  los  dientes  AB,aú,  sobro  los  círculo  primitivos  ag  y «’S’  cuyos  radios 
están  representados  por  Ry  R’,  trazaremos  por  el  punto  A una  recta 
TAT’  que  forme  nn  ángulo  arbitrario  con  la  línea  OAO’;  y desde  los 
centros  O y O',  describiésemos  dos  nuevos  círculos  CD  y C’D’  tanjentes 
a esta  recta  TAT’:  los  radios  de  círculo  austímr»  serán  evidentemente 
proporcionales  a R y R'.  Sentado  esto,  haciendo  rodar  la  recta  TAT’ 
sobre  la  curaanforencia  CD,  el  punto  A describirá  tina  curba  FAZ  voln- 
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tn  de  CHte  círculo;  y rodando  cu  seguida  la  misma  recta  sobre  C’Ü’, 
tambioii  el  punto  a describirá  una  voluta^:  de  esta  última  circunferen- 
cia. I’cro  liemos  visto  (lu'iiu.  029)  que  estas  dos  curbas  FAZ  y faz  eran 
rospectivainente  envolvente  c involuta;  luego  (núm.  808)  estos  son  los 
perfiles  conjugados  que  es  preciso  adoptar  para  los  dientes,  con  el  fin  do 
que  en  iin  mismo  tiempo  pasen  por  la  línea  de  los  centros  arcos  iguales 
A A’ y na’  medidos  sobre  los  círculos  primitivos. 

8C4.  Para  chaflanar  los  dientes,  cumpliendo  con  la  condición  del 
núm.  844,  observarémos  que  el  punto  x,  en  que  actualmente  encuen- 
tra la  recta  AT’  a la  voluta  a'z',  es  precisamente  el  pie  do  la  nor- 
mal bajada  desde  el  [luiito  A a esta  curba;  luego  sera  preciso  tomar  el 
radio  del  círculo  del  cliaflaimmiento^iorlo  menos  igual  a Ox.  Así  mismo, 
para  los  dientes  de  la  rueda  Ü’,  deberá  el  radio  análogo  igualar  o exce- 
der un  poco  a la  distancia  OV.  En  cuanto  n la  escoplcadura  necesaria 
para  (lar  paso  a los  dientes,  después  de  haber  continuado  la  voluta  ZAF 
liasta  suoríjen  Fcn  el  círculo  aiisilíar,  prolongaremos  esta  curba  (si  fue- 
se preciso)  según  un  radio  FGO,  hasta  una  profundidad  tal  que  OG  sea 
un  poco  menor  que  la  diferencia  que  hai  entre  O’O  y O’z;  del  mismo 
modo,  para  el  vacio  do  la  rueda  O’,  debe  ser  el  radio  O’^  del  fondo  do 
la  escopleadura  un  poco  menor  que  la  diferencia  entre  OO’  y OZ.  Debe- 
mos también  observar  que  el  trabamiento  de  los  dientes  tendrá  lugar  tan- 
to antes  como  después  de  la  línea  de  los  centros;  a no  ser  que  se  reduz- 
can lo»  dientes  de  la  rueda  marida  O'  a que  no  pasen  del  círculo  primi- 
tivo según  la  forma  gaM;  pero  en  este  caso  no  sería  ya  recíproco  el  en- 
gargante. 

865.  Aun  cuando  háyamos  dejado  arbitrario  el  ánguloTAO='f  for- 
mado por  la  tanjcnle  a los  círculos  ausiliares  con  la  línea  de  los  cen- 
tros, es  conveniente  que  este  ángulo  sea  a lo  ménos  igual  a los  tres 
cuartos  de  un  ángulo  recto,  con  el  fin  de  que  las  escoplcaduras  que  de- 
ben ejecutarse  en  las  dos  ruedas  no  tengan  demasiada  profundidad. 
Ademas,  haremos  observar  que  este  sistema  de  engargante  es  muchas 
veces  preferido  por  los  constructores  modernos,  a cansa  de  las  dos 
ventajas  siguientes: 

]?  El  ancho  do  los  dientes  va  siempre  aumentando  hasta  la  estremi- 
dad  inferior  EF,  lo  que  hace  que  sean  susceptibles  de  mayor  resisten- 
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cía:  mientras  que  en  la^.  14,  como  los  flancos  converjeii  hacia  el  cen- 
tro, queda  algunas  veces  la  base  de  los  dientes  mui  debilitado. 

2*  Desqnes  de  ejecutado  un  engargante  de  voluta,  podemos  dismi- 
nuir o aumentar  en  una  cantidad  pequeña  la  distancia  OO’ adoptada  en 
un  principio  para  la  separación  de  los  ejes,  sin  que  el  sistema  deje  de 
funcionar  regularmente,  y esto  es  excelente  en  la  práctica,  en  que  es 
muchas  veces  mui  dificil  colocar  los  ejes  rigurosamente  a la  misma 
distancia  que  la  supuesta  en  el  depurado.  Para  justificar  esta  lati- 
tud, figurémonos  que  en  la Jig.  24,  háyaraos  bajado  el  centro  O con 
08  círculos  «S  y CD,  y que  hayan  tomado  las  posiciones  0„  a, Si,  C,D, 

(el  lector  los  trazará  fácilmente);  si  entonces  tiramos  una  tanjente  co- 
mún a las  dos  circunferencias  C,D,  y CD’,  esta  recta  cortará  a la  línea 
do  los  centros  en  un  punto  A,  que  dividirá  a la  distancia  0,0'  en  dos 
partea  cuya  razón  será  aun  la  misma  que  la  de  los  radios  C,D,  y CD’. 
Ademas,  rodando  esta  nueva  tanjente,  alternativamente  sobre  estas  dos 
circunferencias,  el  punto  A,  describirá  las  mismas  volutas  AZ  y az  que 
formaban  ya  los  perfiles  de  los  dientes  del  engargante  primitivo.  Luego 
el  nuevo  sistema  funcionará  como  el  anterior,  y producirá  velocidades 
angulares  que  guardarán  la  misma  razón  que  en  el  primer  caso. 

266  Barra  dent.aoa  de  dientes  oblicuo».  Cuando  en  la  figura  prece-  no.  25. 
dente  suponemos  que  el  círculo  primitivo  a'S’  adquiere  un  radio  infinito, 
este  círculo  se  cambia  cu  una  recta,  y la  rueda  O'  entina  barra  dentada  OY 
de  dientes  oblicuos,  cuyos  perfiles  gaz,  g'a'z',...  son  rectas  perpendicula- 
res a TT';  porque  el  circulo  ausiliar  CD'  que  tiene  por  radio  a la  per- 
pendicular bajada  desdo  el  centro  O’  sobre  TT’,  viene  a confundirse 
con  esta  última  recta;  y como  al  mismo  tiempo  se  aleja  el  punto  de  con- 
tacto al  infinito,  si  queremos  hacer  rodar  la  recta  TT’  sobre  cata  circun- 
ferencia dejenerada  en  línea  recta,  cada  punto  a describirá  una  perpendi- 
cular gaz  a la  línea  TT’.  Los  contactos  de  los  dientes  conjugados  esta- 
rán también  todos  colocados  sobre  la  recta  TT’,  en  a,  x,  z',  pero  el 
empuje  se  ejercerá  según  una  normal  a gaz,  es  decir,  según  TT’  que  es 
oblicua  a la  dirección  XY  del  movimiento  que  debe  tomar  la  barra 
dentada;  de  aquí  resulta  un  rozamiento  considerable  en  las  canales 
que  sostienen  a esta  pieza,  y esta  es  la  razón  porque  el  sistema  de  la 
fig.  25  es  menos  ventajoso  que  el  de  la  barra  dentada  recta  {Jig.  18). 
Ademas,  este  último  es  solo  un  caso  particular  de  la  Jig.  25,  en  que 
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Itt  recta  arbitraria  TAT  se  ha  timJu  formaiulo  ángulo  recto  con  AO. 
no.  26.  807.  El  engargante  de  ooluta  puede  ser  i.vtbbiou;  esto  sucede  cuan- 

do los  dos  círcuio.s  primitiros  y están  comprcliendidos  uno  en 
otro;  en  esto  caso,  iJc.spncs  de  haber  tirado,  torinando  un  ángulo  arbitra- 
rio, la  recta  T.VT',  y haber  trazado  los  dos  círculos  interiores  CD,  C'D’, 
taiijeiitus  a esta  recta  y concéntricos  con  O y O',  será  preciso  aun  hacer 
rodar  a la  recta  TAT’ siibcesivaniente- sobro  las  circuntereiicias  CD  y 
C’D’,  para  enjeadrar  los  perfiles  GAZ  y gaz  qno  serán  siempre  volutas 
do  círculo.  Pero  si  los  dos  puntos  de  contacto  do  esta  tanjente  cainun 
T.4T’  estuviesen  a un  mismo  lado  respecto  al  punto  A,  las  volutas  vol- 
verian  su  convexidad  en  el  misino  sentido;  y do  aquí  resultaría  un  roza- 
miento mucho  mas  considerable,  n cansa  do  las  lijeras  imperfecciones 
inevitables  en  la  ejecución  material  de  los  perfiles.  Y así,  el  sistema  ac- 
tual, y en  jeiieral  todos  los  engargantes  interiores,  rara  vez  se  emplean 
en  la  práctica. 

Solo  añadirénios  que  después  do  haber  prolongado  la  voluta  has- 
ta su  oríjen  f sobro  el  círculo  C’D’,  deberémos  limitar  la  otra  voluta 
ZA  al  punto  correspondiente  G;  para  hallar  este,  será  preciso  (núm. 
334)  referir  el  punto / a f sobre  la  tanjente  T.\T’,  por  medio  de  on  ar- 
co de  círculo  descrito  desde  el  punto  O*,  y transportar  en  seguida  el  pun- 
to_/’’  a G por  otro  arco  dé  circulo  descrito  desde  O.  Por  último,  prolongar 
el  porfiil  zttf  segnh  un  radio  una  cantidad  suficiente  para  qne  la  ee- 
copluadura  permita  que  el  diente  de  la  rueda  O se  mueva  libremente. 
i,am.'68.  863.  C.VMAS  Y .M.iJADBUos.  Sea  ABZ  el  eje  de  un  mango  vertical  que 

no.  27.  alternativamente  siibitla  cantidad  A!J  y volverla  en  seguida  a bajar 
iibroménto  abandonado  a su  propio  peso.  Para  producir  este  movimiento 
rectilíneo,  análogo  al  de  la  barra  dentada  del  núm.  851,  se  emplea  una 
rüeda  cuyo  eje  es  liorizoiital  y está  proyectado  Oii  O,  y su  círculo  pri- 
mitivo aj  es  tanjente  a la  vertical  AZ;  se  arma  esta  rueda  de  eatneú  o 
dientes  AX,  A,X„  bastante  separadas  unas  de  otras  para  dar 

tiempo  al  majadero  de  caer  desde  B a A ántes  qne  lo  alcance  el  dien» 
te  siguiente.  £1  perfil  anterior  do  estas  catnas  debe  ser  una  voluta  AXY 
dél  círculo  ag;  porque  ésta  curba  tendrá  la  propiedad  (núm.  851)  de  to- 
car constantemente  al  resalto  horizontal  M del  majadero,  en  uu  punto 
que  permanecerá  sobre  la  recta  AZ  normal  siempre  a la  voluta  AXY, 
cnalqniora  qne  sea  la  pnéicion  que  tomo  esta  curba  durante  la  rotuoitfn 
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alrededor  dol  punto  O.  La  esteusion  exacta  AX  que  será  preciso  dar  a 
este  perfil  para  que  conduzca  al  resalto  desde  A hasta  B,  se  obtendrá 
(núni.  834)  describiendo  con  el  radio  OB  un  arco  de  círculo  que  vendrá 
a cortar  a la  voluta  AX  en  el  punto  pedido  X.  Podría  terminarse  esta 
cama  por  el  radio  AU;  pero  para  evitar  falsos  contactos,  fuera  de  la  ver- 
tical AZ,  que  hiciesen  inclinar  al  mango  y produjesen  rozamientos  daño- 
sos, se  escota  la  cama  según  utia  curba  pequeña  AD  arbitraria,  la  cual 
debe  casar  con  el  radio  AO  que  es  tanjeute  a AX. 

869.  En  cuanto  al  resalto  en  que  la  cama  ejerce  su  empuje  en  la 
dirección  vertical  AZ,  es  una  pieza  horizontal  y rectangular  que  en  ios 
máquinas  antiguas  se  fíjaba  delante  del  mango  del  majadero,  como  se 
ve  fig.  28,  y el  vuelo  EB  debía  ser  igual  a la  diferencia  entre  los  radios 
OA  y OX  de  la  fig.  27;  pero  como  entónccs  el  empuje  de  la  cama  pa- 
saría mui  lejos  del  centro  de  gravedad  del  majadero,  resultaría  de  aquí 
un  par  de  fuerzas  cuya  tendencia  sería  inclinar  el  mango,  y producir  un 
rozamiento  considerable  en  las  jimcigas  ^ y g entre  las  cuales  se 
mueve  esta  pieza.  Para  evitar  este  grave  inconveniente,  sobro  todo 
cuando  es  grande  el  peso  del  majadero,  se  hace  uso  ordinariamente  de 
la  disposición  propuesta  por  Montgolficr,  la  misma  que  está  represen- 
tada en  la  fig.  29.  Aquí  el  mango  del  majadero  está  formado  do 
dos  partes  TAI  y TjN  reunidas  por  abrazaderas  laterales  J y y,  de  mo- 
do que  el  intervalo  de  M u N presenta  un  vacío  en  el  cual  puede  penetrar 
el  diente  AX  do  la  cama,  y obrando  en  la  cara  horizontal  M que  hace 
ofício  de  resalto  levanta  mui  bien  el  mango  en  la  dirección  de  su 
eje  ABZ  para  trasladarle  de  A a B.  Llegado  que  sea  n esta  última 
situación,  no  cae  el  majadero,  porque  aun  tiene  la  cama  que  re- 
correr la  mitad  del  espesor  del  resalto  ; pero  esto  pequeño  tiempo 
perdido  será  casi  insciisiblc,  chaíliuiiindo  el  diente  ax  según  la  curba 
indicada  por  los  puntos  redondos,  esto  lo  debemos  hacer  siempre  para 
que  no  haya  partes  agudas  o aristas  vivas  que  decentcn  las  superficies 
o produzcan  upiintalamicntos. 

870.  Se  hace  también  uso  de  otra  combinación  indicada  fig.  30, 
que  se  emplea  en  los  minas  en  que  deben  los  majaderos  tener  un 
peso  considerable.  El  mango  T,  es  de  una  sola  pieza,  pero  so  guar- 
nece do  dos  resaltos  laterales  »«’  y m"  sobre  los  cuales  obran  las  dos 
ramas  x'  y .c”  {fig.  31 ) de  la  cama  ax  que  entónccs  es  ahorquillada.  Su- 
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ponemos  en  In  nctualid.Ki  que  las  tres  camas  proyectadas  vcrticalmcntc 
sobre  ax,  a^¡,  a¡X:¡  son  ahorquilladas  y sirven  para  hacer  mover  el  mango 
Tj,  en  tanto  que  las  camas  de  un  solo  diento  AX,  AjX„  A,Xj  obran  en 
el  mango  T.MT, ; porque  así  se  adaptan  sobre  el  mismo  árbol  tantas 
ileras  do  camas  cuantos  majaderos  liai  ipte  mover,  teniendo  cuidado  de 
que  las  camas  de  iliforeiites  series  correspondan  a diversos  railios  OX 
y Ox,  con  el  fin  de  que  los  muñones  no  tengan  que  sufrir  al  mismo 
tiempo  el  peso  de  todos  los  majaderos.  Lo.s  tres  dientes  de  cada  serio 
son  de  hierro  colado  y están  vaciados  anua  con  el  anillo  que  reúne  sus 
bases;  esto  anillo,  poligonal  en  su  interior,  se  acomotla  sobre  el  árbid 
de  la  moda  que  es  de  madera  y presenta  el  mismo  número  do  caras. 

871.  Para  mantener  los  mangos  do  los  mojaderos  constantemente  en 
la  misma  dirección  vertical,  dejándoles  siempre  la  libertad  de  subir  y ba- 
jar, 80  los  sujeta  entre  dos  piezas  horizontales  y paralelas  (G,  G’;  y {g,  G’), 
queso  llaman  jimelgm,  y estas  están  religadas  entre  sí  por  virotillos  que 
impiden  también  al  inaago  desviarse  a derecha  o izc|nicrda  en  la  direc- 
ción del  eje  O'O”.  Otro  segundo  órden  de  jimclgas  (G^,  G”)  y (gj,  G”) 
está  colocado  en  la  parte  inferior,  poro  a una  altura  que  no  estorbe 
el  curso  del  majadero.  Los  signos  do  figura  do  .X  i|uc  se  ven  cu  el 
depurado,  indican,  en  el  maderamen,  las  cabezas  de  las  piezas  o las 
secciones  dadas  perpendicularmente  a las  fibras  de  la  madera. 
liM.  64  U72.  De  L;V3  F,.\CE.\TRic.t8.  En  algunas  máquinas  se  emplean  una 

na.  8.  ciago  de  ruedas  cuyo  contorno  csterior  no  tiene  por  centro  do  la  figura 
el  centro  del  movimiento  do  rotación,  y cuyo  objeto  es  hacer  que  alter- 
nativainento  suba  y baje  una  vara  vertical  .*\Z,  pero  gradualmente  y no 
de  pronto,  como  en  el  caso  do  los  majaderos  do  que  acabamos  de  ha- 
blar. Por  consiguiente,  este  contoruo  forma  una  curba  excéntrica  qnn 
puede  presentar  muchas  varicd.idcs,  pero  será  suficiente  ipic  citemos  un 
ejemplo,  tal  es  el  que  so  representa  bajo  el  nombre  de  curhn  en  corazón. 
Sea  AA4  la  altura  a que  debe  subir  la  vara : después  do  haber  dividido 
esto  intervalo  en  partes  iguales,  por  ejcmjilo  cu  4,  harémos  lo  mismo 
con  la  semi-circnnforcncia  descrita  con  el  radio  0.\j;  y enseguida, 
tomarémos  sobre  los  diversos  radios  01,02,  03,  las  distancias 

OB=OA„  OC=OA„  On=OA„  OE=OA„ 
y la  curba  .\BCDE,  unida  a la  rama  simétrica  A'B’G’D’E’,  compondrá 
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la  excéntrica  pedida.  Con  efecto,  como  la  vara  .AZ  se  mantiene  en  la 
misma  dirección  vertical  por  medio  de  las  abrazadoras  >«  y n cuando  se 
haga  jirar  la  moda  al  rededor  de  sii  eje  O,  y cuando  el  radio  vector 
haya  tomado  la  posición  0.\„  el  empuje  oblicuo  que  ejerce  contra  la 
vara  habrá  hecho  subir  a esta,  y por  consiguiente  habrá  transportado 
en  pie  A a en  seguida,  esto  último  punto  coincidirá  con  B.  Así  mis- 
mo, cuando  el  radio  OC  haya  llegado  a la  posición  vertical,  el  pie  A so 
hallará  trasladado  a A^,  y así  en  seguida  hasta  que  OE  coincida  con 
OA,;  continuando  el  movimiento  do  rotación  en  el  mismo  sentido,  la 
rama  Eü’C’B'.V  dejará  volver  a caer  a la  vara  gradualmente  desdo  A, 
hasta  A. 

873.  No  .so  hace  uso  de  este  sistema  sino  en  el  caso  do  no  ser  nece- 
saria le  acción  do  una  gran  fuerza  contra  la  vara;  y anii  cniónccs  es  pre- 
ciso también  tratar  do  disminuir  los  rozamientos  causados  por  el  empuje 
cblícuo.  Para  esto  so  guarncco  el  pie  do  la  vara  con  un  tejo  móvil  al 
rededor  del  ojo  horizontal  A,  y se  adopta  por  contorno  do  la  rueda  una 
enrba  ahcded'h’a  que  esté  equidistante  de  la  excéntrica  primitiva;  esta 
nueva  enrba  so  traza  haciendo  que  sea  tanjente  a los  arcos  de  círculos 
descritos  do  los  diversos  puntos  do  .\BCD...  con  un  radio  constantemen- 
te igual  ni  del  tejo.  De  este  modo,  el  movimiento  rectilíneo  de  la  vara 
permanece  el  mismo  que  cu  el  primer  caso,  y en  lugar  de  un  rozamien- 
to de  resbalar,  no  hai  sino  nn  rozamiento  de  rodar  que  es  mucho  menor. 

874.  Cuando  so  quiero  evitar  la  variación  do  velocidad  nn  poco 

precipitada  que  tiene  lugar  en  los  puntos  estreñios  A y A^,  se  diváde  el 
intervalo  A A,  en  partos  dosiguule.s,  por  medio  do  una  .semi-cirennferen- 
cia  descrita  sobre  esta  distancia  como  diámetro,  y se  divido  en  arcos 
igiulcs;  las  ordenadas  de  este  scnii-círcnlo  nos  dan  los  puntos  A„  A„ 
Aj y la  curba  ABCDE,  construida  como  arriba,  no  presenta  ya  pun- 

tos salientes.  Dejamos  al  lector  el  cuidado  de  trazar  la  c.\céntrica  en 
esta  nueva  hipótesis. 

87.5.  OnsERVACioxKs.  Hemos  hecho  observar  diversas  veces  que  en 
ciertos  sistemas  de  engargante,  el  empuje  de  los  dientes  no  tenia  lugar 
sino  dfspurs  de  la  línea  délos  centros,  en  sentido  del  movimiento;  iniéiitraa 
que  en  otro  sistema,  había  dientes  queso  trababan  á«tr* rfe/rt /ímcíi  rfc /as 
centros.  Es  importante  (pie  hagamo.s  esta  di.siincion,  a causa  de  los  graves 
inconvenientes  que  muchas  veces  presenta  el  segundo  de  los  dos  casos. 
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En  primer  lugar,  debemos  acordarnos  que  en  todos  los  engargantes 
examinados  arriba,  uo  solo  ruedan  los  perfiles  de  los  dientes  unos  sobre 
otros,  sino  que  también  liai  un  resbalamiento  (uúm.  817),  quo  os  al- 
gunas veces  ba.stnntc  considerable,  según  lo  hemos  visto  cu  los  núme- 
ros 833  y 834.  De  aquí  resulta  un  rozamiento  que  es  proporcional  a la 
presión  ejercida  por  loa  dicutes  uno  sobre  otro,  que  absorbe  una  parte 
de  la  fuerza  motriz;  pero  esta  pérdida  de  fuciza  es  mas  cousidcruble  en 
dos  dientes  trabados  áutes  de  la  linca  de  los  centros  que  en  dos  dientes 
análogos  que  estén  en  contacto  después  de  esta  misma  línea.  Esta  pro- 
posición, que  está  confirniada  por  la  csperiencia,  se  establece  por  medio 
de  principios  mecánicos  y do  cálculos,  cuya  esposiciou  nos  de.sviaria 
demasiado  del  fin  gráfico  de  esta  obra;  esta  e.s  la  rnzon  porque  nos  coii- 
tcntarémos  con  justificarla  por  medio  de  las  consideraciones  siguientes. 
1.1M.  68.  87G.  Concedamos  que  cu  la  fig.  32,  sea  O’  la  rueda  duecntc,  y que 

ric.3J.  Ijj  ,j¡rgcgjoii  que  indica  la  Hecha  v”-  l’ucde  suceder,  a ciiausu 

del  pequcFio  número  de  dicutes,  o ya  por  alguna  irregularidad  en  su 
ejecución,  que  cu  cieña  época  el  empuje  de  las  dos  ruedas  no  so  ejerza 
siuo  por  un  solo  punto  m que  corresponda  al  último  elemento  del 
perfil  o’V’ ; y entimccs  la  punta  z,  o mas  bien  la  arista  viva  que  so  pro- 
yecta en  esto  punto,  será  comparable  al  filo  de  unas  tijeras  cuyas  hojas 
fuesen  simétricas  con  relación  al  plano  diametral  O':”.  Pero  iniéntras 
que  el  movimiento  tioue  lugar  cu  sentido  do  el  contacto  mnrclia  de  ui 
hácia  y como  el  áugulo  0’;”A”  e.s  agudo,  iiohicc  la  tijera  siuo  fro- 
tar sobre  la  superficie  G”A”z"  y pulimautarlu  súi  decentarla.  P,cro  si 
cambiamos  el  juego,  y hacemos  que  O sea  la  rueda  diiccntc,  y jiro  un 
sentido  do  la  Hecha  cu  tal  caso  el  filo  de  la  tijera  marchará  de  o»  há- 
citt  G"  al  lado  del  áugulo  obtuso  OV’G”:  por  consiguiente,  se  dirijirá  a 
penetrar  cu  la  superficie  A”G”,  y la  decentará  lijcraraentc  causando 
mucha  mas  resistencia  ul  movimiento  de  rotación  del  engargante;  y aun 
algunas  veces,  a iuHujo  de  uim  gran  presión,  penetrará  la  arista  z"  bas- 
tante fldeatro  en  la  superficie  .\”G”,  puro  oo  poderse  cu  seguida  despren- 
der, y hnbr.t  un  apuntalamiento  que  súbitamente  detendrá  a la  máquina 
o quo  hará  .que  uno  do  los  dicutes  así  introducido  se  rompa.  Por  esto  es 
que  es  preciso  chuHaitnr  los  dicutes,  y tener  también  cuidado  de  suavi- 
zar las  aristas  (¡ue  resulten  de  este  truucainieuto. 

877.  Pero  aun  cuando  se  hnyiui  tomado  todas  estas  jirecancioiics. 
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quedan  siempre  en  la  madera  o en  la  fundición  que  se  ha  hecho  para  for- 
mar los  dientes,  asperezas  inevitables;  j estas  asperezas  producen,  aun- 
que de  un  modo  menos  pronunciado,  efectos  análogos  a los  que  hemos 
descrito  en  el  numero  precedente.  De  todo  lo  cual  debemos  concluir,  en 
conformidad  con  la  esperiencia,  que  el  rozamiento  y la  pérdida  do  la 
fuerza  motriz  son  siempre  mas  considerables  en  dos  dientes  que  se  em- 
pujan antes  de  la  linea  de  los  centros,  que  en  aquellos  que  están  en 
contacto  después  de  esta  línea.  Ademas,  en  el  primero  de  estos  casos, 
puede  lml>er  apuntalamiento,  aun  cuando  esté  chaflanado  el  diente 
u''z”b",ñ  por  alguna lijera  irregularidad  sucediese  que  el  empuje  délas 
dos  ruedas  no  tuviese  lugar  sino  en  el  último  elemento  del  perfil  a"z"  que 
hornos  conservado,  y fuese  la  presión  considerable.  Y así,  podemos  sentar 
este  principio  jeneral:  eu  todo  engargante  es  precito,  miéntras  se  pueda, 
evitar  que  los  dientes  principien  a trabarse  ántes  de  la  Unta  de  los 
centros. 

878.  £1  primer  medio  para  llenar  esta  condición,  sería  suprimir  en 

una  de  las  ruedas,  en  la  O’,  por  ejemplo,  todas  las  porciones  de  dientes 
que  estuviesen  fuera  del  círculo  primitivo  a'&’,  como  lo  enseñan  las  figu- 
ras 17, 18,  20,  22  y 23;  y oxijir  que  la  rueda  O fuese  siempre  la  rueda 
ducente,  ya  fuese  el  movimiento  hacia  la  derecha,  o ya  hácia  la  izquierda, 
porque  vemos  mui  bien  que  en  este  caso  nunca  se  ejercía  el  empuje  sino 
después  de  la  linca  de  los  centros.  Podríamos  conseguir  esta  misma  venta- 
ja en  el  engargante  de  voluta  de  la  24,  si  redujésemos  los  perfiles  de  los 

dientes  de  O’  a las  partes  ¡iitcriorcs  gfa,  heh...i  Les  engargantes  de  este 
jénero,  en  que  sola  una  de  las  ruedas  es  ducente,  se  llaman  no  recíprocos: 

879.  Pero  esta  disposición  presentaría  inconvenientes  eulas  grandes 
máquinas  de  movimiento  rápido  y resistencias  mui  desiguales,  en  que  es- 
tán regularizadas  las  velocidades  por  medio  de  volantes.  Porque  entonces, 
en  razón  de  las  pequeñas  variaciones  periódicas  que  padece  la  velocidad, 
y con  motivo  del  juego  que  debo  siempre  haber  entre  los  dientes  (núm. 
837),  continuando  cada  una  de  las  dos  ruedas,  marchando  siempre  en  el 
mismo  sentido,  es  unas  veces  ducente  y otras  conducida;  pero  para  Henar 
esto  doble  empleo,  deben  ámbas  estar  armadas  de  dientes  salientes  fhe- 
ra  d«  loa  círculos  primitivos,  conto  se  ve  en  la^  32,  cuyo  engargante  se 
iiama  reciproco.  Y así,  para  conservar  esta  ventaja  ein  recaer  en  el  incon- 
veniente de  tener  contactos,  tanto  delante  como  detras  de  la  línea  de  los 
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centros,  sorá  preciso  deggalsiar  lo.s  tlieiites  /jor  el  lado  opuetlo  a aquel  por 
donde  debe  efectuarse  el  mnri miento-,  es  decir,  qnitnr  Ins  ]>artcs  cjuc  en  Ja 
fi".  32,  hemos  cubierto  de  raitas;  pero  el  sistema  no  podrá  funcionar  sino 
en  solo  nn  sentido,  <pin  eso!  qne  está  indicado  por  las  tleclias  9 y f ’ (*). 
no.  33.  000.  Límite  del  número  dcdientcB.  Al  empuje  de  nn  par  de  dientes, 

dcJjc  sin  iiiterinpcion  niiigunn  suceder  e!  empujo  do  otro  par,  o fin 
de  evirnr  los  cliorjncs  retróffrndosqne  se  llaman  saltos-,  porconsignicnto, 
es  preciso  que  en  el  instante  en  qno  los  dos  dientes  GAZ  y gaz  princi- 
pian a tocarso  en  A sobre  la  linca  de  los  centros,  estén  onn  trabados  los 
dientes  G’.VZ'  y ¡-’ri’i'  del  par  prcccdctilc.  Pero  bajando  la  normal  Ax 
sobre  el  perfil  a'g  (yu  sea  rectilíneo  o no),  sabemos  qno  el  pió  x do  es- 
ta normal  debe  ser  (níiin.  810)  el  [imito  de  contacto  de  lu  invointa  a’g 
con  la  envolvente  A’Z':  si  este  punto  x se  bulla  debajo  de  la  cús- 
pide Z’  del  diente  de  la  rueda  O,  ijnedará  satisrcciia  la  condición  pedi- 
da: sino,  habrá  saltos,  y [inrn  evitarlos,  será  preciso  aproximar  los  dien- 
tes aumentando  su  número  n y n'  quo  doberémos  clejir  siempre,  de 
modo  que  sean  proporcionales  a los  radios  R y R’  de  los  círculos  pri- 
mitivos. De  aquí  se  sigue  qno  el  número  n’  de  dientes  do  la  rueda  po- 
qneña  admite  nn  mínimo  (|uc  varia  con  la  naturaleza  de  los  perfiles  j 
la  razón  de  las  velocidades  angulares ; tratando  de  determinar  por 
medio  del  cálculo  la  posición  do  In  normal  Ax,  M.  Sarary  ha  hallado 


R’ 

los  limites  siguientes,  en  los  cuales  ¡Jt  representa  la  razón  ^ que  siempre 
es  menor  que  la  unidad, 


En  nn  engarganto  de  flancos ; . n’=  o > 10(l-|-j/) 

En  un  engarganto  de  linterna n’=  o > 7-f4jt 

En  un  engargante  de  voluta «’=  o >•  16-|-2p 


No  presentamos  los  cálculos  que  conducen  a estos  resultados,  por- 
que pueden,  en  cada  ejemplo,  reemplazarse  con  ventaja  por  la  ve- 
rificación gráfica  citada  mas  arriba,  la  cual  no  exije  sino  el  trazado 
provisorio  de  los  dos  dientes. 


C*J  Tanto  este  procedimiento  como  las  observaciones  precedentes,  son 
sacadas  de  las  lecciones  que  M,  Sacary  había  redactado  para  su  curso 
de  Máquinas  en  la  Escuela  Politécnica. 
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CAPITULO  V. 

De  los  engargantes  cónicos. 

881.  8c  llama  así  al  sistema  de  dos  modas  cuyos  ejes  en  lugar  de 
ser  paralelos  van  a encontrarse  bajo  un  ángulo  cnalqnicra.  8ean  Z'O’ 
y Z’o'  dos  de  estos  ejes,  situados  en  el  caso  actual  en  el  plano  vertical 
del  depurado;  principiaremos  por  trazar  en  el  ángulo  O'ZV  una  recta 
Z’A’,  de  modo  que  las  dos  perpendiculares  bajadas  de  uno  cualquiera 
de  sus  puntos  a los  dos  ejes,  estén  en  razón  inversa  do  las  velocida- 
des angulares  (núm.  805)  que  quiera  dárseles  a las  dos  ruedas,  es  decir, 
en  razón  inversa  del  número  de,  vueltas  quo  deben  dar  las  ruedas  en  el 
mismo  tiempo;  como  por  la  cuestión  se  nos  dan  estos  números,  la  deter- 
minación gráfica  de  la  recta  Z’A’  es  mui  fácil,  paro  que  nos  detenga- 
mos mas  sobre  esto.  En  seguida,  según  la  magnitud  mayor  o menor 
que  queramos  dar  a las  dos  ruedas,  así  también  elejirémos  sobre  la  recta 
Z’A'  un  punto  A'  mas  o ménos  distanto  de  Z’,  desde  ol  cual  bajaremos 
a los  ejes  las  perpendiculares  A'O'  y AV;  ostas  serán  los  radios  de  los 
círculos  primitiros,  que  servirán  de  bases  a dos  conos  de  revolución 
Z’.A’O’  y Z’AV,  cada  uno  de  los  cuales  será,  por  decirlo  así,  el  núcleo 
de  una  de  las  ruedas. 

882.  Para  hallar  ahora  entre  las  velocidades  angulares  la  razón  da- 
da arriba,  será  evidentemente  suficiente  hacer  voltear  los  dos  conos  pri- 
mitivos al  rededor  de  sus  ejes  inmóviles,  de  modo  que  las  circunferen- 
cias .A’O’  y AV  adquieran  rrlocidades  absolutas  que  sean  iguales  (núm. 
806).  Pero  para  llenar  esta  condición  por  medio  del  empuje  de  dos 
dientes  correspondientes,  es  preciso  terminar  estos  dientes  por  dos  su- 
perficies cónicos  que  tengan  sn  cúspide  común  en  Z’,  y sea  una  de 
ellas  la  envolrente  del  espacio  que  recorra  la  otra,  si  dejando  entera- 
mente inmóvil  al  cono  Z’A’O’,  hacemos  rodar  sobre  él  al  cono  Z’AV 
que  arrastrará  consigo  a la  superficie  de  sn  diente;  porque  aplicando  a 
este  caso  los  detalles  quo  hemos  dado  en  los  números  808  y 809,  veré- 
mos  claramente  que  cate  rodamiento  trae  a los  dos  conos  primitivos  a 


LAM.  69. 
riu.  1. 
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la  misma  situación  rilafira  ijuo  si  hubiesen  jirado  al  rededor  de  sus  ojos 
inmóviles,  y de  modo  que  dos  puntos  cualesquiera  de  las  circunferencias 
A’O’  y AV  recorriesen  arcos  iguales. 

no.  I.  883.  En  virtud  de  esto  principio,  la  solución  mas  sencilla  la  obten- 
dremos formando  : 1.®  el  diente  de  la  rueda  pequeña  con  un  plano  tira- 
do por  el  eje  ZV  que  recibe  el  nombro  de  flanco ; 2.®  el  diente  de  la 
rueda  grande,  con  una  superficie  cónica  que  constantemente  sea  tanjente 
a este  flanco,  en  tudas  los  ¡losicioncs  que  ocupa  mientras  dura  el  roda- 
miento del  couo  primitivo  Z’.W;  y vamos  a ver  que  esto  cono  envolvente 
del  flanco,  tiene  por  base  a tina  epicicloide  esférica. 

En  el  plano  del  círculo  primitivo  cuyo  radio  es  AV  ( a cuyo  plano 
lUiuorémos  el  plano  ausiliar  do  proyección,  que  en  el  caso  presente  está 
abatido  con  el  círculo  según  A'Ge),  tracemos  una  circunferencia  A’J'V, 
que  tenga  por  diámetro  al  radio  A V,  y hagámosla  rodar  aubcesivamente; 
I.®  sobre  el  circulo  primitivo  cuyo  radio  es  O’A',  conseryaudo  siempre 
entre  sus  planos  la  inclinación  señalada  por  el  ángulo  o’A’X;  2.®  en  el 
interior  y en  el  plano  del  círculo  primitivo  que  tiene  por  radio  a o'A’. 
Durante  el  primer  movimiento  de  rotación,  uu  punto  cualquiera  de  la 
circunferencia  móvil,  el  que,  por  ejemplo,  está  abatido  cu  m sobre  el 
plano  horizontal,  describirá  una  epicicloide  esférica,  cuya  proyección 
horizontal  DM  sabemos  ya  hallar  (núm.  482),  y cuyo  cono  jenerador 
A'BV  se  obtiene  levantando  por  el  centro  u'  la  perpendicular  w'S'  al 
plano  del  círculo  móvil;  de  modo  que  esta  epicicloide  cité  enteranioiitc 
situada  sobre  la  esfera  descrita  con  el  radio  S’A’;  ademas,  si  abatimos  el 
punto  (M,  M')  a E sobro  el  plano  ausiliar,  sabemons  (núm.  470)  que  la 
recta  proyectada  según  (A'M,  A'M'),  y cuya  verdadera  posición  cu  el 
plano  ausiliar  es  A'E,  es  una  normal  a la  epicicloide  cu  el  punto 
(M,  M'),  Por  otra  parte,  mientras  la  rotación  del  círculo  A’Fo’  so- 
bre A’Ger,  el  mismo  punto  jenorador  (M,  M’)  o F describirá  una  epi- 
cicloide rectilínea  (núm.  475)  que  será  precisamente  la  recta  o’FG, 
Esto  supuesto,  si  tiramos  un  plano  por  esta  recta  o’FG  y por  el  eje  ZV, 
decimos  que  este  plano  meridiano  será  tanjente  al  couo  que  tenga  por 
cúspide  al  punto  Z’  y por  base  a la  epicicloide  proyectada  sobre  DM. 
Con  efecto»  ai  observamos  que  el  plano  meridiano  en  cuestión  tiene  por 
traza  vertical  a ZVX,  y por  traza  sobre  el  plano  ausiliar  a la  miama 
línea  «’F»  conocerémos  fácilmente  que  este  plano  es  perpendicular  a la 
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roctft  abatida  según  A’F,  y proyectada  según  (A’M,  A'M');  y como  esta 
recta  es  normal  a la  epicicloide,  es  cierto  que  el  plano  meridiano  zVF 
oonúenn  a la  taajente  de  esta  rurba  en  el  punto  (M,  M’);  y como  tam- 
bieo  pasa  por  la  cúspide  Z’  del  cono  epicicloidal,  será  por  consiguiente 
tarréate  a esta  superficie  en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  que  reúne  la 
cúspide  Z’  con  el  punto  F levantado  a (M,  M’). 

Por  otra  parte,  este  contacto  continuará  existiendo  al  largo  de  una 
jensfalriz  variable  sobre  el  codo  epicicloidal,  miéutras  que  el  cono  prá; 
mkivo  ZVA’  rueda  sobro  el  cono  Z’O'A’;  porque  en  todas  las  posicio- 
nes del  punto  F sobre  el  círculo  pequeño,  las  dos  cuerdas  A’F  y o'F, 

A’F,  y o’F,....  serán  siempre  perpendiculares  una  a otra.  Luego  el  pia- 
rte Z’o'F*,  es  mui  propio  para  formar  e\  flanco  do  un  diente  de  la  rue- 
de Z’a’A’,  porque  eonstontemente  será  tocado  y conducido  por  el  diente, 
que  termina  al  cono  epicicloidal  (Z',  MD)  del  mismo  modo  que  ai  el  co- 
no primitivo  Z’o’A’  rodase  sin  resbalar  sobre  el  otro  cono  Z’O’ A’;  lo  cual 
oompletaraente  satisface  a la  condición  del  iiúm.  882. 

884.  Réstanos  hallar  la  estension  exacta  que  debe  tener  el  flanco  na.  t. 
para  corresponder  a un  arco  limitado  DM  de  la  epicicloide.  Al  efecto, 
abataasos  el  flanco  Z’o’F  sobre  el  plano  vertical,  moviéndolo  al  rededor 
del  eje  Z’u’;  en  este  movimiento,  el  punto  F describirá  el  arco  de  circulo 
Fycuyo  centro  está  en  o’¡  y la  recta  Z'f  será  el  abatimiento  de  la  jene- 
saun  de  contacto  que  termii»  en  el  punto  (M,  M’).  Pero  en  la  época  en 
que  s)  flanco  pasoso  por  el  oríjen  D do  la  epicicloide,  tocaría  al  cono  epi- 
cicloidal  Mgun  la  jeneratriz  proyectada  sobre  O’D,  la  que  evidentemen- 
te se  abatirá  sobre  Z’A’.  Luego  el  ángulo  A’  Zi'f  mide,  en  su  verdadera 
magnitud  sobre  el  flanco,  el  espacio  angular  que  ha  conducido  y tocado 
el  dieiite  epioioloidnl,  miéntras  que  el  flanco  ha  rodado  desde  el  punto  D 
heeb  (M,  M'J.  Por coasiguiente,  a estoparte  angular  K'Tt'f  es  a la  que 
debemoe  restrinjir  la  ejecución  del  flanco,  si  el  diente  está  reducido  a la 
poKÍon  de)  cono  que  corresponde  al  arco  DM. 

flOS.  Pero  este  prooediinisnto  no  sería  de  cómoda  aplicación  en  el 
deparad»  jeneral  que  va  a seguir,  en  atención  a que  no  conocerémos 
eutÓBces  inmediatamente  sino  la  proyección  horiaonial  M de  la  eslremi- 
dad  del  are»  DM,  con  la  esfera  Z’A’P’o',  sobre  la  cual  está  situada  la 
epteidoide.  En  este  caso,  será  preciso  abatir  el  punto  M a R,  proyectar 
este  úkimo  a P'  sobre  el  circulo  máxima  de  la  esfera,  y bajar  sobro  el 
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i'jc  Z'O’  la  perpoiidiciilar  P'K’  que  representará  el  paralelo  sobre  el  cual 
debo  estar  situado  el  punto  de  la  epicicloide  proyectado  en  M.  Este  pa- 
ralelo P'K’ cortará  cntóncesal  círculo  jenerador  que  tiene  por  diámetro 
a AV/,  según  una  cuerda  proyectada  en  el  punto  M';  abutirémoa  esta 
cuerda  según  M’P  que  nos  dará  a conocer  al  punto  E,  del  cual  deduci- 
remos el  /y  todo  lo  demás  como  aquí  arriba. 

886.  Trazado  dd  depurado.  Sean  Z’O’  y ZV  los  ejes  de  dos  rue- 
das, situados  en  el  plano  vertical  de  proyección;  sean  también  A’U’  y 
¡\'o'  los  radios  de  los  círculos  priniitieos  quo  doterminarémos  como  se 
dijo  en  el  núm.  881 ; estos  dos  círculos  están  representados  sobre  los  dos 
planos  {Jig-  3 y 4)  perpendiculares  a los  ejes,  por  las  circunferencias 
OA  y oa.  Después  de  liuber  clejidu  dos  números  enteros  n y n’  que  es- 
tén entre  si  en  la  misma  razón  que  los  radios  primitivos,  dividirémos  la 
circunferencia  OA  en  n partes  iguales  -4.A,,  A, A, y a la  circun- 
ferencia oa  en  n’  partea  iguales  aa„  a^a„....  y precisamente  suce- 
derá (núm.  836)  que  las  divisiones  AA„y  aa¡,  serán  de  la  misma  lunji- 
tud  absoluta.  En  seguida,  subdividirémos  cada  uno  de  estos  arcos  en 
dos  partes,  una  de  las  cuales  AB,  destinada  a formar  la  base  del  diente, 
sea  menor  que  la  otra  BA,  cerca  de  un  duodécimo  del  arco  total  AA, 
(ríase  núm.  837). 

rio.SvS-  887.  Sentado  esto,  en  el  plano  del  círculo  primitivo  A’o',  y sobre  es- 
te radio  como  diámetro,  dcscribirémos  un  circulo  quo  aqni  está  abatido 
según  cu”A;  en  seguida,  lingámoslo  rodar  sobro  lu  circunferencia  O’ A’, 
manteniendo  entre  sus  planos  la  inclinación  primitiva  O' A'o'.  Eu  esto  mo- 
vimiento, el  punto  (A,  A’)  dcl  círculo  móvil  describirá  una  epicicloide  si- 
tuada sobre  la  esfera  quo  tiene  por  radio  a s’ A’;  y para  construir  esta  cur- 
ba  sin  mudar  de  lugar  al  contacto  actual  A de  los  dos  círculos,  toma- 
rémos  dos  arcos  iguales  Am  y AI,  y do  aquí  deduciríamos  (núm.  482)  las 
proyecciones  M y M’  de  un  punto  do  la  epicicloide  que  tuviese  su  oríjen 
en  I;  pero  como  el  oríjen  está  realmente  en  A,  verémos  claramente  que 
para  obtonor  un  punto  fi  de  la  proyección  horizontal  Apá  de  la  epicicloi- 
de pedida,  será  suñeiente  tomar  el  arco  pp  igual  a RM.  Hecho  esto,  el  co- 
no que  tenga  por  base  a esta  epicicloide  y por  cúspide  al  punto  (Z’«  O), 
formará  (núm.  883)  el  diente  que  principia  en  (A,  A’);  pero  nos  queda 
que  hallar  las  intersecciones  con  las  dos  superficies  cónicas  inferiory  supe- 
rior que  terminan  el  núcleo  de  la  rueda,  del  cual  no  hemos  hablado  aun. 
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888.  Tiremos  por  el  punto  A’  una  recta  indefinida  A’Q’,  de  modo 
que  forme  con  A’Z’  un  ángulo  un  poco  mayor  que  90“;  en  seguida,  y des- 
pués de  haber  marcado  la  lonjitud  A’ct’que  so  quiere  dar  a los  dientes, 
tirémos  la  recta  a’V  paralela  a A’Q.’,  y hagamos  jirar  estas  dos  parale- 
las al  rededor  del  eje  vertical  (O,  O’Z’);  de  este  modo  producirémos  dos 
conos  de  revolución  que  terminarémos  en  dos  círculos  horizontales 
Q’Q"  y V’V”  bastante  separados  para  que  los  sólidos  que  comprendan 
presenten  una  resistencia  suficiente;  a este  sólido  es  al  que  se  llama  tiran- 
te, y algunas  veces  está  vacío,  como  en  la  L&m.  66;  en  tanto  que  la 
parto  comprehendida  entre  los  dos  conos  descritos  por  A’Q’  y ec’V  for- 
ma la  corona,  en  esta  están  tallados  los  dientes  y los  huecos,  y de- 
berá prolongarse  hasta  cierto  límite  Z’N’P’  dependiente  del  vuelo  que 
queramos  dar  a los  dientes,  según  esplicarómos  mui  pronto  (núm.  890). 

£n  cnanto  a la  rueda  pequeña,  tiraréroos  la  recta  K'q'  en  una  direc- 
ción poco  mas  o ménos  simétrica  con  A’Q’  respecto  a la  linea  A’Z’; 
en  seguida,  desde  el  punto  a’  tiraremos  a'n’  paralela  a K'q',  y termina- 
rémos los  dos  conos  que  estas  paralelas  describirán  al  rededor  de  Z’o’, 
por  los  dos  círculos  del  tirante  u’o”  y q'q''.  Finalmente  prolongarémos 
estos  mismos  conos  hasta  el  límite  Z’n’yr’,  que  ahora  vamos  a enseñar 
a conocer  para  el  vuelo  de  los  dientes  de  esta  segunda  rueda. 

889.  Volvamos  ahora  al  cono  epicicloidal  que  tenia  su  vértice  en 
(O,  Z’)  y por  base  la  epicicloide  proyectada  sobre  k\í\,  e indaguemos 
la  curba  ACL  según  la  cual  se  proyecta  su  intersección  con  el  cono  in- 
ferior desetito  por  la  revolución  do  la  recta  A’Q’.  Como  esta  epicicloide 
está  situada  sobro  la  esfera  cuyo  radio  es  s’A’,  si  cortamos  a esta  su- 
perficie y a los  dos  conos  de  arriba  con  un  plano  vertical,  como  el  0>{,  y 
le  abatimos  sobre  el  plano  vertical  haciéndole  jirar  al  rededor  del  eje 
(O,  O’Z’),  veremos  que  el  punto  ,1  se  transportará  a X',  y que  Z’;i’  será 
el  abatimiento  de  lajeneratriz  del  cono  epicicloidal;  luego,  prolongando 
esta  recta  hasta  L’,  en  que  corta  a lajeneratriz  Q’A’P’,  y conduciendo 
per  medio  de  un  arco  de  círculo  el  punto  L'  a L sobre  0,1’,  este  último 
punto  L pertenecerá  a la  proyección  pedida  ACL. 

890.  De  aqní  deducirémos  la  curba  BD  simétrica  con  AC  respecto 
a la  linea  media  del  diente,  sobre  la  cual  irían  a encontrarse  estas  cur- 
bas;  pero  como  prolongándolas  de  este  modo,  se  cortarían  las  dos  caras 
cónicas  del  diente  según  una  arista  viva,  que  es  lo  que  debemos  evitar  con 
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el  mayor  cutdA^o  (iiúnicrus  843  y 876);  cseata  la  razou  de  chnfiaimr  el 
diente,  transando  un  arco  da  círculo  PCD  aituado  un  poco  luaa 
que  el  punto  da  aecciou  de  laa  ciirbae  AC  y BD,  y de  aquí  rewlt^  uua. 
nueva  cara  cónica  que  tiene  por  cúspide-'  al  pauto  (Z’,  O)  y por  baam  un 
arco  de  In  circunferencia  (PCD,  P’P”).  Este  círoulo  del'  citadanaraiBUtO) 
e«  el  que  determina  el  límite  de  que  hemos  hablado  en  el  núia,  888;  y la 
verdadera  medida  del  vuelo  que  presentan  los  dientes  sobre  al  cpiia  > 
primitivo  Z’A’O',  está  espresado  por  el  ángulo  A’Z'P’. 

El  cono  superior  de  la  corona,  descrito  por  la  revoluoioa  de  la  recta- 
a'V’,  estará  cortado  por  las  caras  cónicas  del  diente,  según  loa  ourbas- 
«V  y Sí,  que  evidentemente  son  ittitejanUs  con  AC  y BD,  porque  laa 
jeaoratricos  a'V’  y A’Q.’  son  paralelas;  do  modo  qno  podremos  irotsac 
estas  curbas  por  medio  de  radios  vectores  proporcionales. 

891.  En  cuanto  a la  rueda  pequeña,  después  de  haber  trattado  un 
círculo  horizontal  sobre  (OA,  O’ A’)  como  diámetro,  haremos  rodar  el 
cono  recto  B’A’A’,  sobre  el  cono  B'A’o’;  el  punto  (A*,  <r)  del  círculo  inó' 
vil  describirá  una  opicicloide  situada  sobre  la  estuca  del  radio  S’A’, 
y cuya  proyección  a{*'  construiremos  sobre  el  plano  ausiliac  da  hx/^.  4; 
en  seguida,  nos  ligurarúmos  un  cono  quo  tonga  por  basa  a esta  epici- 
cloide y por  cúspide  al  punto  (Z’,  o),  indagarémos  la  ¡afictaeocion  do 
este  CODO  epioicloidol  oon  ol  ccuto  de  la  corona  descrito  por  la  revolución 
de  la  recta  A'q'  al  rededor  dol  eje  Z’o',  que  nos  dará  a conocer  a la  pro- 
yección <ic  del  contorno  del  diente.  De  aquí  doducirémos  por  sissetria 

las  diversas  curbas  á,d,,  que  cortáramos,  ásles  de  su  eiieueairo, 

con  ol  círculo  de  chaflanamiento  ^d,c„  cato  nos  dará  a conocer  al  pun- 
to p'  y al  vuelo  A’Z'p'  que  presentarán  los  dientes  de  esta  rueda  al  es- 
terior  del  cono  primitivo  Z’A’o’.  No  horémos  sino  iitdieor  estas  vwrias 
operaciones,  porque  todas  son  semejantes  a laa  quo  hemos  ejecutado  cea 
la  primera  rueda. 

Oktertadan,  Aun  cuando  el  vuelo  del  diente  tenga  perttmiterígureso 
a la  recta  Z'p’,  será  bueno,  para  dejar  algún  juego  a la  máquina,  el  tra- 
zar otra  recta  Z'p"  un  |loco  mas  desviada  del  «je,  y coaaiderar  a esta 
últimu  oemo  el  límite  ficticio  dol  diente,  cuando  de  aquí  a poco  traieons 
de  detmffiiBar  la  esteneioii  de  loa  flancos  y de  las  escopieaduras  de  la 
rueda  grande. 

S9d.  Limites  de  los  fianeos.  Hemos  visto  on  el  núm.  B83  que  Jos  flan- 
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eos  de  la  rueda  grande,  que  serán  conducidos  por  los  dientes  de  la  peque- 
ña, son  los'  planos  verticales  OA,  OA^,  OA„....;  pero  para  determinar  la 
I porte  útil  de  estos  planos,  es  decir,  la  que  subcesivamente  es  tocada  por 
la  porción  de  cono  epicicloidul  correspondiente  al  arco  finito  oc,  será 
preciso  recurrir  al  método  dei  uúin.  885.  Y así,  desde  el  punto  p'^  en  que 
.la  Jeneratriz  estrema  Z'p"  del  cono  epieicloidal  encuentra  al  circulo 
músimo  Oy7'’A’  de  la  esfera  que  contiene  a la  epicicloide  en  cuestión, 
bajemos  al  eje  ZV  la  perpendi<;uiar  p”k’;  esta  cortará  al  diámetro  O' A’ 

.del  circulo  jencrador  en  el  punto  2 que  proyectaremos  a 3 sobro  la  cir- 
cunferencia de  este  círculo;  abatirémos  el  punto  3 a 4 sobre  el  plano  ver- 
tical, y la  recta  Z'4  que  proloogarémos  hasta  F',  en  que  encuentra  al 
..cono  inferior  de  la  corona,  nos  dará  a conocer  la  parte  angular  A’Z’F’ 
del  flanco  que  es  la  única  conducida  por  el  diente  correspondiente  al 
arco  ac.  3in  embargo,  como  la  recta  Z'F'  encuentra  también  al  cono 
superior  de  la  corona  en  ol , punto  if',  debemos  decir  que  la  magnitud 
exacta  del  flanco,  nos  la  da  el  trapecio  A’*’'f’F’,  cuyos  ángulos  F’ y 
nos  darán  . sobre  el  plano  liorizoutal  las  circunferencias  en  que  de- 
bemos terminar  los  costados  de  los  flancos  AF,  af,  BE,.... 

Respecto  a la  rueda  pequeña;  hallarémos  de  un  modo  semejante  los 
lados  de  los  flancos  uf,  be....<  operando  sobre  la  jeneratriz  Z'P’  del  cono 
«picicloidal  que  forma  el  diente  de  la  rueda  grande. 

'393.  Limiten  de  la»  escopleaduras.  En  lugar  de  hacer  jirar  a las  dos 
ruedas  al  rededor  de  sus  ejes  hitnóviles,.  podemos,  según  el  principio  del 
uúm.  809,  dejar  al  cono  Z’A’O'  enteramente  fijo,  y hacer  rodar  sobre 
el  al  cono  Z’A'o',  que  llevará  consigo  al  diente  correspondiente  ol  afeo 
ac.  .Miéiitras  esta  rotación,  la  arista  estrema  Z’p”  del  diente,  enjendrará 
una  superficie  cónica  que  tendrá  su  cúspide  en  Z’,  y por  base  a la'epici- 
cloidc  alongada  descrita  por  el  punto  x’  en  que  esta  arista  va  a cortar 
al. plano  del  circulo  móvil  A’o’;  y las  intersecciones  de  esta'superficie 
con  losdosconos  que  terminan  la  coronado  la  rueda  grande,  indicarán 
Dvidentotnonte  loslíioitosde  la'escopleadura  que  debe  practicarse  para 
que  el  diente  de  la  rueda  pequeña  pueda  moverse  libremente. 

Con  ul  fin 'de  construir  sin  confusión  esta  epicicloide  alongada  qaerio.STó. 
so  hallará  toda  ella  sobre  la  esfera  z’y’  descrita  con  el  radio  Z’x’,  trans- 
portémos  el  triángulo  Z’A’O’  a la  situación  Z”A”0”,  y trazando  la  rec- 
ta A''x”  igual  y paralela  a A’z’,  tendrénros  las  proyecciones  x”  y x del 
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punto  jeiicrador  cuando  lia  llegado  al  plano  vertical;  ademas,  el  circulo 
x"y"  descrito  con  la  distancia  Z’V’por  radio,  representará  la  esfera  que 
contiene  a la  epicicloide  que  buscamos.  Esto  supuesto,  si  trazamos  el 
círculo  A"B”  con  el  radio  0”A”,  jr  el  círculo  A”i>”  con  un  radio  o” A” 
elejido  igual  o'X\  este  úllimo  será  el  abatimiento  del  círculo  móvil  que 
debe  rodar  sobro  el  otro;  de  modo  que  tomando  dos  arcos  iguales 
A"M=A”ni,  y prolongando  el  radio  o"m  una  cantidad  toG  igual  a A”z”, 
el  punto  G será  el  abatimiento,  y g,  g\  las  proyecciones  del  punto  jone- 
rador  cuando  la  rotación  haya  hecho  recorrer  el  arco  A”M,  si  el  oríjen 
de  esta  rotación  estuviese  en  M;  pero  como  este  oríjen  está  verdadera- 
mente en  A”,  verómos  que  será  preciso  trazar  la  circnnferencia  gihl  y 
tomar  el  arco  gi  desdo  A a / para  obtener  un  punto  de  la  proyección  Iz 
de  la  epicicloide  pedida. 

Es  preciso  que  ahora  nos  imajinémos  un  cono  que  tenga’  su  cúspide- 
en  Z”  y por  basca  la  epicicloide  proyectada  sobre  Iz,  y hallemos  su  inter 
sección  con  el  cono  inferior  de  la  corona  do  la  rueda  grande,  la  que  ten- 
drá por  jeneratriz  sobre  la  fig.  5,  a la  recta  A"Q.”  tirada  paralelamente 
a la  A’Q,’  de  l&Jig.  2.  Desdo  luego,  la  jeneratriz  Z”*”  del  cono  cpici- 
cloidal,  nos  dará  por  su  encuentro  con  .A”Ci”  nn  punto  (X",  X)  de  la  in- 
tersección pedida.  Considerémos  en  seguida  Iti  jeneratriz  arbitraría  pro- 
yectada sobre  O”/,  y abatámosla  sobro  el  plano  vertical ; como  el  punto 
de  la  epicicloide  proyectado  en  l está  a la  misma  altura  que  g',  dicho 
punto  se  transportará  a k'  sobre  la  esfera  z”y”;  por  consiguiente,  la  jenc- 
ratriz  estará  abatida  según  Z’*A’,  y entonces  cortorá  n A”Q”  en  el  punto 
(r’,  r);  de  modo  que  no  habrá  mas  que  restablecer,  por  medio  do  un  arco 
do  círculo,  el  punto  r a L sobre  Of,  para  obtener  un  punto  de  la  enrba 
£”1<X  según  la  cual  se  proyecta  horizontalmcnte  la  intersección  de  los 
dos  conos  indicados  aquí  arriba. 

894.  Esta  curba  E"LX  es  la  que  será  preciso  transportar  a la Jig.  3 
colocándola  sobre  Eli,  teniendo  cuidado  de  situar  el  punto  E”  (que 
vamos  a enseñar  a determinar)  en  la  estreraidad  E del  flanco  BE,  y el 
vértice  X sobre  el  círculo  limite  THG,  el  cual  se  deduce  del  punto  T’ 
en  que  eucuentra  a la  corona  de  la  rueda  la  arista  'í'p"x\  En  cuan- 
to al  punto  E”  de  la  Jig.  5,  si  tenemos  idea  clara  de  la  rotación  del 
cono  primitivo  Z'X'o’  sobre  el  cono  inmóvil  Z'.A’O’,  reconocerémos  fá- 
cilmente que  08  preciso  prolongar  el  círculo  B”A"  una  cantidad  A'’U" 
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igual  al  arco  6,u  tle  la./^.  4;  y tirar  en  aeguidn'el  radio  0”U”  sobre  el 
cual  tomarémos  la  lonjitud  U''E”  igual  al  flanco  BE  de  la Jig.  3. 

Sobre  el  cono  superior  de  la  corona,  conocerémos  el  círculo  límite  6'', 
por  medio  del  punto  9'  en  que  la  jeneratriz  N'oc’V’  está  cortada  por  la 
misma  arista  7/p"z';  y siendo  la  enrba  evi  semejante  a EH,  se  deducirá 
de  esta  última  por  medio  de  radios  vectores  proporcionales. 

La  proyección  vertical  do  las  curbas  que  forman  el  contorno  de  los 
dientes,  so  concluirá  do  la  proyección  horizontal  refíriendo  los  varios 
puntos  de  esta  a los  círculos  horizontales  a que  pertenecen;  pero  el 
trazado  que  hemos  ejecutado,  no  debe  mirarse  sino  como  un  complemen- 
to de  la  rupresentacion  gráfíca,  porque  es  enteramente  inútil  para  el  cons- 
tructor; y así  es  que  sobro  el  plano  vertical  do  la  rueda  pequeña  no  he- 
mos figurado  sino  un  corte  sencillo. 

895.  Desarrollo  d:  los  cojinetes.  Para  ejecutar  este  engargante,  es  na.  6. 
necesario  conocer,  en  su  verdadera  magAÍtlíd,  las  intersecciones  de  las 
diversas  caras  del  diente  y del  vacío  con  los  dos  conos  de  la  corona  en- 
jendrados  por  la  revolución  de  las  rectas  paralelas  P’A’Q’  y N’a’V’ 
al  rededor  del  eje  O’Z’.  Por  consiguiente,  desarrollarémos  estas  dos 
superficies  cónicas  por  el  método  del  núm.  251,  indagando  en  pri- 
mer lugar  la  posición  de  sus  cúspides  sobro  esto  eje;  y así,  respecto  al 
cono  P’A’Ci’  por  ejemplo,  describirémoscon  su  apotema  una  circunferen- 
cia, y sobro  esta  tomarémos  arcos  iguales  en  magnitud  absoluta  con  los 
PC,  CD,....;  y sobre  los  radios  que  terminan  en  estos  puntos  de  división, 
tomarémos  las  loiijitudes  de  las  porciones  de  jeneratrices  comprehendidas 
entre  el  círculo  P’P”  y los  diversos  puntos  proyectados  en  A,  B,  E,  H.... 

898.  Después  de  haber  tallado  el  sólido  del  tirante  de  la  corona,  apli- 
caréinos  sóbrelas  dos  paredes  cónicas  correspondientes  a P’Q’ y N'V’, 
los  cojinetes  de  que  acabamos  de  hablar,  construidos  de  cartón  flexible, 
con  el  objeto  do  que  haciéndolos  doblar,  puedan  coincidir  enteramente 
con  éstas  superficies;  en  este  estado,  las  curbas  transformadas  habrán 
tomado  su  forma  primitiva  do  doble  curbatura,  y entóneos  trazarémos 
sobre  las  paredes  cónicas  el  verdadero  contorno  de  los  dientes,  y de  los 
vncios.  En  seguida,  no  habrá  mas  que  ejecutar  las  superficies  cónicas  di- 
rijidas  hacia  la  cúspide  Z’,por  medio  de  la  arista  de  una  regla  que  se  mo- 
verá sobre  el  contorno  inferior  y superior,  teniendo  cuidado  de  apoyarla 
al  mismo  tiempo  sobre  los  puntos  de  señal  que  correspondan  a una  mis- 
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ma  jeneratriz,cujus  puutoa  nos  los  da  ol  trazado  mismo  de  los  cojinetes. 

897.  ObierMcim.  Respecto  a las  cntalladuraa,  hemos  querido  es- 
pilcar  el  método  riguroso  que  servirá  para  quitar  el  sólido  mínimo, 
j cu  virtud  do  esto,  dujara  loa  dieotes  la  mayor  resistencia  posible;  poro 
en  la  práctica,  para  no  aumentar  las  dificultades  que  en  la  ejecución  pre- 
senta este  engarganto,  nos  contentamos  con  determinar  los  circulas  lími- 
tes THG  y 0;«]  por  medio  de  dos  puntos  de  sección  T’  y 0’>  señalados 
sobre  el  plano  vertical  de  \¡xfig.  2,  y se  prolongan  en  líuca  recta  los  lados 
de  los  flancos  BE,  AF, hasta  estas  dos  circunferencias  límites;  o 
bien,  se  casan  sus  estremidades  con  estas  circunferencias  por  medio  de 
una  pequeña  ciirba  arbitraria,  pero  visiblemente  situada  fuera  del  limi- 
te riguroso  £11.  Esta  simplificación,  quu  siempre  deberéinos  emplear, 
no  perjudica  en  nada  a la  marcha  regular  del  engargante,  pero  no  es 
así  para  la  siguiente. 

898.  Método  aproximalieo.  Para  evitar  la  dilación  y dificultades 
que  presenta  el  trazado  de  las  epicicloides  esféricas,  muchos  constructo- 
res so  toman  la  libertad  el  sustituirles  las  epicicloides  planas,  que  deter- 
minan del  modo  siguietite.  Después  de  haber  fijado  los  radios  primitivoa 
A’O’  y AV,  tiran  por  el  punto  A’  y perpeudicularmento  a la  jeueratriz 
Z'A'  un  plano  que  nosotros  llamaremos  ytfano  auúliar,  y que  va  acortar  a 
los  ejes  de  las  ruedas  en  dos  puntos  que  espresarémos  por  O,  y o,^  en  es- 
te plano  ausiliur  describen  dos  círculos  con  los  radios  O^’  y o^',  y ope- 
ran como  si  estas  dos  circunferencias  debiesen  rodar  una  sobre  otra,  esto 
no  se  aleja  mucho  do  la  verdad,  a lo  ménos  en  el  corto  iatorvalo  eu  que* 
se  ejerce  el  empuje  del  mismo  diente. 

Y así,  después  de  haber  abatido  el  plano  auailiar  con  las  dos  circun- 
ferencias que  contiene,  referirémoa  a estas  las  divisiones  iguales  mar- 
cadas sobre  los  círculos  primitivos,  y construirémos  los  perfiles  do  un 
diente  de  cada  rueda,  lo  mismo  que  en  un  engargante  cilindrico  (num. 
838).  En  seguida,  como  aquí  se  terminan  las  coronal  de  las  dos  ruedas 
de  ángulo  por  las  superficies  cónicas  que  describirán  las  leetas  A’O,  y 
A’o,  jiraudo  al  rededor  de  los  ejes  respectivos,  los  perfiles  construidos 
arriba  reemplazarán  a loa  cojinetes  desarrollados  en  HJig-  de  modo 
que  bastará  aplicar  estos  perfiles  sobre  la  misma  corona,  para  poder 
ejecutar  las  diversas  caras  de  los  dientes  y de  ios  vacíos,  confiarme  lo 
hemos  dicho  en  el  núm.  896. 
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